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Resumo — Sao abordados alguns métodos numéricos que
conjugados com a teoria dos modos acoplados, servem para
modelar e simular o comportamento espectral das redes de
Bragg inscritas em fibra optica. Averigua-se qual o método
com o melhor compromisso entre a precisiao dos resultados e
a complexidade computacional, para redes uniformes e
apodizadas.

I.  INTRODUCAO

Este capitulo pretende dar uma revisio da teoria
subjacente ao conceito de difraccdo, e descreve
sucintamente o modelo matematico das redes de Bragg.

A. Redes de difrac¢do

As redes de difracgdo sdo componentes amplamente
utilizadas em sistemas Opticos [1]. Na sua generalidade,
sdo formadas por um conjunto de ranhuras periodicamente
espacadas de uma distdncia A [2], tal como mostra a
Figura 1. Se uma fonte de luz incidente tiver um
comprimento de onda proximo da dimensdo das fendas,
ocorre o fenémeno chamado difrac¢ao.

Numa rede de Bragg, a rede de difrac¢do ¢ formada
pela variagdo periodica do indice de refrac¢do no nucleo
da fibra optica. O termo A define neste caso o periodo da
rede, como mostra a Figura 2. Os feixes de luz incidente e
difractada formam, neste caso particular, angulos
i=60=90°, pelo que se propagam no mesmo plano mas
em sentidos opostos.

Considerando que o indice de refrac¢do do nucleo ¢

n_, a condicdo necessaria para existir interferéncia

o ?
construtiva [3] para uma rede de Bragg ¢é:

A, =2n A, (1)
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Luz difractada

Figura 1 - Esquema ilustrativo do principio de funcionamento de
uma rede de difracgdo.

onde A, € o comprimento de onda de Bragg, para o qual a
reflectividade ¢ maxima.

B.  Teoria dos modos acoplados

A teoria dos modos acoplados ¢ uma ferramenta
adequada  para  descrever  matematicamente as
propriedades de um conjunto alargado de redes de
difraccao [4]-[5]. Tem por base tedrica a equagdo de onda
do campo eléctrico E [6],

O’E(z)

= —n() E(z):O, @

onde o indice de refrac¢do tem agora uma dependéncia
espacial segundo uma variavel z, sob a forma de uma rede
de difracgdo descrita por

n(z)=n, [1+J( )+zf(z)cos(z+¢( )ﬂ 3)

A variagdo local no valor médio do indice de refrac¢ao
¢ descrita por o(z), e 7(z) representa a amplitude de
modulagdo da rede, logo ¢ uma grandeza sempre positiva
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Figura 2 - Esquema ilustrativo do principio de funcionamento de
uma rede de Bragg.
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O termo & n,f (z) ¢ o formato da perturbagdo
com f(z)

profundidade da modulag@o, o termo v ¢ a visibilidade da
modulagdo (fringe visibility), a fungdo n, (z) descreve a
variag@o do valor médio da perturbac@o ao longo da rede e

a fungdo ¢@z) descreve a variagdo do periodo da rede (o
termo mais comum ¢ chirp).

O desenvolvimento das equacdes (2) e (3) resulta num
sistema de equacdes diferenciais [8]-[9],

(apodizagao), normalizada, S n, € a

du .

—= j[ou + KV]

dZ , (6)
dv T

—= —j—[O'v-H(u]

dz A

onde u e v sdo as amplitudes do campo propagante e
contra-propagante, respectivamente, € os pardmetros & €
x definem-se por

1 dg

- @)
2 dz

&(Z)=5+XU(Z)—

K(z)zxr(z). ®)

O termo

zﬁ(ﬁ_lj ©)
A4

¢ um pardmetro que caracteriza a sintonia em relagdo ao
comprimento de onda de Bragg.

O sistema (6) pode ser transformado numa tnica
equacdo, mediante a introducdo de um coeficiente de
reflexdo local, designado por r, tal que »r = viu.
Diferenciando r, e considerando que »’ = v’/u — uvhi,
obtém-se a equagao

K T (10)
dz

conhecida por “Equacdo diferencial de Ricatti”. Trata-se
de uma equacgfo quadratica com coeficientes variaveis em
funcdo de z. A unica solugdo fechada de (10) obtém-se
para redes uniformes, quando os coeficientes k¥ € & sdo
constantes:

_ —Ksinh(aL)
- &sinh(aL)+jacosh(aL) '

(In
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2 A2 ..
com a =+k —o . Consequentemente, a reflectividade
é:

sinh’ (aL)
Rl =—————. (12)
cosh’ (OlL)—T
K

A Figura 3 ilustra graficamente o espectro de reflexdo de
trés redes de Bragg uniformes, com base na expressao

(12).

1 -
— W=8
~
0.9 ( \\ - — =2
[ — «=1
0.8} oy |
! |
—~ 0.7f ! | E
< I |
2 I
~_ 0.6 | | ,
= ‘/\\
Q
g 05 | " B
g KRN
= 1
3 041 —
2 I
& o3l I i
0.3 ) lu
! |
|
02 i '
Pl I
0.1 ”‘H \‘u q
e | N
0 SIS ARSI B

-30 20 -10 0 10 20 30
Frequéncia normalizada sL
Figura 3 - Espectro de reflectividade em fungdo da frequéncia
normalizada de trés redes uniformes, para xL=1, x[=2 e xL=8,
onde L=10 mm e ny=0.

Um aumento do comprimento da rede ou da
profundidade da modulagdo (aumento de kL) provoca um
alargamento da banda passante e simultaneamente um
crescimento da reflectividade. No entanto, esta situacdo
leva ao aparecimento dos lobos laterais, cuja amplitude
ndo pode ser desprezada.

II.  METODOS NUMERICOS

A soluc¢do fechada apresentada no capitulo anterior ndo
permite analisar redes com parametros k¥ e & varidveis
ao longo do espaco. Além disso, muitas das aplicacdes
praticas com redes de Bragg fazem uso de redes
apodizadas ou com periodo A variavel [4]-[11]. Existe
por isso uma variedade de métodos numéricos utilizados
para solucionar a resposta espectral de uma rede de Bragg,
a partir dos dados associados ao perfil do indice de
refraccao.

A. Integragdo numérica

A integragdo numérica baseada no método de Euler é
um método simples, que, no entanto, permite calcular a
resposta espectral de qualquer rede de Bragg [12]. O
comprimento L é subdividido em N secg¢des iguais. Para
cada passo & = L/N, ¢é utilizada uma equagdo linear,
partindo do fim da rede, em z = L, com condigdo inicial
r(L) = 0, e terminando em z = 0, onde o coeficiente de
reflexdo da rede de Bragg, r(0), ira ser

r(an):r(Zk)J’_hdr(Zk) (13)

dz’
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comz, =z, —h,k=0,1,..N~-1 eondeaequagio

1

TE) sz en) [0 ()] 09

Representa o declive da aproximacao linear (13), baseado
na equacao (10).

O método de Heun [12], também conhecido por método
de Euler modificado, baseia-se no teorema fundamental
do célculo integral e num método numérico de integragdo,
como por exemplo a regra dos trapézios, para obter uma
solucdo aproximada da equacdo diferencial de Riccati. As
condigdes iniciais de simula¢do sdo idénticas ao método
de Euler, mas faz uso de uma equagao nao linear, devido a

presenca do termo » (zk " ) nos dois membros da equagao

r(zkﬂ)——h[r(zk)+r(zk”)]+r(zk). (15)

2\ dz dz

Utiliza por isso um processo iterativo, com a equagao
(13) como primeira aproximagdo para a’r(zk+1 ) / dz .

Apbs o célculo de r(z,,,), o processo prossegue para
cada passo 4 até z = 0.

Um dos métodos mais utilizados para a calcular a
solugdo de equagdes diferenciais ¢ o método de Runge-
Kutta. O método mais comum ¢é de ordem 4 (RK4) e
baseia-se no desenvolvimento em sériec de Taylor do
coeficiente de reflexdo, truncado apoés o termo de quarta
ordem. Pode no entanto ser construido para qualquer
ordem.

Partindo do ponto (zk N (zk )) , a sequéncia de
aproximagao ¢ gerada utilizando a formula

r(zkﬂ):r(zk)—h(fl +2f26+2fj+f4) 16)

>

onde f}, f5, f5 e f4 sdo estimativas para os declives em
quatro pontos [12], no intervalo de um passo /.

B.  Meétodo da Matriz de Transferéncia

O método da Matriz de Transferéncia [13] comeca por
dividir a rede de Bragg num conjunto de M secgdes, que
sdo consideradas uniformes, i.e., os pardmetros ¢, k € ¢
sdo constantes. Cada sec¢do uniforme, de comprimento
Az, ¢ identificada por uma matriz quadrada de dimensao
2x2. Todas as matrizes assim criadas sdo multiplicadas
entre elas, resultando numa matriz Unica 2x2, que
caracteriza toda a rede [7]. No caso de uma rede de Bragg,
a propagacdo dos modos acoplados por cada seccao

uniforme ¢ descrita pela matriz T, :

u,, u,
=T, sk=M,M-1,...1, a7
Vi Ve

em que
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Tk{go g] (18)
s 9

As variaveis ¢ e ¢ sdo o conjugado de ¢ ¢ ¢,
respectivamente, definidas por:

Q= cosh(aAz) + jisinh(aAz) (19)
a
K
c= j—sinh(aAz) (20)
a

C. Método de Rouard

O método de Rouard aplicado as redes de difraccdo em
guias de onda foi apresentado por Weller-Brophy ¢ Hall
[14]. Trata-se de um processo recursivo, onde sec¢des de
dimensdo reduzida, tipicamente com um periodo de
comprimento, e caracterizadas por uma reflectividade
complexa efectiva, sdo substituidas por uma interface
Unica, que mantém as caracteristicas de amplitude e de
fase de cada secgdo. Este processo repete-se para todas as
secgOes da rede, e a reflectividade complexa de toda a
rede ¢ assim obtida.

Este método tem, no entanto, um grande inconveniente,
jé& que o tempo de simulagdo ¢ proporcional ao niimero de
periodos da rede, o que pode tornar todo o processo lento,
mesmo para redes com comprimentos da ordem dos
milimetros [4].

D. Meétodo da Transformada de Fourier

As redes caracterizadas por uma amplitude de
modulagdo reduzida apresentam normalmente uma
resposta espectral com baixa reflectividade, como se pode
ver na Figura 3. Nestas condigdes verifica-se [15] que o
coeficiente de reflex@o » é a transformada de Fourier do
factor de acoplamento k, definido em (8), acrescido de um
factor de desfasamento:

r=—jJ.K(s)e‘/dsds (21)

Estudos recentes demonstram que a andlise espectral
das redes de Bragg pela transformada de Fourier pode ser
aplicada a redes com elevada reflectividade, sem a
acumulagdo de erros de fase, utilizando uma aproximagao
de Debye-Waller modificada [16] sobre o pardmetro de

sintonia ¢, definido em (9). O novo parametro <5R> esta
relacionado com o por

(6,)=5 ~|(x)f (I—J“ﬁ/m) @

s
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onde <K> ¢ o valor médio do factor de acoplamento
definido em (8).

III. COMPARACAO DOS METODOS NUMERICOS

Para que o desempenho dos diferentes métodos seja
averiguado, no que diz respeito a precisdo do resultado, ¢
calculado o coeficiente de correlagio maximo entre a
reflectividade obtida pela solugdo fechada (11) e a
reflectividade resultante de cada um dos métodos
numeéricos, para redes uniformes:

(23)

Na expressdo (23), x e y sdo dois vectores de
comprimento N, que ¢ também o numero de pontos
espectrais simulados. Admite-se que 98% ¢é o valor
minimo da correlagdo cruzada para considerar validos os
resultados de um determinado método.

A. Redes uniformes

Todas as redes tém em comum um indice de refrac¢ao
efectivo n,y=1.45, comprimento de onda central em 1550
nm, valor médio nulo (n,; = 0) e foram simuladas numa
banda espectral com 10 nm de largura com amplitude de
modulagio igual a 4x10™". O comprimento fisico L é
variavel, entre 0,5 mm e 25 mm.

Calculando a correlagdo cruzada entre os diversos

métodos e a solucdo fechada, verifica-se que o método de
Rouard ¢ de todos o mais preciso.
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o de uma amostragem espacial insuficiente. Os resultados
provenientes do método de Euler, devido ao seu fraco
poder de convergéncia fora da banda central, deixam de
estar correlacionados para rede maiores de 1.5 mm. O
mesmo se passa para o método de Heun, mas para redes
com comprimento superior a 16 mm.

Por exemplo, a Figura 5 mostra que o método de Euler
falha em aproximar a solugdo analitica fora da banda
central de reflexdo, divergindo da solug@o analitica. Para a
mesma rede, O método da transformada de Fourier
corrigido ndo produz valores correctos dentro da banda de
reflexdo maxima, devido aos erros de fase que introduz.

\ —— Analitica
1 — — Fourier
il —— Euler
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Figura 5 - Resposta espectral em amplitude para uma rede
uniforme com 10 mm, obtida por trés métodos: Integracdo
numérica pelo método de Euler (-.-), Transformada de Fourier (- -)
e solugdo analitica (_ ).

Finalmente, o comportamento do método da matriz de
transferéncia perde precisio com o aumento no
comprimento da rede porque o nimero de seccdes
utilizado ¢ constante e ¢ manifestamente insuficiente para
redes superiores a 16 mm.
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Figura 4 — Correlagdo cruzada da reflectividade, entre a solugéo
fechada e os métodos numéricos implementados. O método da
Matriz de Transferéncia utiliza M=50. Os trés métodos de
integragdo numérica (Euler, Heun e RK4) usam 2000 pontos para o
comprimento L. Ao nivel espectral, todos os métodos calculam 500
pontos num intervalo de 10 nm.

A Figura 4 evidencia que, para este método, a
correlagdo cruzada da reflectividade é constante e
equivalente a 1, em todas as redes simuladas. Todos os
métodos de integracdo numeérica perdem precisdo ao longo
do grafico, porque o aumento no comprimento ndo ¢
acompanhado por um aumento no nimero de pontos
simulados, que ¢ mantido constante. O efeito resultante ¢

RK4 \
10° 10
Amplitude de modulagao Mg (><10'4)

Figura 6 — Correlagdo cruzada da reflectividade em fungdo da
amplitude modulacdo, considerando uma rede uniforme com 1.6
mm de comprimento. O método da Matriz de Transferéncia utiliza
M=50; Os trés métodos de integracdo numérica (Euler, Heun PC e
RK4) usam 2000 pontos para o comprimento L. Ao nivel espectral,
todos 0s métodos calculam 500 pontos num intervalo de 10 nm.

O comportamento de cada método € novamente testado
e correlacionado com a solugdo geral, variando agora a
amplitude de modulagdo do indice de refraccdo entre

0.5x10" e 32x10™ . Para que o comprimento da rede
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ndo influencie esta nova analise, os graficos da Figura 4
sdo analisados para ser escolhido um comprimento para o
qual todos os métodos tenham uma correlagdo equivalente
e proxima de 1. O comprimento da rede escolhido ¢ 1.6
mm.

A Figura 6 confirma o bom desempenho dos métodos
de integracdo numérica de ordem mais -elevada,
nomeadamente o método de Runge-Kutta 4, além dos
métodos de Rouard e da Matriz de Transferéncia.

No entanto, ¢ de salientar que o método de Euler,
embora seja um método com fraca convergéncia
comparado aos outros, mantém neste caso uma correlagao
superior a 98% em praticamente todas as simulagdes.

B. Redes apodizadas

No caso das redes apodizadas, a equag@o (11) ndo ¢
aplicavel. A solugdo encontrada consiste em utilizar os
resultados do método de Rouard como referéncia,
admitindo que a precisio e o comportamento bem
demonstrados para redes uniformes, se possam estender
na analise das redes apodizadas.

Realizaram-se diversas simulagdes no intuito de

calcular a reflectividade de uma rede com perfil tangente
hiperbolica

£(o)= tanh {n[1-2|(z-L/2)/L|]}

tanh ( n ) @)

Os parametros de simulagdo numéricas permanecem oS
mesmos do que para as redes uniformes.

Correlagao cruzada
-

—— Matriz T
—+— Fourier 73
—a— RK4

\
—o— Euler
—e— Heun \

L (mm)

Figura 7 — Correlagdo cruzada da reflectividade, entre o método de
Rouard e os métodos de Euler (¢), Heun (e), Matriz de
Transferéncia (»), Fourier corrigido (¥) e Runge-Kutta 4 (a). O
perfil do tipo tanh (4=3) é também apresentado.

Tal como as redes uniformes, ¢ pelas mesmas razoes, os
métodos de Euler e da transformada de Fourier ndo sdo
adequados para simular redes com comprimento superior
a 1.6 mm, se 98% for o limite inferior para que dois
métodos sejam considerados correlacionados.

IV. CONCLUSOES

O método de Euler so6 converge correctamente com um
nimero elevado de passos 4, pelo que, em algumas
situacdes, se pode tornar lento.
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A correcgdo aplicada no método de Fourier continua a
introduzir erros de fase, em redes com acoplamento forte,
embora sejam menores do que a situacdo onde ndo existe
correcgao.

O método da Matriz de Transferéncia, demonstrou,
pelas muitas simulagdes realizadas, fornecer resultados
concordantes com o método de Rouard para redes
apodizadas e com a solucdo geral das redes uniformes.

O método de Rouard, embora seja aquele que fornega
mais precisdo em qualquer tipo de rede, ¢ mais lento de
todos os métodos estudados, ¢ deixa de ser atractivo para
redes com um niimero elevado de periodos.
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