0O

_Escola Superior de Tecnologia
Instituto Politécnico de Castelo Branco

Sebenta de
Matematica Aplicada

Curso de Engenharia Electrotécnica e das
Telecomunicacgoes

Rogério Pais Dionisio

ISBN: 978-989-8196-52-1



Matematica Aplicada 2

INDICE
NOTA INTRODUTORIA ...ttt sttt sttt ettt saesteesbe e she e sbe e ebe e b e eabeehe e eb e e ke e be e s beesbeabbesheesbeesbeebeenbeenns 4
ANALISE COMPLEXA .....ovteiieeeeeee oo esee sttt st sa st s st an s aeneesn e 5
DEFINICAO DE NUMEROQO COMPLEXOD ....tvteiuvteitiestteestseessseessseessseessseesssesssssesssesssssssssesssssssnsessssssnsessssessnsesssns 6
REPRESENTAGAO DE NUMEROS COMPLEXOS ....cutvteiivieiureesitiessreessteessessssessssesssssssssesssssssssesssssssssessssessnsessnnes 6
FORMULA DE EULER ...ttt ittt sttt ettt bt s he ettt et ht e e b e e b e ke et e e st e sb b e s be e sbe e sbeenbeenbeenee 7
OPERAGOES COM NUMEROS COMPLEXOS ....c.vtttatteutestestestessesseeseessessessessessessesseaseessessessessessessessessessessensenses 8
ALGUMAS CONSIDERAGOES SOBRE NUMEROS COMPLEXOS ......ccuviuteitintesteaneasearesieseessessessesseensesseseessessessens 11
CONCEITO DE NUMERO COMPLEXO CONJUGADO .....c.uttiteauiaseasetestestesseassessassessessessessessesseassessessessessessenses 11
RELAGOES ENVOLVENDO CONJUGADOS .....cuviutiateiesteteaseaseessesessessesseasesseassessessessessessesseessessensensessessessessens 12
Relacgdes envolvendo 0 mddulo de NUMEros COMPIEX0S: .....ccvviveieieeeeieeierie e 13
CONJUNTOS DEFINIDOS POR CONDICOES ENVOLVENDO NUMEROS COMPLEXOS .....vveeivveerieeniieeitreesieeessneens 14
FUNGOES DE VARIAVEL COMPLEXA......cieititeittteitteesiteessteestseesssesssseessseessssesssesssssesssessssssssesssssessessssesssessnns 16
DEFINIGAO ...t bbbt e 16
REPIESENIAGAD CANTESIANAL ... cveiviieteite ettt ettt b et b et b ettt b et be bbbt 17
REPIESENTAGAD POIAK ... .cui it bbbt bbbt b e bbb b b 18
Limite de uma fung@o de varidvel COMPIEXA .........ccooviiriiiiiic e 19
CONCEIO A& VIZINNANGA. ......veueiiiieietistee sttt bbbttt bbb 19
0] o AT o [P OSSRN 20
Continuidade de uma funcao de variavel COMPIEXA........ccoeiviirieiiireiese e 21
Propriedades das fUNGBES CONTINUAS .........ivruiiiirieieirieieis ettt 23
Diferenciac@o de uma fuNGAO COMPIEXA.......c.oiiiiiiiiiieie e 23
DBTINIGAD: ..ottt bbb bR b bRt b bttt b b nr et neeneas 23
Regras de difEreNCIAGAD .........cviiriietirie bbbttt 24
FUNGOES ANALITICAS ...ttt ettt ettt ettt ettt ettt e staeestteestaeeaseeestaeeaseeessseesaseesseeesaseessaeessseessteeanseessbaeanseessaeennseesses 25
FUNGOES HARMONICAS .....cctteiite ettt esieeasteeesteeaasseestaeeasseestseeassesssseeasseessseessseessaeeasseessaeeanseessbeeansesasseenneessnes 29
Construgdo de uma funcdo analitica a partir da parte real ou iImaginaria ..........cc.ccoceverercevenvnnennnn 29
FUNGOES ELEMENTARES DE VARIAVEL COMPLEXA ... .coitiiitteittateaneeaseesteesteesteeaesseessesssessseesseessesnsesssesseeses 30
FUNG&AO eXpONeNnCial COMPIEXA €7 ............cc.ovvurvecereieeeeeeeeseeeee e 30
(D) ][ Uo SO TSP U U RTURURRPTUTRPRURON 30
0] o AT o [ USSR OSSSN 30
Fungdes trigonométricas (sin x e cos x) e hiperbdlicas (Sinh(x) € COSN(X))....ccoervererernienerieiereseeeen, 32
FUNGAO0 10GarTtMICA IN(X) ... cviiieiieiiiiiieise ettt eene et 33
DEIINIGAD ... vttt bbbt b bt bbbt b b bbbt bt et e b b nre et neeneas 33
A oL Vo (o IO 35
DETINIGAD ...ttt bbbt b bbb bbb bbbttt bt 35
INTEGRAGAQ COMPLEXA ... ueiiutteiteeiteeateesteesteessteeassesasteeanseeasteeanseeasseeanseeasteeanseeasteeansaeasseeansaessseeaseennses 36
Defini¢8o de integral de lINNa..........c.ooiiiii 36
REPIESENTAGAD ...ttt bbb bbbt b e bbb b e bt bttt be bbbt 37
PrOPIIEAAAES ...ttt bbbt bbbtk bbbttt 38
Teorema de CAUCHY-GOUISAL: ......cc.oiiiiitiieie et bbb bbbt et e e b bbb enes 41
(D =] (o] g = ToF: o LSS RTUS ORI 41
Formula do Integral de CAUCNY .......c.ooiiiie e e 45
(D =] (o] S = ToF: o LTS PR RTUR ORI 45
Derivadas de fUNGOES @NAlTtICAS .........ciueieiriiieiiiie ettt are e 48
TEORIA SOBRE SINAIS E SISTEMAS ...t 51
INTRODUGAD ...ttt ettt et et et et e steesteesteesteenteeneeas e e ss e eteentees e aseeeseeaseeseeeneeaneeameean e enseebeenseenteaseenreeaneenneenes 52
TRANSFORMAGOES ELEMENTARES SOBRE SINAIS ......ciutittieetiereeieieserssessesseeseessesssssessessessessssssessessessesensens 54
CARACTERIZAGAD DOS SINAIS ....eutieiiesieesieesteeseeaeeaseeaseeaseesseesseesseassessesasesssessseesseesseanseanseassessessseessesssennsens 56
FUNGOES (SINAIS) ELEMENTARES.....c.tittteteaterteteateseeseateseesesteseesessessasessessesessessesessessesessessesessessesessesseneasesnes 57

(©00] 1Yo I 07V TSSO 62



Matematica Aplicada 3

Propriedades da CONVOIUGAD .........cccveierieieiesie ettt e st st see e ene e s e e aeseesresneereenes 68
SISTEMAS ..ttt etttk ettt ettt b bbbt et e e E e bt ARt £ h £ e b e e R b2 s b e e E e R AR e SR £ SR £ e R b e AR e R e Rt e R e R e e R e e Rt e e R e b b e r e ne e 69
Caracterizacao funcional de UM SIStEMA.........ccceieiiiieiieiieie e sre e sr e sneenes 69
SISEEMAS HINBAIES ....vvevieieeiiee ettt et e et e et e e s e s te e s be e s te e sbe e beeabeeaeeeasesba e baesbeesbeeseesssesraesteesteennas 70
SiStemas iNVAriantes NO TEMPO .......ouiiviiiirieiite ettt eb et r et b bbb sr et b e ene e 70
ANALISE DE FOURIER ....oooevieeeieeeeeee ettt ass st s st s st aan s snannens 77
ESPECTRO DE UM SINAL ...vtittiettieitteesittestseestaeassseestseessseessseesssesssseessseessssesssesssssssssesssssssnsessssesssesssseessesssns 78
SERIE TRIGONOMETRICA ... .eeiutteitttesteesittestteestteessseessseeasseestseeasaeessseessseessseeasseesseeeasseeaseeeasseestaaesseestaeensreens 82
SERIE EXPONENCIAL ....uvtittteittee sttt e stteesiveesate e sttt e ssteestaeessseestseeasseeasseessseessaeessseesseeessbeesbaeessseessaeeseeenraaensreeas 90
TEOREMA DE PARSEVAL ....uittitieiietete st st sttt se ettt ab bt ese e s e e e et e st e abe bt bt e s e et et sbeeb e e bt ebeese et ebesbeabenbeaneas 91
TRANSFORMADA DE FOURIER ...ttt ettt sttt ettt bbbttt bbbt bt e e e b besbe st e beaneas 92
Propriedades da transformada de FOUTIEE...........cccoviiiieieicie e 96
TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNGOES ESPECIAIS ....c.ueitieiieiieiestestesiesieeeetesiesre st ssessesseesesnesnessesneaseas 99
EXEMPLOS DE APLICAGAD: ... e ttitesteatieteeites ettt st sbe sttt s ettt b bt bt e s e e e nb e e bt ekt e bt e b e e st et e b e b nbe b e nbe e 104
=IO =P W b= T T = o =T 1SS PS PSR 104
IMIOTUIAGED ...ttt bbbt b bbbt bbb bbbttt b et b et 106
TRANSFORMADAS DE LAPLACE ..ottt sttt saentesneeneas 110
(]3| N (oY I SR PRSP 111
PROPRIEDADES......cteittttitteteestesteseestesteaseaseeseeseesaestesseaseaseasseseesseteseeateaseaseessensestesbeabesseanseseensenseseestessennens 111
TRANSFORMADAS DE ALGUMAS FUNGOES TIPICAS ......ciiuiiitieitieiteeiesiiesieesieesteesteesteasesseesseesseesteeseessaessenns 113

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE .....eiiiitiiiiiiete s siiee e sttt e s sateaessstaeesssaaeesssseeessssseessnsnneessssessssssenssans 114



Matematica Aplicada 4

Nota Introdutoria

O texto de apoio apresentado nos capitulos subsequentes consiste ha compilacédo de
notas de aulas dos anos anteriores e numa renovacao da Sebenta de Matemética
Aplicada produzida pelos Professores Teresa Rodrigues e Gabriel Pires. Este texto,
além da reformulacao do aspecto gréfico, apresenta ainda alguns desenvolvimentos
de matérias que podem ser encontradas, em maior detalhe, na bibliografia indicada
no fim da sebenta.

Pretende-se assim, dotar os alunos de uma ferramenta de estudo que permita um
contacto inicial com o contetdo programatico da disciplina de Matematica Aplicada
sem necessidade de recolha de elementos parcelares. E obvio que o recurso a
bibliografia complementar € imperioso.

Dado ser esta a primeira versdo é natural a ocorréncia de gralhas e/ou imprecisoes.
Agradeco desde ja que a sua deteccdo me seja comunicada.

Rogério Pais Dionisio

Setembro de 2001

As correccdes detectadas ao longo destes anos, por alunos e colegas, foram
entretanto corrigidas. Agradeco a colaboracéo de todos.

Rogério Pais Dionisio

Outubro de 2006
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Defini¢do de numero complexo

Os numeros complexos surgiram inicialmente como forma de tornar sollveis equagdes
algébricas tais como:

x> +1=0
As duas solugdes desta equacdo do 2° grau séo:
X =—J—1; %X, =~/—1
Em R araiz quadrada de um nimero negativo ndo tem significado.
!\Io s_,er]ti_do de tornar resoluveis equacOes deste tipo, define-se um nova unidade
imaginaria:
j=v-1
Esta definicdo leva a introducdo de um novo conjunto de nimeros:
O conjunto dos nimeros complexos, C*
A partir dai, podemos afirmar que:
C = R U {ntimeros imaginario s puros}
Representacdo de nimeros complexos
A forma geral de um nimero complexo é:
Z=X+Jy X YyeR
em que:

X = Re(z) Parte real de z
y =1m(z) Parte imaginéria de z

Os numeros complexos podem ser interpretados como pares ordenados de nimeros reais,
e é usual representa-los num plano onde é definido um sistema de eixos cartesianos.
A cada valor z=x+ jy corresponde um ponto do plano. Esse plano designa-se Plano

Complexo.

! Nota histérica: Um dos criadores dos nimeros complexos foi Bombelli, no Século XVI. Chamava aos
numeros complexos “Quantidades Silvestres”.
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v

Re

Do gréfico anterior, depreende-se que um ndmero complexo pode representar-se em
coordenadas polares:

v

X = pCosé@
y = psinéd

,o=|z|=«/x2 +y®> —Mobdulo de z

atan (lj x>0
X

atan (ljwz, x<0
X

onde

0= — Argumento de z

Daqui resulta:

z=pcosd+ jpsind = p(cos@+ jsing) [1]

Formula de Euler

Partindo do desenvolvimento de ¢* em série infinita de poténcias (Série de Taylor):
2 3 4
I G
20 3 4
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e supondo que € valido quando x € imaginario puro, fica:

X=jt
. N2 3 - \4 .\5
eX —elt 214 jro UD” L GO° (GO° GO
2 33 4 5
2 3 t4 5
=ljt-o gty

Onde se verifica que:

Parte real —E o desenvolvimento em série de Taylor da fungao cos(t).
Parte imaginéria — E o desenvolvimento em série de Taylor da funcéo sen(t).

Daqui resulta:

el —cost+ jsint [2]

Formula de Euler

De[1] e [2] resulta:

z=pel?

Esta é a representacdo exponencial de um nimero complexo. E muito Gtil nas operagdes
de multiplicacdo, divisdo, potenciacéo e radiciacdo envolvendo nimeros complexos.

Operacdes com numeros complexos

n=x+jyi=pe'" g =X +y7 0= arctan(ﬁj

X

Zy=X+ y2 = p&%  py=yX5+y5 0, = arctan(ﬁJ

X2
a) Adicédo

2y + 23 = (X +X2) + (Y1 + Y2)
b) Subtracgéo

) =25 =(X3—Xp) + j(Y1—¥2)
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c) Multiplicacéo

j| arctan N +arctan
Xt X

. _ _ j
1 X1y = Plejel szejgz = Plpzej(61+92) = \/(Xl2 + Y1ZXX§ + ygk

o, J 0, 2 2 Yiy_ Y, j

i — L _ ej(el_ﬁz) Xl— +y1ej(amta”(*xl) arctan(fxz)
I - > >

22 f )2e 2 p2 X2 y2

Se z=x+ jy = pelt = p(cost + jsint),

d) Diviséo

e) Potenciacdo

Entéo
2" = p"e!™ = p"(cos(nt) + jsin(nt))

2 A Im
R ot
p YA
t | -
Re
Caso Particular:
Se z=j, calcular j"
=i P=iti=i
ji2=-1 i =42 =-1
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Conclui-se que j" = j", onde r é o resto da diviso inteira de n por 4.
f) Radiciacdo
Seja z=pel? e 7y = pel®

2=z, =>17"=1

"=1z,

=N

plel™ = pelt

=N

p" (cos(nd) + jsin(nd)) = p, (cos(8,) + jsin(4,))

{pn:pl p:Q/p_l

=
n0=0,+2kr,kez  |g=t2kn
n

Daqui se conclui que:

Raiz de ordem n = Fn solucdes

Exemplo:
Calcular as raizes de z =4%/—1 e representa-las no plano complexo
~1=1xe!” (modulo =1e angulo =)

.m+2kz

- j
7=%el” o 7=%1xe’ 4 k=0123

ji
k=0=1z=¢4

icsT i
k=1=>2z,=¢e 4 2 =¢ 4
4 .57
G+ i
k=2=12z3=¢ 4 =e 4
. 37w I
IC+) i
k=3=1z,=¢ 4 2 =¢ 4
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As quatro soluces estdo representadas no seguinte gréafico

Yz = "WzP (porqué?)
Algumas consideracdes sobre nimeros complexos
) Os nmeros complexos obedecem as leis fundamentas da algebra dos n.° reais.
i) Em C, ndo existe relagdo de ordem entre nimeros: dizer que “z; € maior que z,” é
uma afirmagdo desprovida de significado. As relagbes de ordem existem

unicamente quando aplicadas ao modulos ou fase dos nimeros complexos.

Conceito de namero complexo conjugado

Sendo
Z=X+Jy= pejg
O seu conjugado é:

Z=x-jy=pel?
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Graficamente,

Im
A
y Lo Z
0 >
X Re
B 7

Relacdes envolvendo conjugados

a) z+Z=(X+Jy)+(x—Jy)=2x=2Re(2)
b) z-Z=(x+]Jy)—-(X=Jy)=2jy=2jIm(z)
©) 2xZ=(x+ Jy)x(x—jy) =x* +y? =|2°| = p?
ou pej‘gxpe‘j‘g :p260 :pz =|22|

Dai resulta que

d) Zli22=21i22

8) 73xXZy=121%X1Zy

Demonstracéo:

j jo j (6,+6: —j(g,+6. —]j —-jé
21x25 = p1& % x pyel% = pyx py x eI A0 = py x py e NA0D) = eI pre7I% =

= ,Olejgl szejez = Zl X 22

]zg
2 Zy

)
VR
N|N

N

«
Nt
Nl
Il
N
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Relagbes envolvendo o médulo de nimeros complexos:

a)

1% 25| =[z x|z

Sugestdo: Prove esta relagdo utilizando a representacdo polar (exponencial) do
namero complexo.

b) Desigualdade do triangulo
|20 + 25| <|zg| +| 23]

Pode ser demonstrado graficamente:

Im
A

yitye
Y2

o :. Zl+ ZZ

|21+ 25| 2 |z1] - |2,
Demonstracéo:

Considerando inicialmente que |z, > |z,|,

|Zl| :|(Zl + 22) +(—22)| < |Zl + 22|+|— 22| :|Zl + 22|+|22|
<

23| —|25| <2y + 2,

Para |z| <|z,/, chega-se & concluso que:
25| —|z1] < |21+ 25|

Daqui se pode concluir que:

‘|zl|—|22”£|21+22|
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14

Conjuntos definidos por condic¢des envolvendo nimeros complexos

z=a+ jb:peje
z =a+ o = pel®

2, =a,+ jby = pel?

|Zl - Z2| = |a1 —a, + j(bl _bzl = \/(al _a2)2 +(bl _b2)2
SN
Distancia entre o pontoP,(a,,b, )e 0 pontoP,(a, ,b,)

lz—z|=r r=constante
=N

\/(a_a1)2 +(b_b1)2 =T
=

(a—a,) +(b—b) =r?

Equacdo de 1 circunferéncia com centro em (ay, by) e raio r

|z-z4| > 1

|z—z|>r Pontosexteriores & circunferéncia

|z—z|=r Pontosda circunferéncia

|z—z|<r Pontosinteriores a circunferéncia
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lz-2|=|z-12,|

o
(a-a) +(b-b) =(a-a,) +(b-b,)
o
2(a, —a,)a+2(b, —b, Jo=aZ —a? +b? —b;
o

|2-24| > [z-23|
|2-24| < [z-23|

/ R

iii.
Re(z—z)=r

a—a]_:r

a:r+al

» Re(z-zy)=r

Re(z-z;) <r
G Re(z-z) >r

[
>

r+a; Re

Recta vertical que passa no ponto (r +ay,0)

(I 4
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v,
Im(z—z,)=r
=N
b-b =r
&
b=r+b
Im A
Im(z-zy) >r v Imzz)=r
r+b,;
Im(z-z,) <r
Re
Recta horizontal que passa no ponto (0,r+h,)
V.

Arg(z—2,)=8, 6 constante

|m A

Z;

[
>

Re
Semi-recta com origem em z; e que forma um angulo 6 com o semieixo positivo real.

Funcdes de varidvel complexa
Definicao

Consideremos dois conjuntos de nimeros complexos:
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Dominio Contra Dominio

AeC BeC

Funcdo de variavel complexa define-se como sendo toda e qualquer aplicacdo que faca
corresponder a um ponto z € A, um e um s6 ponto f(z), de B:

= A funcéo é univoca

No entanto, existem situacdes em que uma funcdo pode assumir mais do que um valor,
para um determinado ponto do seu dominio.

Exemplo:

f(z)zz%

27 n-2- 2 solucdes
Toma dois valores distintos paratodooz =0

= Podemos redefinir a funcéo, de forma a criar umasituagéo de unicidade

.0
fi(2) =iz’ 2

j9+2ﬂ
fo(2) = \/ﬂe 2

f;(z) e f,(z) séo univocas.

f(z) =

A partir deste momento, sempre que for mencionada uma func&o, parte-se do principio de
que ela é univoca.

Representacéao cartesiana
Dadoz=x+jy,sejaf(z) =u+jv

A cada par ordenado (x,y) de n° reais, é possivel associar um outro par ordenado de
numeros reais (u,v), tal que:
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u=u(x,y)

v=V(X,Y)
Definir uma S Definir um sistema de 2 fungdes reais
funcdo complexa dependentes das variaveis reais x, y

Exemplo:

f(z)=z2 com z=Xx+Jy

f(2)=2° = (x+ Jy)? =x* —y? + 2y =u(x,y) + jv(x.Y)
onde

{U(x, y)=x2-y?

v(X,y) =2xy

Representacao polar

E uma forma alternativa de representar uma fung&o complexa.

Se z=x+]y
fz)=u(x y)+jv(X, y)=u+jv

= p(x y)el?0Y) = pel?
onde

P y)= U’ (x y)+ V(% y)

o(x,y)= arctan(Mj
u(x,y)

Exemplo:

F(2)=2% = (x+ jy P :(x2 _yz) (2xy) = (x 2 )ejarctan[x v ]
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Limite de uma funcéo de variavel complexa

Conceito de vizinhanca

Vizinhanca de raio ¢ e centrada em z, define-se como sendo o conjunto de todos os
pontos do plano complexo situados a uma distancia de zo inferior a &.

V(Z()v 8)

V(zy,6)={z: |2-2,|<&, &>0}

Este conceito leva-nos a defini¢do de limite de uma funcéo:

Im A V A

v

[
»

0 Re 0

Qualquer que seja o valor de € > 0, existe sempre um valor 9, tal que todos 0s pontos
contidos na vizinhanca de z, e raio 6 tenham imagem contida na vizinhanca de centro L e
raio €.

Analiticamente,

lim f(z)=L = Ve>0 35:z-20|<5=|f(z)-L<e

17y

Esta afirmacdo significa que o valor de f(z) pode ser feito tdo proximo de L quanto se
queira, mediante a escolha de um valor de z suficientemente proximo de zo, mas diferente
de zo.
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Propriedades

a) Se existe limite de uma funcéo, este € Unico.

b) lim[f(z)+g(z)]= lim f(z)* lim g(z)

=7y =1y Z—1y

¢) lim[f(z)xg(z)]= lim f(z)x lim g(z)

-7 -7 =7

(@) Jm f(z)
d) lim =25 desde que lim g(z)=0

22, g(z)  lim g(z) 212
L—>1Zy

Exemplo

3742734872 -22+5
Calcular lim -

-] Z—]

3+2j-8-2j+5 _0

Substituindo z por j, fica
0 0

E uma indeterminacio do tipo % = E necessario verificar se o numerador como o
denominador podem ser divididos por z— j, utilizando a Regra de Ruffini.
3 -2 8 -2 5

3j -2j+3 2+5j -5
)3 -2+3) -2j+5 5j [0

324 -273+82% -22+5=(z- j)(:%z3 +(-2+3j)z% +(-2] +5)z+5j)

Iim_(3z3 +(-2+3j)z2% +(-2j+5)z +5j):—3j +(=2+3j)-1)+(-2j+5)j+5j=
>

=4+4]

Se afuncdo f(x,y)pode ser escrita na forma
f(xy)=ulx,y)+ jv(x,y)
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entdo

lim f(z)=uy+ jvy sse
27, (2)=to + 1o lim  v(x,y)=V,

Continuidade de uma funcéo de variavel complexa
Seja f(z) definida num dominio Dy.
Se 3 lim f(z) A lim f(z)=f(zp)

Z—)ZO Z—)ZO

=
f (z) é continuaem z

ou de outra forma:
A funcéo f(z) diz-se continua num ponto zy € Dy sse
Ve>0,35:|z-20| <5 =|f(2) - f(z9)|<e

Exemplo:

Seja

Cujo dominio é:

o

D; ={z:Re(z) > Im(2)}



Matematica Aplicada 22

A série € uma progressdo geométrica, com razao

1
1+z

2

Revisdes

Seja l1+a+a?+ad+... uma série geométrica com razdor =a. A série converge se

la| <1, e a soma da série é

_ W _ 1
nTlrT1-a
Neste exemplo,
1
r= = <1
|| |1+22| ‘1+22‘

Esta relacdo € de facto verdade, se atender ao dominio da funcéo, e pode ser facilmente
demonstrado se z for substituido por X + jy .

Nestas condi¢des, a série converge, e a soma é:

Ao investigar a continuidade de s(z) em z=0, verifica-se que:

li = limll+z%)=1+0=1
zinos(z) zino(—}_z) +0

s(0)=0

A funcéo s(z), embora sendo definida e limitada em z=0, ndo é continua nesse ponto,
porque
lim s(z)=0

z—0

Se a funcdo de varidvel complexa puder ser apresentada na forma cartesiana,
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f(x y)=u(x y)+ jv(x,y)
entdo

A funcéo f(x,y) é continua
=
3 um conjunto de 2 funcdes reais
continuas nas variaveis x, y

Nota 1: As fun¢des polinomiais sdo continuas em todo o plano complexo.

Nota 2: As fun¢des racionais sdo continuas em todos os pontos do seu dominio.
Propriedades das fung@es continuas

Se f e g sdo continuas no ponto zy, as fungbes seguintes também o s&o:

f+g

f-g

f.g
k.f, k = constante

flg, com g(z) =0
Se f é continua em z, e g € continua em f(zy), a fungcdo composta g ef também o é.

Diferenciacao de uma funcao complexa

A classe de funcdes complexas com maior interesse pratico é aquela na qual é possivel
aplicar o processo de diferenciacéao.

Definicéo:

Uma funcdo de variavel complexa, f(z), definida num dominio Df, diz-se diferenciavel
num ponto z, €Df, sse existir e for Unico o limite

lim f(Z)— f(ZO)

AT Z—1y
Se o valor desse limite for Unico, chama-se derivada de f(z) em z.
Notal: O limite anterior pressupde que z—z, atraves duma sucessdo de pontos e Df.
Nota 2: Se o limite anterior existe = E Unico.

Nota 3: Diferenciabilidade = Continuidade
Continuidade => Diferenciabilidade
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Exemplo:

Seja f(z)= |z|2. Verifique se € limitada, utilizando a definicéo de limite.

2.7 — 297 + 29 — 252

4" —leo” _ 27247,
A 7%l _ i 22 %0%0 _

lim lim
o179 L—1g -1 -1 71 Z—1g
. UZ—-12p)+Z9\Z -2 . . I-1Z
= lim (2-20)+25(2-20) _ lim Z+ 2z, lim 0
YA dX) Z_ZO 17 YA dX) Z_ZO
Se z-zo=pell
12—z 2j6
lim Zy + Zpe

-7y L—1

Daqui se conclui que a fungdo tem limite. No entanto, esse limite ndo é unico (depende
de &) e depende da forma como z tende para zo.
= A funcdo f(z) ndo é diferenciavel em nenhum ponto do seu dominio, com excepcao da
origem, onde
2
L )
lim
1>y L—1

2
z

| | =0, Vpercursopeloqual z— z
Regras de diferenciagédo

Se f(2), g(2) e h(z) sdo diferenciaveis:

Exemplo: Calcular a derivada de f(z).

f(z)= (222 + j)5
Facamos f(z) = [u(z)]’, em que u(z)=2z+j.

7@ = 5uz)*u’(z) = 5(22°+j)* 42=202(22°+j)"
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Funcdes analiticas

Se uma funcéo é univoca e diferenciavel
=
E uma funcdo analitica (holomorfa ou regular)

Se existe um ponto zo do dominio onde que f(z) ndo € analitica, chama-se a zo uma
singularidade de f(z).

Se f(z) é analitica em todo o plano complexo, designa-se funcéo inteira.

Condicoes de analiticidade

Univocidade (fécil de provar)

Analiticidade = 1 . N -
Diferenciabilidade (nem semprefacil de provar!)

Como a diferenciabilidade nem sempre é facil de provar, vamos procurar um conjunto de
condi¢Bes que permitam, de forma sistematica, a verificacdo da diferenciabilidade de
uma funcdo complexa.

Seja f(x,y)=u(x,y)+ jv(x,y) uma fungéo univoca no dominio Df.
Para que a funcdo seja diferenciavel,

im f(2)-f(zo) _ lim f(zo +Az)- f(zg)
17y Z1-1 Az—0 Az
O limite anterior deve ser Unico, qualquer que seja a forma como z — z,,, z, € Df.

Substituindo Az =z -z, = Ax+ jAy na equagao, o limite fica

, Az=17-14

i Y00 + A% yo + Ay)—u(Xg, Yo) + J(v(¥o + AX, Yo + Ay) —V(X, o)

AYy—0 AX+ jAY
AX—0

i) Considerar o caso particular em que Az =Ax+ jO. O limite fica:

lim f(ZO +AZ)_ f(ZO) — lim u(XO + AX, yO)_u(XO' y0)+ J lim V(XO + AX, yO)_V(XO’ yO)
Az—0 Az AX—0 AX AX—0 AX

ou .ov
OX OX
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ii) Considerar o caso particular em que Az =0+ jAy. O limite fica:

lim f(zo +AZ)—f(Zo): lim u(xo, Yo +A_y)—U(XO7YO)+J— lim v(Xo, Yo +A_y)—v(xo,y0)

Az—0 Az Ay—0 JAY Ay—0 JAY
l1ou jov .0u oV
=—-— —+ - +
Joy 1oy o oy
como a derivada de f(z) num qualquer ponto z, € Df deve ser unico, conclui-se que os

limites devem ser iguais:

ou _ OV CONDICOES NECESSARIAS PARA UMA FUNCAO SER ANALITICA,

ox oy ou
@ ~ _a_u CONDICOES DE CAUCHY RIENMANN
OX oy

Além disso, se as derivadas parciais

auauav@

oy ax oy

forem continuas em Df, estamos perante CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES PARA
UMA FUNCAO SER ANALITICA.

Nestas condigdes, f'(z) pode ser calculada das seguintes formas:

ou .ov ou .ou
fllz)=—+ j— fllz)=——-j—
(Z) 8x+J8x (Z) OX Jay
ov .ou ov .oV
f'(z)=—-]— fl(z)=—+]—
() oy oy () oy OX

Exemplo:

f(2)=2" = (x+Jy)* = (x* —y*) + (2xy)

Temos assim:
ou ov
— =2X=—
u(x,y)=x>-y? . OX oy
v(X,y) =2xy @zzy:_au
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Além disso, 8_u 8_u ol e ol séo fungdes continuas = f(z) é analitica, e a sua derivada é
ox' oy ox oy
fy Nota: Desde que as fungoes
(2)= 5 +l ox Complexas sejam analiticas,

as regras de derivacdo dos

=2x+J(2y) n.° reais podem ser utilizadas.

=2z
Além deste, existe outro processo para a verificacdo da analiticidade de uma funcéo
complexa:
Teorema:

“Se uma func¢do f(z) for analitica, a sua derivada em ordem a 7 é sempre zero.”
df (z e
% =0, se f(z) é analitica
z

Demonstracéo:
Seja f(z)=u+jv

Partindo das equacdes de Cauchy-Rienmann,

u_v. N__
ox oy ox oy

Pode-se escrever,

1au 8v+18v+i6_u_
20x 20y 20x 20y

léu jou lov Jav

2x 20y 20y 20x

=

lou jou [1ov 1 ov
St o |=0 [3]
20x 28y |20x 2jéy

Tendo em conta que
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1 _ ox 1
X==(24+2)=>—== [4
2( ) 0z 2 [4]

y=r-n=>Y=l-

5
2] oz 2] 5]

N |\_.

substituindo [4] e [5] em [3], fica

an on jan aa),

0L OX 0Z oy 0L OX 0L oy

&

dz dz

&

dlu+ jv]
dz

0

0

df (2) _
dz

0

A derivada de f(z) em ordem a z é sempre zero, se f(z) for analitica:
= f(z) é independente de Z quando ¢ analitica.
= A presencga de Z no argumento da funcdo € sinénimo de ndo analiticidade

Exemplo:
Funcdes que ndo sdo analiticas:

df () _

z
Z+7Z N df(z)=1

f(z)=Re(2)=x=—— —#0
(2) (2) 2 dz 2

#0

f(2) :|z|2 =77

f)=Z=x-jy = dfd(_z):l;to
Z

Por outrolado, como f(z) =u+ jv, utilizando as condi¢es de Cauchy Rienmann.,

Z—u:l;«t@:—l
u=x X

= = %
{v:—y a_u_()__@
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A 12 condicdo de Cauchy-Rienmann néo se verifica, pelo que a fun¢do f(z)=2z ndo é
analitica, como jé tinha sido verificado.

f(z) =sin(x+ j3y)

Vamos inspeccionar a presenca do termo Z no argumento da fungdo. Tendo em conta
que

pode-se rescrever

sin(x+ j3y) :sin[zzz +j3 Zz__fj :sin(WJ =sin(2z+7)

A funcdo sin(x + j3y) ndo é analitica.

Funcdes harmonicas

Se f(x,y)=u(x,y)+ jv(x,y), e supondo que f(x,y) ¢ analitica no dominio Dy, entdo as
fungdes u(x,y) e v(x,y) sio harmadnicas se

o%u 0%
—2 +—2 = 0
OX oy

2 2
8_;/ 8_\2’ -0
ox° oy

Diz-se que v é a funcdo harmdnica conjugada de u . N&o se deve confundir conjugada de
uma fungéo com fungéo conjugada!

Construcao de uma fungéo analitica a partir da parte real ou imaginaria
Exemplo:

Sabendo que f(z) é analitica e que u(x,y) = ex(xcos y —ysin y) e f(0)=1, calcule

f(2).
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f(z)=u(x,y)+ jv(x, y)e, utilizando as equacdes de Cauchy - Rienmann,

2—?( =e*(xcosy—ysiny)+e*cosy < % =e*(xcosy —ysiny+cosy)
= v(x,y)=e*(xsiny + ycos y)+ C(x)

y__u e*(xsiny + ycosy)+e*siny+C'(x)= —(ex(— xsin 'y —(ycos y +sin y)))

o oy

SN

C'(x)=0=C(x)=k, k =constante

Entéo

v(x,y)=e*(xsiny+ycos y)+k
f(x,y)=e*(xcosy—ysiny)+ je*(xsiny+ycosy)+k

Se f(0)=1< f(00)=1=k=1
f(x,y)=e*(xcosy—ysiny)+ je*(xsiny+ycosy)+1

FuncgOes elementares de variavel complexa

Neste capitulo serdo estudadas algumas funcGes muito utilizadas da analise complexa, e,
devido a sua importancia, em problemas de engenharia.

Funcado exponencial complexa e*
Serve de base para a definicdo de muitas outras funcGes de variavel complexa.
Definicéo:

Sendo z=x+ jy,
e =Xt 1Y) —eXelY —eX(cos y + jsin y)

Se x=0=e?=e =cosy+jsiny (Férmulade Euler)
Propriedades

) f(x,y)=u(x,y)+ jv(x,y) e e* = f(x,y), entdo
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u(x,y) =e*cosy

v(x,y)=e*siny

Analisando as derivadas parciais da funcao, vemos que

ou X Ny ou ov
—=e"c0Sy —=e"coOsy = —=—
oy ox oy
X - ou X - ov ou
—=e"siny —=-e"siny > —=-——
OX oy OX oy

Além disso, todas as derivadas parciais sdo continuas.
Seré que as fungdes u(x,y) e v(x,y) sdo harmdnicas? Verifique.

Como a fungdo e* também é univoca, pode-se concluir que é uma funcéo analitica.
Sendo o dominio de analiticidade todo o conjunto de pontos pertencentes ao plano

complexo, diz-se que f(z)=e* é uma funcdo inteira, e

df (2)
dz

=f'(z) =(e*)'=¢’

Nesta situacdo é possivel utilizar as regras de derivacdo para nimeros reais.
ii) e* é uma funcdo periddica, com periodo 2.

X :ez+127z :ez+12k7r’ keZ

um incremento de j2z em z produz em y um incremento de 2, isso significa que os
valores de cosy e sin y mantém-se inalterados.

eZ

T N R
LN

Yo

»
»

Re Re

Todos os valores que e’ pode tomar sdo imagens de pontos contidos numa faixa
horizontal de comprimento infinito e altura 2.
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iif)Modulo e argumento de e*

Z| _ —

e

ex+1y‘

e*(cosy + jsin yj =

_ \/(e")z(cos2 y +sin? y): \/(eX)Z _ o

X =

arg(eZ )z arctan[ €

Funcdes trigonométricas (sin x e cos x) e hiperbdlicas (sinh(x) e cosh(x))

Partindo da Formula de Euler,

et = cos(t) + jsint

sin sin
iny|_ arctan(u
e” cosy cosy

j =arctan(tany) =y

+e It = cos(-t) + jsin(-t) = cos(t) — jsin(t)

elt e It = cost+ jsint+cost— jsint

= 2cost

Daqui se conclui que,

Por outro lado, subtraindo as duas equacdes fica,

et = cos(t) + jsint

— e It = cos(~t) + jsin(~t) = cos(t) — jsin(t)

elt

=2jsint

Daqui se conclui que,

sint =

jt

elt _

—e It = cost + jsint—cost+ jsint

e cosy+ je*sin y‘ = \/(ex oS y)2 + (ex sin y)2
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A partir das definigdes complexas de cos xe sinx, sdo definidas mais duas
funcoes:

t -t t -t
e +e . g —e
sinht =

cosht =

Das definicdes de co-seno, co-seno hiperbdlico, seno e seno hiperbdlico,
deduzem-se estas relacdes:

i) cos?z+sin?z=1

i)  cos(z +2,)=cosz cosZ, Fsinz;sinz,
iii) sin(z; +2,)=sinz; cos z, +cos ; sin z,
iv)  cos(x+ jy)=cosxcos jy —sin xsin jy

mas cos jy = > =coshy

e sin jy = _ = — =——————=jsinhy
2] 2] ] 2

e fica

cos(x + jy)=cosxcoshy — jsinxsinhy
sin(x+ jy)=sinxcoshy + jcos xsinh y

Também sdo possiveis estas equacoes:
cosh(z) = cosh(x + jy) = coshxcos y + jsinh xsin y
sinh(z) = sinh(x + jy)=sinh xcos y + jcosh xsin y
Funcdo logaritmica In(x)
Definigéo
w=Inz sse eV =z
Sez=pel? e w=u+jv,

Inz=In(pe!?)=Inp+Inel? =Inp+jo=w
u V

Se z=x+Jy,
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Inz=|np+ j@:ln,/xz +y2 + jarctan(lj:
X

1 (2 2\ . YJ
=_Inlx° + + jarctan| = |=w
“infx + y?)+ [X

\_q/_—J \_w__J
u v

A funcdo logaritmica, tal como a definimos, ndo € uma funcéo univoca.

Como a funcdo exponencial é periddica,

2= pel? = pel02%)  |n7 —Inp+ j(O+2kn) ke Z

e fe [—7z,7z], porque a funcédo logaritmica é descontinua no semieixo real positivo.

Escolhendo um determinado valor k, é designado um ramo da funcdo logaritmica.
Para cada ramo, a funcédo logaritmica € univoca.

Se k =0 = Define o ramo principal e Ln(z) é o valor principal.
A relacdo entre o valor principal e outros valores é:

Inz=Ln(z)+ j2+ j2kz, k=0+1+2+3,...

Dominio
D; =C\{Rg |
Derivada
1. (2, .2 y
= d| arctan| =
d(Inz) rou LoV a(zln(x Y )j . ( (xn
=(nz) =—+j—= + -

dz OX OX OX OX
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1 2x . oX X .xz(—yx_z) X .-y
=52 21 I R L R S R S SAAE B R M
2x°+y 1 (Y X“+y X“+y X< +y X“+y

+ =

X

_x-y _z 1
x2+y2 7.7 1Z
Entdo (In z)' :1. Esta derivada s6 € valida para os pontos pertencentes ao dominio

z
da funcéo.

Potenciacéo, z©

Definigéo

De C for um numero, complexo ou ndo, e z for um ndmero complexo, define-se a
poténcia de z de expoente C como

ZC :eCInz

Como a fungdo Inz é plurivoca = z© é também uma funcéo plurivoca

Valor principal:

ZC _ eCLn(z)

Outros valores:

,C _ eC(Inp+j(t9+2k7r)) _ eC(Ln(z)+j2k7r) K=0+1+2, ...

onde r :|Z|
0 =arctan(z)
Exemplo:

J(;’WJ}

i) jing jln{e jz(%zmj —[%+2kﬂ)
jl=e™"/=elM ¢ =e =e , k=0,21%2,...
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T

—[§+0J -
Valor principal (k=0): e \? /=g 2
Integracdo complexa

Defini¢éo de integral de linha

Seja f(z) uma funcdo complexa continua, analitica ou néo.
f(z) =u(z)+ jv(z)
f(xy)=u(xy)+ jv(xy)

Seja C uma curva que une os pontos A e B.

A Im
Zn-l

»
>

Re

Subdividindo a curva C em arcos mais pequenos, pelos pontos z, , (k =12,...,n
séo definidos segmentos de recta, designados por cordas, cujo nome € Az, .

Azk :|Zk - Zk—1|
A cada corda esté associado um arco, que sera designado por As, .

Em cada arco Asy, escolhendo um ponto, w,,

Wi = Xy + JY

pode-se definir o seguinte somatorio:

n
f(wp)Azy + f(Wy )AZy +...+ F(wy)Az, =D F(wy )Az,
k=1

_1)’
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A medida que n — oo, existem mais parcelas e Az, — 0.

No limite, o somatorio sera:

lim i f (W JAz, :Ic f(z)dz

I‘l—)ook:1

O limite do somatorio, quando n tende para infinito, se existir, é igual ao integral da
fungdo f(z) ao longo da linha C.

No caso especial dos pontos A e B coincidirem, o caminho de integracdo forma uma
linha fechada, e o integral é usualmente escrito desta forma:

ffc f(z)dz

Representacédo
Sendo f(x,y)=u(x,y)+ jv(x,y) e z=x+jy,
Ic f(z)dz = Ic (u+ jv)dx+ jdy)= Ic (udx + judy + jvdx —vdy) = Ic (udx —vdy) + j Ic (udy + vax)

Quando é possivel representar o caminho de integracdo por uma equacdo
paramétrica, em que

2(t)=x(t)+ jy(t) teR
A integragdo pode ser realizada directamente através da variavel t.

Quando z = z(t)= % =7'(t) < dz = 2/(t)dt

f(z)dz = lj., fz(t)]z'(t)dt

A/

Ic f(z)dz =

W — >

Em que A" e B’ correspondem ao valor que t toma quando z=A e z=B,
respectivamente.

S 1

Exemplo:  Calcular o seguinte integral: f—dz
z
2=
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O caminho de integracao é dado pela equacao: |z| =1
E uma circunferéncia de raio unitario, centrada na origem.

A

N
NP

z=pel?

Quando [z|=1= p=1A0€[0,27]

dz - _jo . i
— = < dz = jee!?do
40 o e
2z 2z
§ Laz= | = jel?do=j[do= jox
z el?
lzI=1 0 0
Propriedades
)] Ja vimos que :

|2, +2,| <|z,|+|z,]
Esta relagcdo pode ser generalizada para n valores :

|20+ 25 + 23 +...+ 2| <|zg| + 22| + |23]+ ... |71

fe—

n
<z
k=1

n
D%
k=1

Como 2z, é um ndmero complexo, e f(w, )Az, é também um nimero complexo,
teremos no limite :
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i)

lim Zn: f (W )AZ, | < lim Zn:|f(wk)Azk|

n—©L N=>%9K=1

<~

J' f(z)dz| < j| f (z)dz|

Por vezes, é necessario determinar qual o valor maximo que o médulo do
integral pode assumir.
Partindo da relacdo anterior, o integral da direita também pode ser escrito
como:

I(\/uz +v2\/x2 +y2)

C

se f(z)=1=|f(z)=1¢
Iw/x2+y2 =I|dz|=L

L — Comprimento da curva C.

Como foi suposto que f (z) é uma funcéo continua no caminho de integracéo,
incluindo os pontos A e B, e se f(z) é uma fungo dependente de z = Existe
um majorante do médulo de f(z), M, tal que :

[f(z)<M, vzeC
entdo

I f(z)dz

< [M|dz| = M [|dz| = ML
C C

M — Majorante do mddulo da funcéo
L — Comprimento do caminho de integracao
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B A
iii) jf(z)dz :—If(z)dz
A B

B B
iv)  [kf(2)dz =k [ f(2)dz
A A

<
~
>—w

B B
[f(2) +9(z)]dz = j f (2)dz ijg(z)dz
A A

vi)  Se D for um ponto pertencente ao caminho [A, B], entdo

B D B
[f(@)dz=[f(@)dz+ | f(2)dz
A A D
Exemplo: Calcular jfdz :
|zl=1
|z|=1 representa uma circunferéncia de raio unitario (o=1) centrada na origem.

—10 ¢ 3_2: jel? o dz=jel?do,

Realizando a mudanca de variavel de z para 6, o célculo do integral fica:

Como z=pel? =el? = 7=¢

[2dz = Te‘jgjejgdez jzfdez j2r
|z]=1 0 0

Se, por outro lado, o problema fosse reformulado para calcular J'zdz, utilizando o
lzl=1
procedimento anterior, teriamos:

2r 2r
dz= [e%jei?do = j [el?do =i f" — 0
oo

E de realcar o facto de no primeiro caso a funcdo a integrar ndo ser analitica,
(f(2)=12), ao contrario do segundo caso ( f(z) =2).

Este Exemplo serve de introdugéo ao seguinte teorema:
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Teorema de Cauchy-Goursat:

Se uma funcdo f(z) é analitica em todos os pontos interiores e no caminho de
integracéo fechado C, entéo

§ f(2)dz=0
C
Demonstragéo:

Ja foi visto que, sendo a funcdo f(z) =u(x,y)+ jv(x,y)

§ f(2)dz = § (udx — vdy) + j§ (vdx+udy)
C C C

Segundo o Teorema de Green, existem 2 funcdes, P(x) e Q(x), assim como as

derivadas Z—P e 68_Q continuas em todos os pontos interiores e no caminho C, entdo
y X
.[de+Qdy = ﬂ R _k dxdy
c R oX oy

(A demonstracdo deste teorema ndo é aqui apresentada, mas pode ser vista na pg.
1047 do livro “Advanced Engineering Mathematics”, C. Wylie e L. Barrett).

Partindo deste pressuposto, podemos escrever o integral da seguinte forma, sabendo
que f(z) € uma funcdo analitica:

ov ou ([ ou  ov
f(z)dz=||| —— —— |dxdy + — —— |dxd
from-f-5-F o g 55
Onde C ¢é o caminho de integracdo fechado, e R a regido delimitada pelo caminho C.

Para a funcdo f ser analitica, esta deve satisfazer as eq. De Cauchy-Rienmann,

ou _ov
ox oy
v __ou
ox oy

Substituindo as derivadas parciais no integral, fica
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[t =ﬂ(%—%u}dxdy+ jﬂ(%—%)dxdy:mr 0=0
c R

R

Até agora, os exemplos de integracdo complexa tém recaido sobre conjuntos
simplesmente conexos. Vamos alargar o estudo da integracdo a conjuntos
multiplamente conexos.

Graficamente, os diferentes conjuntos podem ser representados da seguinte forma:

A Im
Conjunto simplesmente conexo, R
Porque tem uma so fronteira. g / Re

Conjunto duplamente conexo,
Porque tem duas fronteiras.

Conjunto triplamente conexo.
B é a fronteira da regido <.

Um dominio multiplamente conexo pode ser transformado num outro simplesmente
conexo, mediante a insercdo de duplos segmentos, como ilustra o seguinte esquema:
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Cy

\

Obtém-se assim um Unico caminho fechado, que é constituido pelos segmentos L,
L,, e as fronteiras Cy, C, € Cas.

Para que o Teorema de Cauchy-Goursat seja valido, a orientacdo de todos 0s
caminhos deve ser positiva (0s pontos da regido ® devem ficar a esquerda, quando se
caminha sobre a linha de fronteira). Nessas condicdes,

jB f(2)dz =0

A insercdo de segmentos de linha para tornar o conjunto simplesmente conexo nédo
afectam o célculo do integral, ja que os integrais de sentido oposto ao longo de cada
segmento anulam-se mutuamente.

Exemplo:

z :
Calcular IBT(dZ—g), sendo B como mostra a figura
z°\z° +

Alm
2j
0 2 Re
B
1 ) « . :
f(z)— 5 ¢ uma funcdo analitica, excepto em z = 0 e z = +3j. As 3

72|22 +9

singularidades ficam fora da area delimitada por B, e f(z) é analitica na regido
delimitada por B.
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Pode-se transformar o dominio multiplamente conexo num dominio simplesmente
conexo, com a utilizagdo de um segmento L,, para unir as duas fronteiras de B.

4
2j

2R,
3

Segundo o Teorema de Cauchy-Goursat,

dz

Daquilo que foi dito anteriormente, sabe-se que

j f(z)dz=0
C
desde que f(z) seja analitica nos pontos interiores e em C.

Se a fronteira B for como mostra a figura,

Im A

e f(z) for analitica na regido R e sobre a fronteira B, o integral fica:

jBf(z)dZZjC f(z)o|z+jC f(z)o|z+jL f(z)o|z+jL f(2)dz =0
=
jclf(z)du jCz f(2)dz=0
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Se o sentido de integracéo sobre a fronteira C, for invertido,

9,

Im A

Cy

v

Re

Jcl f(z)dz - jcz f(z)dz =0
Ou seja,

Icl f(2)dz = jC f(2)dz

Os integrais tém o mesmo valor. Isto quer dizer que é possivel deformar e reduzir a
curva C,, até chegar a curva C,, sem que a fronteira passe por um ou mais pontos
onde f(z) ndo € analitica (singularidades).

De notar que podem existir singularidades no seio de C,, e por isso 0s integrais
podem ndo ser nulos, mas ndo invalida a relagdo anterior.

Formula do Integral de Cauchy

Teorema: Se f(z) for uma funcdo analitica no interior e sobre uma fronteira C
simplesmente conexa, com orientacdo positiva, e se zo for qualquer ponto no interior
de C, entdo o valor de f no ponto z, é dado pela formula

1 f(2)
f(z))=—| —%dz
(20) 27 °C z2—124

Demonstragéo:

Seja C uma fronteira orientada positivamente, com dominio R.
Seja Cp uma fronteira circular , com centro em z, € raio p, totalmente contida em R.
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~ ) - ~ f(z2) | -,
Supde-se que f(z) é analitica sobre C e em R. entéo 1@ é analitica em R, excepto
-1,
para z=z,. Em particular, é analitica em todos os pontos de R’, limitado por C e por
Co.

Pelo Teorema de Cauchy-Goursat,

f(z) . f2) . ¢ fz)+[f@)-T(z)] . dz f(z)— f(z)
-[Cz—zodZ_ICoz—zodz_jCo i Z-1, i dz_f(ZO)-[Coz—zoJero z—zoOdz

Se z—75 = pel?, entio

f 27 il f(2)-f(z0) . . f(2)— f(z0)
Iﬂdz:f(zo)g%d9+jco—odz:JZ;zf(zo)+J'CO—Z 0/ g4z

Cz-1z, -1 -2y

f(z) - f(2)

z-1,

O teorema fica provado se Ic dz for zero.
0

Sabemos que

J- f(2) - f(zo)OIZ SI f(z)- f(20)||dz|,
Co z-1 Co |z-1zo

Em Co, [2—20|=p.

Como f(z ) é analitica = f(z) € continua,

Ve, 36 |z-29|= p<5=|f(2)- f(z9)|<e

Isto €, por mais pequeno que seja &, existe sempre um raio p que satisfaz a relacéo
|f(z)— f(zo)|<g.



Matematica Aplicada 47

Entéo,

[ Q-1
Co

& & &
< Ico ;|dz| - '[Co dz| = P2 = 2

z-1g
=
[ Q-re) gy,
Co z-72 B

A analise deste resultado é a seguinte: O integral é independente de & mas ndo pode

ultrapassar 2z¢, que pode ser feito tdo pequeno quanto se queira. Isto implica que o
modulo do integral é zero, e o proprio integral é também zero.

Entdo,
f(2) .
——dz=1(zy)2
.[c 2, (20)274
=
L 8 g p(gp)
27 °C 7-12,
Formula do Integral de Cauchy
Exemplo:
2
Calcular Icwdz , em que C e dado por: |z + j|=1.

Z+ ]

v

Re

A funcdo f(z)=3z*+7z+1 é um polindmio de 22 ordem, e por isso é uma fungio
analitica todos os pontos do plano complexo C.
O ponto z, =-j faz parte do interior de C.
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f(zg)= f(-j) =-3+7j+1=7]j-2

Entdo, aplicando a férmula do Integral de Cauchy,

I 322 +7z2+1
C

.y dz=f(zq)j2n =(7j—2)j2n =—4nj 14z =22(-2j—7)

Derivadas de funges analiticas

Também podemos relacionar o valor da derivada da funcéao f, num determinado valor
Zo, em funcdo do integral dessa funcéo, ao longo de um percurso C.

Supondo que f(z) € analitica em todos os pontos interiores e no caminho fechado C, a
férmula para a derivada f”(zo) pode ser obtida derivando o integral de Cauchy em
ordem a zo:

f’(zo)zziﬂj C[%] dz :ziﬂjjc f(z)((z—zo)—l)’dz zziﬂjjc f(z)(—(z_zo)—z(_l))dz _

1 (@
271 C(Z—Zo)2

£(z9) = % L1 @le-20)?) dz- % [ f@l-2z-20) (-2
2 ¢ 1)

i 27 °C (2 -2, )’

) i @)
fl )(Zo>=2—,zjfcmdz

Formula geral de Cauchy para a derivada de uma funcéo f(z)

Se f(z) € uma funcdo analitica, tem derivadas de qualquer ordem (até n), que séo
também analiticas.

Exemplo:

eZ

Calcular j ———dz, em que o contorno C é definido por: | z—-1|=3.
C(z+1)
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z,=1
n=1
f(z) = e* — funcdo analitica em todo o dominio complexo.

A

a0,
N,

O ponto z, pertence ao dominio definido pela curva C.

f(z) = e*

f(z)=¢"

f(-1)=et=1
e

O integral fica:

z

IC (z+1)

dz= ()28 _Log_oget -1
u € e
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Teoria sobre Sinais e Sistemas
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Introducao
Teoria dos Numeros Complexos

— Base teorica para a Anélise de Fourier
Teoria dos Sinais e Sistemas

Objectivo: Representar através de relacfes matematicas a realidade associada a sinais e
sistemas de transmissao, electronica,...

Sinal: Funcdo de uma ou mais variaveis independentes e tipicamente tem a si associada
informacéo acerca do comportamento ou natureza de um determinado fenémeno.

Sistema: De uma forma geral, um sistema sera um conjunto organizado de unidades
interactivas que responde a determinados sinais, produzindo outros sinais.

Exemplo de sistemas / sinais:
1 — Rectificador de meia onda
2 — Sistema electro-Optico de transmissdo de voz
3-CD-ROM/DVD

dos Exemplos anteriores, vimos que os sinais podem ser de dois tipos:

Sinais continuos
Sinais digitais

Sinal continuo, com varidvel independente continua:

-1 -05 0 05 1 15 2 25 3

Amostragem do sinal continuo anterior = sinal discreto
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1

09
08
07
06
05
04
03
02

"L ‘11‘

-1 05 0 05 1 15 2 25 3

Os valores da sequéncia sdo retidos até ao proximo valor, mas durante o tempo de
retencdo, o valor ndo se altera = A informacdo associada ao sinal € discreta: esta
associada as transicdes de nivel e entre estes, a informacao é nula.

O sinal é discreto em termos do fluxo de informag&o que transporta.

09
08
07
06
05
04
03
02
01

O sinal, embora discreto no tempo, é continuo em amplitude.
Existem vantagens em quantificar o conjunto discreto de valores = arredondar para o

nivel de quantificagho mais proximo. Com 8 niveis diferentes, temos a seguinte
representacéo:
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A seguinte figura apresenta a sequéncia de dados fluindo, por Exemplo, entre um
computador e um terminal. Trata-se de um sinal codificado.

0 1 3

—A

Codificacéo:

-~V

Cadigo binario natural

As operacBes de amostragem, quantificacdo e codificacdo, é usual chamar-se conversdo

analdgico-digital.

Transformagdes elementares sobre sinais

Supondo que o sinal s(t) € como se mostra:

A

s(t)

A

s(tl)ZO
s(t2)=0

-
K /2r

B

a) Atraso temporal
A

s(t-1)
A

Sy

B\

~v

s((t+7)-1) = 0 = s(t)
s((t+7)-1) = 0 = s(t,)

T 1
t1+‘C

|
a
SF
+
a
il
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O sinal s(t-7) aparece depois do sinal s(t) no eixo temporal = esta atrasado t segundos
relativamente a s(t).

b) Avanco temporal
A

A S((ti-t)+t) = 0 = s(ty)

tl-M 1 | t? - S((tZ'T)+T) =0= S(tz)
L -rL Ar AL

O sinal s(t+7) aparece antes do sinal s(t) no eixo temporal = esta adiantado z segundos
relativamente a s(t).

¢) Mudanga de escala

A

s(t)

-
I
&
- v

s(t/K)

%

Se k > 1 = Alargamento temporal
Se 0 <k <1 = compressao temporal
Se k= -1 = Inverséo do sinal

A

s(-t)

vy

NS
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Caracterizacao dos sinais
Os sinais podem ser de trés tipos:

e Sinais pares
e Sinais impares
e Sinais nem pares, nem impares

Sinal par: s(t) = s(-t)

A S(t)

/N

Sinal impar:  s(t) = -s(-t)

/\I s(t)
M |
Sinal nem par nem impar:

N

»
»

Exemplos:
A funcéo co-seno é uma funcdo par: cos(90°) = cos(-90°)

A funcéo seno é uma func¢édo impar: sen(90°) = -sen(-90°)

Um sinal arbitrario pode sempre ser decomposto nas suas componentes par e impar.

A A A

AJ2 Spar(t) Simpar(t)

A+ s() —_— 4 | 1 ap

v

ty
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s(t)=s par(t) + Simpar(t)

De onde se retira que

S par () = s(t) +23(—t)
Sl’mpar(t) = w

Para além da paridade, um sinal pode ser caracterizado pela sua periodicidade. Se um
sinal é periddico, com periodo T, entdo

s(t) =s(t+kT), k=01 +2 +3,.

Um Exemplo de sinal periddico é ilustrado na figura seguinte.

s(t)

v

Funcdes (sinais) elementares

Para introduzir a primeira funcao elementar, é necessario definir o seguinte sinal:

rect(t)

1,-12<t<1/2
rect(t) =41/2,t =+1/2

v
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Nota: O valor de rect(t) para t=1/2 pode ser visto como:

lim rect(t) + lim rect(t)

1 1

1 t—— t——
rect(—j =2 2
2 2

E conveniente defini-lo desta forma, como mais tarde se vera. No entanto, esta definicdo
é frequentemente omitida.

Aplicando as transformac0es elementares sobre rect(t), obtemos o seguinte sinal:

e 1/erect(t/e)
1 ¢ &
— —=<t<=
g 2 2
> 1 t 1 £
-€/2 2 —rect] — |=<—,t=%2—
¢ ¢/ t £ (gj 2& 2
0,-SstvtsS
2 2

A éarea do sinal é: 1>< f—(—f] =1
s \2 2

Se a largura temporal do sinal for sucessivamente reduzida, mantendo a area fixa, obtém-
se este grafico:

A
Y . 1/82
N R
| P
T ' 1 T Ve
L P S
-80/2 '81/2 '82/2 82/2 81/2 80/2

No limite,

lim S rect(ij =0o(t)

en—>0&p &n
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Trata-se do Impulso de Dirac, a 12 funcéo elementar em estudo. E representada e definida
por:

A At)

y

0,t=0
i o) =
0 (t) {1,t:0

Trata-se de uma funcéo (sinal) com duracdo infinitesimal, e area unitaria.
Este sinal tem a mesma utilidade para o estudo dos sinais e sistemas, como o0 tem o

conceito de massa pontual, ou fonte luminosa pontual, na Fisica. S8 conceitos
amplamente utilizados, mas que na realidade nao existem.

O préximo sinal elementar é o Degrau Unitario, ou de Heaviside:

u(t)

1Lt>0
u(t)=41/2,t=0
0,t<0

v

—

Também se define como:

t
ut) = [s(r)de

Desta relacdo (integracdo) pode observar-se que o Degrau Unitério é obtido a custa do
Impulso de Dirac. Utilizando este processo repetidamente, outros sinais elementares séo
obtidos. O processo inverso (derivacdo) pode também ser utilizado. A figura que se segue
ilustra o procedimento.



Matematica Aplicada

60

A
A U(t) A .
4o [l . [ (o)t r®
0 g 0 > 5 >
0 -
Impulso de Dirac dt Degrau Unitario dr Rampa Unitaria
! t t,t>0
p(t) .
0,t<0
1.,
—t°,t>0
0 p(t) =42
Parabola Unitaria 0,t<0

Jlokt

)

dt

E assim possivel obter todas as funcdes singulares a partir da diferenciacio ou integragéo

de outras funcdes singulares.

Outra funcdo particular muito utilizada é a fungdo seno cardinal, ou sinc.

. M
/M

- / \ sinc(t) =

. [

0

sin(nt)

-0.2

-0.4
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Exemplo:
Representar o seguinte sinal: x(t) =1-r(t—3)

Resolucdo analitica: Partindo da defini¢do de rampa unitaria,

t,t>0 t-3,t-3>0 t—-3,t>3
r(t) = S r(t-3)= < r(t-3)=
0,t<0 0,t—3<0 0,t<3

3-t,t>3

_ra_3)={0t<3

< 1-r(t-3)=
1t<3 1t<3

4-1,t>3 4-1,t>3
< X(t) =
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O sinal x(t) representar-se-ia desta forma:

3 \ t

v

Resolucdo grafica: Partindo novamente da defini¢do de rampa unitéria,

A
r(t)
0 ¢
A
r(t-3)
3 t

-r(t-3)

v

X(t)=1-r(t-3)

3 \
t
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Convolucéao
Define-se convolucao de dois sinais, X(t) e h(t), como sendo,

+00
y(t) = x(@) *h(t) = [x(x)h(t—7)dr
O integral presente na defini¢cdo designa-se por Integral de Convolugéo.

Nota 1: As funcGes a convoluir dependem da mesma variavel independente, t.

Nota 2: A convolucdo é operada através de uma varidvel auxiliar, t.
As etapas necessarias para a execucdo da convolugéo sdo:

1 - Inversdo temporal de um dos sinais (rotacao).
h(z) - h(-7)
2 — Deslocamento do sinal invertido (translacéo).
h(-7) > h(t—17)
3 - Multiplicacédo de x(z) por h(t-7).
4 — Integracdo. Este passo consiste em calcular a &rea comum aos dois sinais, em cada

instante t.

De modo a tornar a operacao de convolugdo mais compreensivel, sera feito um estudo de
todos os passos envolvidos, com a ajuda de dois sinais, X(7) e h(7).

A A

x(t) h(r)

0 1 . 0 2 .

1 — Invers&o temporal de um dos sinais, h(z), utilizando como eixo de rotagdo o eixo das
abcissas.

4 o) h(-t) 4

v
v
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2 — Deslocamento do sinal invertido, ou translacao.
h(-7) > h(t—17)

A questdo que se coloca é se o sinal h(-7) sofre um avango ou um atraso, quando é
deslocado de t. De notar que, no seio do integral, a varidvel é 7z, e t € uma constante.

Analisando o integral de convolucdo, podemos verificar que a integracdo se efectua de -oo
para +oo, i. e, t é crescente. Partindo do sinal original, h(-z), iremos analisar
analiticamente qual o sentido de deslocacao de h(t-7).

10<7<2 1,0<-7<2
h(z) = & h(-7)=
0, restantes pontos 0, restantes pontos
1L0<t-7r<2 1, -t<—7<2-t
< hit-7)= & ht-7)=
0, restantes pontos 0, restantes pontos

—t<—7<2-t & —712d4A-71L2-t & <tAT2t-2 & t-2<7<t
entdo

Lt-2<7<t
0, restantes pontos

h(t—r)={

Da expressdo anterior podemos verificar que, a medida que o valor t cresce, o sinal
h(t — ) é sucessivamente atrasado no eixo horizontal.

3 — Multiplicagdo dos dois sinais, em cada instante t.

Este passo consiste na multiplicacdo dos sinais x(z) e h(t-z), que é efectuada ponto a
ponto. Isto significa que o valor de um sinal no instante to € multiplicado com o valor do
outro sinal no mesmo instante, repetindo-se este processo até todos os pontos dos dois
sinais terem sido analisados. Um exemplo grafico desta operacdo esta demonstrado na
figura que segue.

X(7) h(1-7) x(1)h(1-1)

v
v

v
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Como pode ser verificado, sempre que existir uma seccdo de um dos sinais cujo valor é
zero, o resultado do produto dos dois sinais é nulo. Além disso, € necessario realizar um
produto para cada valor t. No Exemplo anterior, t=-1.

4 — Integragéo

Calcular o integral do produto do sinal x(z) por h(t-z) ndo é mais do que calcular a area
do sinal resultante. A area resultante devera ser calculada para cada valor de t, e depois
representado num grafico em ordem a t. Segue uma descricdo grafica deste procedimento,
para os sinais x(z) e h(z).

A
X(t)
1
0 1 -
h('T) A
. t=0 x(x)h(-c)
2 0 . 0 .
A
h(0,5-1) A x(©h(05-7)
. t=0.5 L
-1,5 05 . >
0| 05 -
A _ A
h(1-7) =1 x(t)h(1-1)
1 1
1 1 0 1 g
A _ A
h(2-1) t=2 x(1)h(2-1)
1 1
0 2 0 1 g
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A h25-1) - A
t=2.5 x(1)h(2.5-7)
1 1
05 25 . 0] 05 1 -
A -
h(3-1) t=3 A X(3h(3-0)
1 1
1 3 . 0 i

Podemos verificar que, para t>3 e t<0, o resultado do produto dos dois sinais € sempre
zero, 0 que implica que o integral é também nulo nesses intervalos. O resultado grafico
da convolucdo é obtido calculando a area de cada produto, para cada instante t.

x(t)*h(t)

v

Uma das caracteristicas da convolucdo pode ser facilmente verificada através dos
graficos dos sinais convoluidos e do resultado da convolucdo: A largura do sinal
resultante é igual a soma das larguras dos sinais convoluidos.

Caso particular:

Se um dos sinais a convoluir for um impulso de Dirac, obtém-se um resultado
interessante. E demonstrado neste exemplo:

4

X(7) h(t)

v
\ 4
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X(z) = o6(7)

h(T):{T,Oérél

0, restantes pontos

Convoluindo os dois sinais, invertendo e transladando o sinal h(z), fica

X(1)

v

A W)
1 t=0
4 0 T
h(t-7)
-0.5 ‘ 05 f
A h(t'T)
1 \ t=1
of 1 g
A h(t-t)
1+ t=1.5
05 15 g .

O resultado da convolugéo é:

Toé‘(r)h(—r)d T= TOdr =0

—00

—00

f&(r)h(O.S— 7)d7r = fﬁ(r)xO.Sdz’

+0o0
=05 [5(zr)dr =05

—00

Tﬁ(r)h(l—r)dr = T§(r)xldr

—00 —0o0

=+fo5(r)dr:1

+.F5(T)h(1.5 —7)d7r = +j:00d =0

—00 —0o0

X(Y)*h(t)
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A concluséo que se tira do exemplo é a seguinte:
S(t)*h(t) =h(t)

A convolucdo de um sinal h(z) por um impulso de Dirac &z) é igual ao proprio sinal

h(2).

E possivel generalizar esta conclusdo, se o sinal x for um impulso de Dirac deslocado da
origem, x(t)=o(t—t,).

X(t)=8(t-0.5)

- ﬁ
v

h(t-1)
1 t:05 +00 +0o0
I\I\ [5(x)h(05-7)dr= [odr=0

A h(t-1) +00 +00
1 \ t=1 [s(@)h@-7)dz= [5(r)x0.5dz
o| 1 T - o.5j_+:5(r)dr =05
A h(t-1) t=15 +00 +00
1T I\ ' [s(@)h@5-7)dr = [5(r)x1de
05 15 T :J’j;og(f)dr -1
A h(t-7)
1+ t=2 +o +o0
[\ [s()h@-r)dr= [odr=0
1 2 — - -
O resultado da convolugéo é: X()*h(t)=4(t-0.5)*h(t)

0] 051 152 t
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A conclusdo que se tira do exemplo € a seguinte:
S(t—1,)*h() = h(t —t,)

Convoluir um sinal com um impulso de Dirac produz um réplica do sinal, centrada no
impulso.

Também se pode dizer, deste Exemplo, que o impulso de Dirac passa a ser a nova
‘origem’ do sinal.

Propriedades da Convolugéo
Comutatividade
X(t) * h(t) = h(t) * x(t)
Associatividade
x(®)*[h(®) * jO]=[x(®) *h® ]+ j(©)
Distributividade

x(t) *[h(t) + j(t)]=x(t) *h(t) £ x(¥) * j(t)

Se X'(£)*X°(£) = A(r), entdo x,(t+1,)*x,(t) = y(t+t,)
Demonstracéo:
Xl(t +t1) *X, ®= [X1(t) *o(t +'[1)]* X, ®= X1(t) *X, O ot +t1) =y(t)*o(t +t1) =y(t +t1)

As propriedades da convolugdo com o impulso de Dirac podem-se aplicar a sinais
periddicos. Suponham o seguinte sinal:
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x(t) = f rect(t_ij
T

k=—c0

Também se pode escrever a expressao de x(t) de outra forma:
t

X(t) =repy rect(—j =repyrect, (t)
T

Tanto uma como outra definicdo definem analiticamente o sinal x(t), que é formado pela
repeticdo de sinais rectangulares de largura z, em intervalos regulares de tempo T.

Utilizando as propriedades do impulso de Dirac, é possivel ver a funcdo x(t) como a
convolugéo do sinal rect_(t) com uma repeti¢éo de impulsos de Dirac, do tipo rep,d(t).

rect(t/) X(t) = repr o(t) = rect . (t)

reprolt)
w2 | w2 : T oo o1

Generalizacdo: se f(t) for uma funcéo periddica, que resulta da repeticdo a intervalos T de
uma funcdo elementar, f¢(t), entdo:

f(t) =repro(t) = fo (t) = repy fo (t)

Sistemas

Caracterizacao funcional de um sistema

Um sistema pode ser considerado como um operador que a uma determinada funcdo x(t),
excitacdo, faz corresponder uma outra y(t), designada por resposta.
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x(t) y(t) y(t) =H ex(t)

No ambito desta disciplina, o objecto de estudo recai principalmente nos chamados
sistemas lineares e invariantes no tempo.

Sistemas lineares

“Um sistema diz-se linear se obedecer ao principio da sobreposi¢do”

Sendo o sistema representado pelo operador H, se o sinal de entrada for:
X(t) =ax (t)+bx,(t), a,b constantes

e se

Yy (£) = Hx, (1)
Yo (t) = HX2 (t)

O sistema diz-se linear se
H [ax, (t) + bx, (t)] = aHx, (t) + bHXx, (t)

Da expressao anterior, conclui-se que um sistema linear tem como propriedades a
distributividade, a comutatividade e a associatividade.

Além disso,

aHx (t) +bHx, (t) = ay, (t) + by, (t) = y(t)

Sistemas invariantes no tempo

“As caracteristicas de um sistema invariante no tempo sao sempre as mesmas, qualquer
que seja o instante em que venha a ser excitado.”

Se y(t) = Hx(t) = y(t£t,) = Hx(t £ t,)

Entao,
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”»

“A um avancgo / atraso da excita¢do corresponde o mesmo avango / atraso da resposta.

Exemplo:

Caracterizar o circuito RC apresentado quanto a linearidade e invariancia no tempo, a
partir da equacdo diferencial que o descreve, quando excitado por um degrau unitario.

No condensador, i(t)=C dv(®) =C dy(®

X() T y(t) dt dt

Supde-se que o condensador estd totalmente descarregado (ndo tem qualquer energia
armazenada) no instante inicial.

Este problema pode ser resolvido em duas partes:

)] Calcular a equacao diferencial do circuito, e respectiva solucao
i) Verificar se o sistema é linear e invariante no tempo (LIT), quando
x(t) = u(t).
)} Aplicando a Lei dos N6s no n6 1,

Zik :0
k

x—y _dy dy , ,
27 Y cZ2-0ex-y=RCZL o x-y=RC RCy' = X
R at = y dt<:> y y<:>y+ y

A equacéo diferencial que rege o circuito é: y+RCy’ = x
Solucdo da equacdo homogénea:

y+RCy':O<:>y+RCﬂ:0<:>y:—RCﬂ©l+£:0®ﬂ+idt:O
dt dt dy dt y RC

Integrando,
1 1 t
K+|—dt+|=-dy=0=K+—+Iny=0
JRC -[y y RC Y

Se K for do tipo —In B, entéo:
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t
Iny—InB:—L@In Y =—L:>y:Be RC B=C'®
RC RC

B
Solucdo da equacéo diferencial:
Se B=B(t),
t
y=B(t)e"RC
Substituindo na equacéo diferencial,

t t

t
y(t) + RCy'(t) = x(t) < B(t)e RC + RC[B'(t)eRC +B(t)e RC (— %)] = x(t)

=
t t t

B(t)e RC +RCB'(t)e RC —B(t)e RC =x(t)
=

t t

' X(t) X(t) te

B'(t) = —2eRC = B(t)= | =—=~eRCdt+B,, B,=C.
® RC © '[RC 1 1

Entéo,

t t t
y(t) =B(t)e RC < y(t) =[I%emdt+ Blje RC B, =C'k

t t
A solucéo da equacéo diferencial é: y(t) = [J%e RCdt + Bl]e RC, B =C'®

1 t>0
i) X(t) =u(t) = {O tt>< 0

Se t > 0= x(t) =1. Nesta situagdo, a solucéo da equacéo diferencial fica:

t t t t t
y(t)=e RC{I%eRCdHBlJ:e RC{GRC+31}:1+Ble RC
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B =7
Quando t =0 = y(t) =0 (O condensador esta inicialmente descarregado).

0=1+Be’ =B =1

t t
entdo, y(t)=1-e RC, t>0< y(t)[l—e RC}u(t)

y(®)

v

O sistema é linear?

Para averiguar esta propriedade, é necessario um sinal de excitacdo x(t):
x(t) = ax (t) +bx,(t), ab C®

Para além disso, sabemos pela solucdo da eq. Diferencial que:

t
y1(t) = {1(3%}1(0
_t
Yo (t) = [1 e RC ]Xz (t)
Partindo da solucéo da eq. diferencial,
_t _t _t _t
y(t) = [1— e RC }x(t) = (1— e RC ](axl(t) +hx, (t))= {l— e RC }axl(t) + {1— e RC bez (t)=

t t
- a{l—em}xl(tﬂb[l—em}xz (t) = ay (t) + by, (t)

Daqui se conclui que o sistema em causa € linear.
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Serd 0 mesmo sistema invariante no tempo?
_t _t
Seja y;(t) =|1-e RC % (t) e y(t)=|1-e RC |x,(t)
Se X, (t) =x(t—-t,),
t

Yo (t)=|1-e RC |x (t—ty)

o
Como yy(t—tg) =|1-e RC I (t—tg) = Yo (1),

O sistema é variavel no tempo. No entanto, se t — +oo,

+00

Y2 (Dt io0 = 1-e RC X1 (+o0—15) =1x; (+o0) =1

+00—t0

Yi(t=to)tie0 =| 1= RC Ixq(+00—1g) =1x (+0) =1

e para t — +o0, 0 sistema € invariante no tempo.

A descricdo do comportamento dindmico de um sistema LIT por uma equacdo diferencial
ndo proporciona de forma explicita a relacdo entrada / saida de um sistema. E por isso
desejavel encontrar outro meio mais explicito de definir um sistema.

Seja H um sistema LIT. Se o sinal de entrada for um impulso de Dirac, &t),

&t) h(t)

Nestas condi¢des, ao sinal de saida

h(t) = H ¢ 5(t)
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Da-se 0 nome de Reposta Impulsional do sistema.

Entdo, um sistema pode ser descrito:

pelooperador H, ou fungdo de transferéncia
pela respostaimpulsional, h(t)

Tanto um método como outro caracterizam de forma completa o sistema.

Considerando agora que o sistema H é excitado por um sinal qualquer x(t) continuo, sera
calculado o resultado a saida, através dos seguintes passos:

) - H h® Definigéo de resposta impulsional
a1 | H h(t-2) Invariancia temporal
X(9)&(t-7) x(9h(t-7) Linearidade
—_— H —>
[x(@)s(t-7)dz [x@h(t-7)de Linearidade
- —_—n H I
X(0)*&(t) = x(t) x(®)*h(t) = y(t)
H >

Conclui-se que a relagéo entrada / saida de um sistema LIT, excitado por um sinal x(t) é
uma relacdo convolutiva.

A saida resulta da convolucéo da entrada com a resposta impulsional do sistema:
y(t) = x(t) = h(t)
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Analise de Fourier
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Espectro de um sinal
No ambito da analise de Fourier para fungdes periddicas, iremos iniciar o estudo do
espectro de uma fungéo simples. Considerando como exemplo um sinal v(t) alternado,
este sera definido por uma funcéo co-seno:

v(t) = Acos(Wpt + @)
A — Amplitude méxima do sinal
Wo — Frequéncia angular (rads™)

¢ - Angulo de fase (radianos ou graus)

Da analise da equacdo se deduz que o sinal tem um periodo de repeticdo igual a

27
To=—(5).
Wo

To — Periodo fundamental (s)

1 N A .
fg = T Frequéncia linear, ou frequéncia fundamental (s ou Hz)
0

E por vezes Util representar o sinal na forma exponencial. Sabendo que:
cos(X) = Re[eJXJ
Entéo,

Acos(Wyt + ¢) = ARe[ej(Wo””’)J: Re[Ae j‘“’Otej’”Jz RelAejZ”fotej‘”J

A representacdo complexa fica totalmente especificada através de trés parametros.

e Amplitude A
e Frequéncia angular wy, ou frequéncia linear fo,
o Fase ¢

Para descrever um sinal complexo no dominio da frequéncia, associa-se a amplitude A e a
fase ¢ a respectiva frequéncia fy (ou W), mediante dois graficos:

Ampl. 4

A Espectro de amplitude

[

fo f (Hz)
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Fase 4

»

) Espectro de fase

»

fo f (Hz)

Convengoes:
e A variavel independente é f (frequéncia)
e Os angulos de fase sdo medidos em funcdo de co-senos. Quer dizer que se
existirem funcBes seno na expressdo do sinal, terdo de ser convertidas:

sin(@) = cos(0 — %)

e A amplitude é sempre positiva. Por isso, sempre que um sinal tiver amplitude
negativa, esta devera ser substituida por um desvio de fase:

— Acos(0) = Acos(0 + )

Exemplo:
Da seguinte expressao,

v(t) = 7 —10c0s(407t — %) + 4sin(1207t)

) Calcular o periodo fundamental (To)
i) Representar o espectro de amplitude e fase do sinal v(t).

) Se v(t) € um sinal periodico, entéo,

vit) =v(t+T) T - periodo

Como v(t) =7—-10cos(40xt — %) +4sin(120xt) , entdo

V(t+T) =7-10c0s(407z(t +T) —%) +4sin(1207(t +T))
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Igualando as duas expressdes sob a forma de um sistema,
7=7

V(t) = v(t +T) < {—10c0s(407t — %) — ~10cos(407t — % +407T) =
4sin(1207t) = 4sin(1207t +1207T)

407t — = + 404T = 40t — = + 2 407T = 27p T=2

=
1207t +1204T =120 + 27K 1207T = 27K _k

Solucao:

A relacdo k=3p tem uma infinidade de solucGes. No entanto, o periodo T €, por definicéo,
0 menor intervalo de tempo entre dois acontecimentos idénticos. Por isso, € necessario
procurar o minimo multiplo comum positivo entre k e p, que garante a relagdo k=3p.

k=3p = k=3ap=1
entdao, T = 20 S.
i)
v(t) = 7 ~10cos(40zt — %) + 4sin(1202t) =
= 7c0s(270t) +10 cos (407t — % + 7) + 4cos(1207t — %)

=7c0s(270t) +10cos(2720t + %ﬂ) + 4cos(2760t — %)

Ampl.
10 {-----
74 Espectro de amplitude
4 kY- T
0 20 60 f (H2)
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Fase
2nf3 {-----
Espectro de fase
QO | -
0 20 l f (H2)
17772 ettt

Por vezes, existem situacdes em que € mais util outra representacdo espectral, que
envolve frequéncias negativas.
Esta representacdo € obtida partindo da seguinte relacao:

Re(z) = 1(z +2)
2
Sendo z = Ae I = pg Il id o 7 = pe~ i) — Ag=IWle=i¢ entio
e 0s espectros de amplitude e fase do exercicio anterior ficam:

Espectro de amplitude

-60 -20 0 20 60 f (H2)
Fase
Espectro de fase
2n/3 }-----

——————————————————————————— /2

T -20 60 R
-60 0 20

O l f(Hz)

————— -2n/3
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Para a analise de sinais, 0 espectro de amplitude é o mais utilizado, porque indica que
frequéncias estdo presentes no sinal, e em que proporcéo. No exemplo anterior, o sinal é
composto por uma componente DC e duas componentes sinusoidais de frequéncias 20 e
60 Hz.

Depois deste tema introdutdrio, sera feita uma analise de sinais inversa, i.e., sera estudado
um processo para decompor qualquer sinal periédico numa soma de componentes
sinusoidais, designado por Séries de Fourier.

As séries de Fourier a estudar serdo de dois tipos:

e Série Trigonométrica
e Série Exponencial

Série Trigonométrica

Se f(t) for um sinal periodico, pode ser definido por um somatério de componentes
sinusoidais, o qual se chama Série trigonomeétrica de Fourier:

—+00
f(t) = % ag+ 2 [ay cos(nwgt) + b, sin(nwgt)]
n=1

em que w, _2r
=L
To

Cada componentes sinusoidal tem frequéncia angular nwp, onde wy € a frequéncia angular
fundamental.
Os coeficientes de amplitude s&o assim calculados:

) T/2
ay== [ f(t)dt
T
-T/2
2 T/2
a,== [ f(t)cos(mgt)dt,n=123,...
T
-T/2
2 T/2
b, == j f (t)sin(nwyt)dt , n=1,2,3,...
T -T/2

De notar que o coeficiente ao, tal como é definido, corresponde ao dobro do valor médio
da funcéo f(t), ao longo de um periodo.
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O intervalo de integracdo deve ter uma amplitude equivalente a um periodo, podendo
iniciar-se em qualquer instante. No lugar do intervalo [—T/Z,T/Z], pode ser definido

[0,T], ou de uma forma mais genérica, [k,k +T] (k= C.").

Caso particular:

Se f(t) for um sinal par ou impar, o célculo dos coeficientes pode ser simplificado.
Se f(t) € um sinal par = b, = 0.

Se f(t) € um sinal impar = a, =ap = 0.

O procedimento para calcular uma série trigonométrica é:
1. Desenhar a funcdo periodica, f(t).
2. Determinar o periodo, To.
3. Calcular ag, a, € by.

4. Escrever a série trigonométrica de Fourier.

Exemplo: Desenvolver em série trigopnométrica de Fourier o sinal periodico v(t):

A v(t)
1

-2 Y 12 2 t

Utilizando o procedimento atrds descrito, a Série de Fourier para o sinal v(t) é assim
calculada:

1. Osinal v(t) ja esta devidamente representado.

2. Por definicdo. o periodo é o menor intervalo de tempo no qual um sinal se
repete. Por isso, o periodo do sinal v(t) é T = 2.

3. Da anélise do sinal v(t), verifica-se que é uma funcao par, e b, = 0. Para se
poder calcular ag e a,, é necessario definir o sinal v(t) ao longo de um periodo.
Tomando como intervalo [-11], fica:
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0, —1<t<—%
v(t) =41, —%<t<%
0, %<t<l

22V 11
:_jv(t)dt_— jv(t)dt_— fdt=fdt=] ]“/]/2 G+3)=1
-1/2 Ty
o V2 12 1
8 = Iv(t)cos(nwot)dt_ I cos(nwgt)dt = — [sin(nwot)]]_/]z/2 =
T 1 12 NWo

ol o) o)

4. Calculados todos os coeficientes, chegou o momento de escrever o sinal v(t)
na forma de uma Série de Fourier:

+00 +o
v(t) = %ao + > a, cos(nwot) :% - Zsinc(gj cos(nwyt)

n=1 n=1

Iremos proceder a verificagdo da validade da expressdao obtida, incrementando
sucessivamente o valor n do somatorio.

1
n=0 v(t)=—=
®=3

é um sinal constante, de amplitude %%.

sin

VR

2)

7
2

cos(nt)= % + Ecos(ﬂt)

n=1 v(t) = 1 +sinc(£} cos(wgt) ==
2 2 T
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Série de Fourier com 1 termo

Amplitude da onda

e 1 05 0 05 1 15
Tempo (segundos)

n=2 v(t) = 1, 3cos(yz'c)Jr Sin—(ﬂ)cos(Zﬂt) . Ecos(;z'c)
2 Vd 2

O gréfico é idéntico ao anterior, porque sin(z) =0

sin| ~—
. 12 ( 2 j 12 2
n=3 v(t) = >t ;cos(;zt)+ Tcos(&zt) =5+ ;cos(nt)— gcos(&zt)

2

Sé rie de Fourier com 3 termos
1.2

Amplitude da onda

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Tempo (segundos)
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1 2 2 Sin(?j in(27)
n=4 v(t) = = + = cos(at)— —cos(37t) porque _SNET) g
2 37 T 2r

2

Nesta situacdo, o grafico é idéntico ao anterior. Podemos desde ja verificar que todas as
contribui¢fes do somatorio com indice par maior ou igual a 2 serdo zero.

n=5 v(t) = 1,2 cos(zt)— 2 cos(3xt) + 2 cos(5xt)
2 7w 3z S

Sé rie de Fourier com 5 termos

1.2

Amplitude da onda

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Tempo (segundos)

Verifica-se neste Ultimo grafico o efeito da soma sucessiva de sinusoides, com amplitude
e frequéncia diferentes, de modo a formar uma onda quadrada, com as caracteristicas do
sinal v(t).

Na figura seguinte estdo representados os graficos das primeiras 7 aproximacgdes a onda
v(t) por uma série de Fourier.
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Aproximag d es com 1,3,5 e 7 termos
1.2 T - -

1ltermo __
1 3termos ..
5 termos --
0.8} 7termos ._

0.6

Amplitude

04¢E

0.2

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Tempo (segundos)

Verifica-se que o valor nos pontos de descontinuidade esta de acordo com a definicao:

. . 1 1
tﬂry v(t) + tErrzl v(t) 5= (0+1)- 5=

2

N |~

t=0.5 = v(t) = %

Se 0 nimero de termos aumentar, melhor é a aproximacéo a onda v(t):

Sé rie de Fourier com 100 termos
1.2 T - -

| N—

0.8

0.6

0.4}

Amplitude da onda

0.2

‘15 -1 0.5 0 0.5 1 1.5
Tempo (segundos)
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De notar que existe um fendmeno junto as descontinuidades da funcéo v(t):

Fend meno de Gibbs - Overshot

1.2

Amplitude

0.95}

0.9}

0.85

0.8 . : . : .
-0.55 -0.5 -0.45 -0.4 -0.35 -0.3
Tempo (segundos)

Trata-se do fendmeno de Gibbs. Consiste numa sobre elevacdo do valor da funcéo
(Overshoot) que se mantém presente, por mais termos somados a Série de Fourier.

Qual sera o espectro do sinal v(t)?

sm[ ”j
v(t) = —+Zsmc£ jcos(nﬂt) 1+Z 2 cos(nat) =

2

1 - sm( 27[ J n

= = cos(2r 0 t)+ ) | ——=|cos(27 - t)
% freq. n=1 nl _%
ampl. 2 freq.

amplitude

A componente constante do sinal v(t) tem sempre amplitude 0.5 e frequéncia zero. As
restantes componentes do sinal tém amplitude e frequéncia variaveis, dependentes de n.
Como jé foi dito atras, a representacdo espectral de um sinal é dividida por dois gréficos,
amplitude e fase, em funcdo da frequéncia. O quadro que segue apresenta os calculos
para as primeiras 8 riscas espectrais do sinal v(t):
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n frequéncia (Hz) amplitude fase
0 0 |4 0
1 |4 Y 0
2 1 0 0
3 % Zar ;
4 2 0 0
5 2 % 0
6 3 0 0
7 Iz it ;

Exercicio: Paran =3 e n =7, existe uma variagdo de fase. Baseado nas convencdes sobre
representacdo espectral, tente explicar porqué.

A representacdo do espectro de v(t) fica:

Ampl.
2Imt--
0.5
23nk--4-----
2/514---F----- ] —————
2y “—‘f _____ 4 _“-I__;“-I 4 >
o 05 1.5 25 3.5 f(Hz)
fase
e
+—+ +—+—+ 4 >
0] 05 15 2.5 35 f (H2)
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Exercicio: Apresente o espectro de v(t) utilizando uma representacdo com frequéncias
negativas.

Série Exponencial

A Série Exponencial de Fourier deduz-se a partir da Série Trigonomeétrica, utilizando a
defini¢do exponencial do seno e co-seno.

+o0
f(t) = %ao + > [a, cos(nwyt) + by, sin(nwt)] 161
n=1

e JnV\bt + e_Jn\Abt
cos(nwgt) = 5 [7]

e et _ o —jnwet
sin(nwgt) = ¥ [8]
J

Substituindo a equacdo [7] e [8] na equacdo [6], fica:

1 +00 ejnwot +e—jnwot ejnwot _e—jnwot
f(t):—ao+2{an +b, _ -
2 o1 2 2]
:an_i_f ejnWOt a_n+b_n +e_jnW0t a_n_b_n —
2 ] 2 2] 2 2]
=lao _'_Ji.oejnwot[an - jby j++§e—jnwot(an + jbnj [9]
2 n=1 2 n=1 2
supondo que:
la C
2 0 0
ap _2an =c,
3 +2 o _o

a expresséo [9] fica:
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+00 . ~+00 .
f(t)=co+ Y cet™ +> c o7 ™
n=1 n=1

Esta série pode ser escrita de forma mais compacta:

+00 - _— +oo —_— 1 -
F()=Co+ Y cped™ot 4+ e eIt co 4 3 Moty S g eIt
n=1 n=1 n=1 N=-+00

+00 . ~+00 )

=co+ D.cpe!™t = Ycel™t [10]
N=-—o0 N=—o0
n=0

A expressao [10] é a forma exponencial da série de Fourier.

O coeficiente c, pode ser calculado sem recorrer aos coeficientes da série trigonométrica:

7 %
Co== [ f @yt e =7 [ f@e™etdt

2 72

E importante referir que as duas formas da série de Fourier aqui estudadas s&o
equivalentes, embora fornegam uma descri¢do formal do sinal f(t) distintas.

Como ja foi visto , existe uma relacdo entre os coeficientes das séries trigonométrica e
exponencial.

1
co_%ao B =75%
- a, = 2Re[c, ]
Cp=—" 2J : by, =—21Imlc, |

Teorema de Parseval
Se x(t) for um sinal periddico, a sua poténcia média é definida por:

_ 1t1+T )
P=— [ [x®[ at

ty

A poténcia média do sinal pode ser obtida através dos parametros das séries de Fourier:
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_ —+00 2
Série Exponencial: P = ) [c,|

N=—o00
N
Série Trigonométrica: P = |a0|2 + % fﬂanf + |bn|2)
n=1

Transformada de Fourier

No capitulo anterior, analisamos a aproximacdo de um sinal periodico através de uma
série de Fourier. Vamos rever a aproximacao usando uma série exponencial.

Seja v(t) um sinal periodico:

A v(t)
1

+—> t
T

A aproximacao por uma série exponencial é:

~+00 i
V()= Y v,el™

N=-—o0

1 Eé i t 27
Vo = '[v(t)e_JnWO dt, (Woz—j

72

Se o sinal a aproximar for este,

A h(®)

v




Matematica Aplicada 93

N&o € possivel utilizar uma série de Fourier, ja que ndo é um sinal peridédico. No entanto,
seria Util estudar este grupo de sinais usando a analise Fourier, devido a sua presenca e
uso em diversos campos, como a electronica ou as telecomunicacdes.

Tal € possivel, para sinais com energia limitada no tempo, definindo a Transformada de
Fourier:

+00
H (w) = j h(t)e™ Mt
H(w) é a representacdo do sinal h(t) no dominio da frequéncia.
A definic@o anterior pode ser invertida, isto é, é possivel recuperar o sinal h(t) baseado na
transformada de Fourier:

+00
h(t) = %_L H (w)e "dw

h(t) é desta forma, a transformada inversa de Fourier de H(w).

A transformada de Fourier representa-se pelo operador §.

H (w) = 8[h(t)]
h(t) = §'[HwW)]

ou
h(t) —=— H (W)
h(t) <« H (w)
Exemplo:

Calcular a transformada de Fourier do sinal s(t):

A (1)
A

0, restantespontos

s(t):{A' —%<t<%

v
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+00 +% —jwt +% ) .
s(t) —E>S(w) = [ s(t)e Mdt= [ AeMdt = A{e _ } =_’_*[e-1%_ew%}=
°, LY —wl,, —iw

_é[e’w% e } _ A{e’w% ejw%]_Z_A[e‘W% e‘W%] 2A (WZ‘)

- — - =—sin| —
w -] J w 2]

w w

i f
_2A sin(zgfrj:isin(ﬂfr)z Az-M: Azsinc( f )
2r f 2 V4 rfr

Deste exemplo se conclui que o espectro de um sinal quadrado ndo periddico é uma
funcéo sinc.

A (1)

-t/2 /2 t=(s)

At

S()

-3/t /\ /\3/1:

At N\_/ -2/1:\/-1/1: l/r\/Z/T \_ 4 f(HZ)=

Com base na expressédo de S(f), sdo obtidos os espectros de amplitude e fase de s(t).

S(f) = Asinc(fr) = Ar AT _ A Gintaie) = A cos| Ar— =
Ar A A 2

—
Ampl. Fase
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Mais uma vez, é necessario aplicar a convencdo adoptada para a representacdo espectral

de amplitude e fase. Pela expressdo anterior, a fase é —%. No entanto, como a amplitude

deve ser sempre positiva, a fase deve ser acrescida de z sempre que o sinal S(f) for
negativo. Desta andlise resultam os seguintes graficos:

A
At
IS
Espectro de amplitude
At -3t 22it -l 1t 2t 3t 4k f (H2)
4 =S(f)
/2
Espectro de fase
At 3t -2k -l Uk 2k 3t 4 f(Hz;

-1t/2
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Comparando este exemplo com o realizado com um sinal quadrado periddico, retira-se
uma conclusdo importante:

Funcdes periodicas - Espectrode frequéncia discreto (riscas espectrais)

Funcdes ndo periodicas - Espectrode frequéncia continuo.

Propriedades da transformada de Fourier

Foi visto que um sinal pode sofrer determinadas transformacdes elementares no tempo:
avancgos, atrasos, mudancas de escala, etc. Quais serdo as consequéncias de tais
transformacdes no espectro do sinal? A transformada de Fourier é uma ferramenta
essencial para responder & pergunta.
Seja um sinal f(t) e a sua transformada:
F(w) =3[ f (t)]
1. Atraso no tempo
5[f (t—to)]= F(wpe ™
2. Avancgo no tempo

F[f (t+ty)]= F(w)e ™o

3. Mudanca de escala
t
5){ f (E)} = k | F(kw)

g[f(k)]:ﬁF(%}

4. Linearidade / sobreposicao
Se

Fl (W) = é}[fl (t)]
F,(w) = é}[fz (t)]
entao,
§laf, (t) + bf, (t)] = aF, (w) +bF, (w)
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5. Diferenciagéo

Seja
+00 ]
F(w) =9[f(t)]= j f (t)e Mgt
e h
1 +00 )
f(t)= 5_[0 F (w)eMdw
Entao,
daf() d| 1 ¢ it 177 gt
—2=—|— |F(w)e™dw |=— | F(w)——dw=
dt dt|:271’_‘[0 W) 27[_[0 W) dt

17 17 i
=— | F(w) jwe ™dw=—|]jwF (w)}e"tdw
27 JFO0] > J[iwF )]
e s . . df (t)
O termo entre paréntesis rectos no interior do integral € a transformada de Tt

Esta conclusdo é obtida analisando a definicdo de transformada inversa de
Fourier, e deduzindo dai esse resultado.

Generalizando,

6. Integracéo

t
5{ [f (r)dz} — L Ew)+ A 0)5(w)

Jw
Se (0)=0,

t
5| [ f(e)de :_iF(w)mf(O)a(w)
jw

—00
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7. Dualidade
Se

F(w) =9[f (t)]
Fica,

$[F(t)]= 24 (—w)

8. Convolucdo / multiplicagéo

Existe uma estreita relacdo entre a convolugéo e a multiplicacéo de sinais. Esta
afirmacéo é confirmada pela seguinte analise:

Seja So(t) um sinal resultante da convolucéo de s;(t) por h(t),
S, (1) =s; (t) * h(t)

onde S,(t) —> sinal de entrada
h(t) > respostaimpulsional do sistema

Partindo da definicdo de transformada inversa,

S, (w) = jw s, (t)e "dt = T[si (t)=h(t)]e ™dt =

—00 —00

= TDZ’ s,(7)*h(t —T)dr}ej“”dt = Tsi (T)|:Th(t —T)e”"dt}df -

—00 | —00 —00 —00

Tsi (r)H(w)e ™dzr=H (W)T s,(r)e ™dz = H(w)S, (w)

—00

entédo,

sO*hM) - SWHW)

“A convolu¢do de dois sinais no dominio do tempo corresponde a uma
multiplicagdo das suas transformadas, no dominio da frequéncia.”

Também seria possivel verificar, por um processo semelhante, que
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g 1
f(hat) — py F(w) *G(w)
T

Qual a utilidade desta tltima relagéo?

A sua utilidade reside no facto de ser um método alternativo para calcular a resposta
temporal de um sistema, quando excitado por um sinal de entrada, sem recorrer a
operacdo de convolucdo. De um modo sucinto, 0s passos necessarios para realizar este
processo sao:

1. Calcular a transformada de Fourier de s;(t).
Si(w) = &[s; (0]
2. Calcular a transformada de Fourier de h(t).
H(w) = sfh()]
3. Calcular Sp(w)
So (W) = H(w) - S;(w)

4. Calcular a transformada inversa de So(w)

So(t) =57[S (W)]

Transformada de Fourier de funcdes especiais
Impulso de Dirac

Utilizando a definicdo de transformada,

glo@)]= T Ste ™Mdt [11]

—00

E sabido que,

+o00, t=0
o(t) =
0, t=0
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Verifica-se que qualquer valor multiplicado por um impulso de Dirac é diferente de zero
apenas quando t=0.

St)-e”™M 20 t=0

Simplificando a expressao [11],

sls)]= T S(t)e Mdt = T St)dt =1

—00 —00

.....................

) w'(rads'l)

A

t

Constante
Seja s(t) =k, k=c.°
S(w) = g[s(t)] = 5[k] = 27kS (w)

Se k=1, S(w) = 275 (W)

A A 2m3(w)

.....................

) w'(rads'l)

DA 4

t

Funcéo rect

Seja s(t) um sinal rectangular com largura ze amplitude A:
s(t) = Arect, (t) = Arect(lj
T

A transformada de Fourier foi calculada num exercicio anterior, e é:
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F[s(t)]=S(w) = J’mArect(ije"Wtdt = Arsinc(Mj = Assinc(fr)
- T 2
A
At
A F
—
A
> -3/t 2//\ : [\ 3k >
Se A _ . :1, -T 2 T/2 t(s) '4/1: -ZIT \/Lll'f 1 T\/ 2/'5 4/T f(HZ)

S[rect(t)]= S(w) = sinc(ﬂ) =sinc(f)
2

Nota: O resultado da transformada do impulso de Dirac pode ser interpretado como o
resultado da transformada do sinal rectangular, quando z — 0.

2
I\
/1N
—> :—— : <— <::|,’7~—I- ‘,~~\|\::>
—_ SR [P SOy SURYER B SR N N
™ R4 A
i i o > 1/ 1 LI N e~
-1/2 ©2 ot -1t Ut f
funcéo co-seno
s(t) = cos(w,t)
~+00

S(w) = Flcos(wpt)] = Icos(wot)e‘j""tdt = J

—00

oo jwt | a—jwet
e +e _
- = e Mgt =

—00 —00

ik +o0 1= too
=5 [el o™ dt 4 [ o=t -2 [ermm)gt . [erittwrvogy

—o —00

+00 +00
Como [e ™dt=sw)2r = [e !t = 5(w-wp)2r,

—00

—00

S(w) = %(an(w—wo) + 278 (W+Wp)) = 72(S(W—wg) + S(W+w))
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A
1 F
—
I : >
'27'C/W0 275/W0 t (S)
-1
Funcéo seno

-Wo

(Tozizz_n
fo Wy

A transformada da funcgéo seno sera obtida com base no resultado anterior.

sm=ﬁmwoﬂm@w-g}mm@ﬁﬂ;@:mmpﬁ{

sl )]

|

7Z'T0

2 2rx

Wo £ (rads?)

)

. n : T
A diferenca entre as fun¢des seno e co-seno reside num atraso temporal de 70 . Com base

na propriedade de atraso temporal e na transformada da funcéo co-seno, é possivel obter

a transformada da fungéo seno.

El
Como cos(Wyt) —  z[S(W—wp)+S(W+W)],

~ - TO g _JWI
Entéo sin(wgt) = cos| w, t_T — zlsw-wp)+SW+wy)le 4.

A transformada de Fourier do seno e nula, excepto em +w,, devido a presenga de
impulsos de Dirac centrados em +w,.E entdo possivel simplificar a expressio,

analisando o seu valor nos pontos +w, .
Se w=w,:

to _ jzi-LO

Fls(t)]= 7:5(0)e_jwOZ +0=re % =ze

Se w=-w,:

T

U2
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slst)]=0+m5(0)e 4 =z 04 =z’ =z(j)
Entéo,

5[s(t)] = 75 (W—wg ) (=) + 75 (W+wg)(j)
=
s(t)]= jz[ow+wp) - S(w-wp)]

A diferenca entre a transformada das funcBes seno e co-seno reside no facto de se
encontrarem em planos (dominios) diferentes. A transformada do co-seno é real, ao
contrario da transformada de Fourier do seno, que é imaginaria.

A Re
cos(Wot)
o4
I '“ I 5
,-'..-'WO Wo ” -1
O W (rads™)
T sin(wit)
m
Degrau unitario
1, t>0 1
u(t) = Flu(t) [=mo (W) + —
(1 {07 <o MOl=mW
Funcéo periddica genérica
. ~+00 ~+00 - 272_
Seja f(t)= D x(t—kT) ou f(t)= D c,e’™, WO:?
N=-00 N=—00

Entao,

s t)]=w, +fF(nwo)CS(w-nwo) ou S[f(t)]=2x +fcnﬁ(\/v—nwo)

N=—o00 n=—o0
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A transformada de Fourier de uma funcdo periodica é uma sequéncia de impulsos
equidistantes localizados nas frequéncias harmonicas (mdaltiplas) da frequéncia
fundamental (wo).

Exemplos de aplicaco:

Teorema da amostragem

O estudo do teorema da amostragem serd baseado num sinal v(t), cujo espectro na
frequéncia V(f) é limitado, com largura f,. Iremos verificar qual o efeito da amostragem
sobre o espectro V(f), e quais as condi¢des para que o sinal v(t) seja recuperado a partir do
sinal amostrado. Todo o processo sera visualizado por meio de esquemas, nos dominios
do tempo e da frequéncia.

O primeiro passo consiste em amostrar o sinal v(t), no tempo. Um dos processos para
modelar este passo consiste em multiplicar o sinal por uma cadeia de impulsos de Dirac,
linearmente espacados no tempo, com periodo T,.

a V@ a2 VO
§
_—
A 1
Vt 'fm fm 'f
A A
X reprad(t) & UTarepyrd(f ¥
_
-3Ta -2Ta -Ta |0 Ta 2Ta 3Ta t 2/Ta  -1/Ta 0 UTa  2/Taf
Va(t) Va(f)=1/Ta repyrV(f)
& A T,
A ' —_— ’
........................ UT g s
1 1 I I . R /] \\l\ A: ..........
-3Ta -2Ta -Ta [0 Ta 2Ta 3Ta t -1/Ta -fn 0 fu 1/Ta f

Verifica-se que o sinal amostrado va(t) tem como espectro uma repeticao do espectro de
v(t), em intervalos de frequéncia 1/Ta. E facil verificar no esquema a importancia que tem
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0 periodo de amostragem na recuperagdo do sinal : Se f, <(1/T, - f,), ndo existe
sobreposicdo das componentes espectrais, e o sinal V(f) é recuperavel. Se
fn>@/T,—f,), a sobreposicdo das componentes espectrais leva a deformagdo do

espectro original, ndo sendo por isso possivel a recuperacdo de V(f). Essa relacdo pode ser
apresentada de outra forma,

fo <@/T,— ) < 2fM<1/T, < 2fm< 1,

onde f, € a frequéncia de amostragem. Significa que para um sinal amostrado ser
recuperavel, a frequéncia de amostragem deve ser maior ou igual a duas vezes a largura
de banda do sinal.

O sinal v(t) pode agora ser recuperado filtrando o sinal amostrado. Supondo que a
frequéncia de amostragem é suficientemente elevada para ndo existir sobreposicao
espectral (aliasing), o sinal v,(t) € colocado a entrada de um filtro passa-baixo, h(t). A
saida do sistema v(t) € como ja& sabemos, resultado da convolucdo da resposta
impulsional h(t) pelo sinal de entrada v(t).

Va(t) Va(f)=1/Ta repym.V(f)
A
g
I """ 1 _— UT,
3Ta 2Ta -Ta |0 Ta 2Ta 3Ta 't - UYTa  -f, o f,  1UTa f
* X
4 h(t)
A H(®)
_
1
£, 0 f, f
A V(O l
3
....... _ g
1
3Ta -2Ta -Ta  Ta 2Ta 3Ta t -fn fm f
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No dominio do tempo, existe uma convolucdo entre va(t) e h(t), o que resulta num
conjunto de sinais interpolados, que no seu conjunto formam a funcéo inicial. Por outro
lado, existe na frequéncia um produto entre o espectro V,(f) e a funcdo de transferéncia
H(f). O sinal resultante tem as mesmas caracteristicas que o sinal original, de entre as
quais se podem salientar a largura de banda e o contetdo espectral (forma).

Este exercicio é um exemplo da importancia que as transformadas de Fourier tém na
analise de sinais. Como foi possivel verificar, todo o processo se tornou mais facil de
analisar no dominio da frequéncia.

Modulacédo

A modulacdo de sinais consiste em transportar para frequéncias mais elevadas um sinal
de banda base. Tal é conseguido multiplicando o sinal por uma funcdo sinusoidal de
frequéncia elevada. Como consequéncia, o espectro do sinal de banda base € deslocado
ao longo do eixo de frequéncias, para frequéncias positivas e negativas.

Sinal banda base: h(t) %5 H (f)
Sinal modulado: h(t) cos(2fyt) LN H(f — fo)+H(f + fp)
A H a H(E=fo)+H(f+fo)
__A “A
B TB
-, f, f fofy -f!0 fo.fy fo-fy fi) fotfy %

(Supde-se que fo>>f;)
Do esquema anterior verifica-se que:

e Os componentes mais importantes do sinal ficam centrados em fj.

e Embora H(f) tenha largura de banda fi, o sinal H(f-fp) tem largura espectral 2f;. a
modulacdo duplica a largura espectral do sinal, isto €, a parte negativa do sinal
aparece do lado positivo do eixo das frequéncias (e a componente positiva aparece
do lado negativo).

Exemplo 1: Calcular o espectro do sinal s(t). s 4

-t/2 /2

v
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Um dos processos para calcular o espectro de s(t) é considera-lo como o produto de dois
sinais no tempo: Um sinal rectangular e um sinal sinusoidal.

/\S(t)
f

O sinal rectangular e a funcéo sinusoidal tém transformadas conhecidas. A transformada

cos(2nfyt)

.

A

Arect (t/1)

A

I

X

-1/2

de s(t) seré igual a convolucdo dos espectros das fungdes rectangular e sinusoidal.

cos(2nfot)

X
A Avrect (U/7)

1

—

-1/2 /2

/N\_,

fo

-V

-V

/2

v
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Exemplo 2:

Representar o sinal s(t) e o seu espectro, S(f).

v

[
>

p(t) s(t)
r(t)
A p()=1+cos(2nfyt)
A
= Al
e
‘ 1T 1/2 ‘
Vt 'fO fo 'f
X A r(t)=cos(2xfit) *
A
F
A T-1 A
t
'fl f]_ Vf
A 00 N
F
—_— A T-1 A
Jlly ﬂﬂ (\A IR R
V UV v U VU UV t I I 412 I I
-f-fo -fy -frufy fi-fo £ fi+f =f
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Como exercicio, procure um processo para recuperar o sinal banda base, e mostre com
base em esquemas as fases mais importantes.
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Transformadas de Laplace
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Definicao

A Transformada de Laplace de uma funcao f(t) é definida como:
+00

F(s)=/[f(t)]= j f(t)e S'dt (t>0)
0

onde s=o+ jw é uma varidvel complexa.

A Transformada de Laplace tem aplicacdo em sistemas onde o fendmeno em causa se
inicia no instante t=0s (E importante referir que a quase totalidade dos circuitos
eléctricos sdo desse género). E por isso muito utilizada no estudo dos fendmenos
transitorios.

Por sua vez, a Transformada de Fourier é utilizada em sistemas sem transicdes,
considerando que estes ndo variam, ou que sdo invariantes durante um longo periodo de
tempo.

Propriedades
Linearidade

/[af (t) £bg(t)] = aF (s) £bG(s)

Diferenciacéo
df (t)
(| —=|=sF(s)—- f(0"
{ ot } (s)—f(07)

Como extensdo desta propriedade,

Q)
z{—d dtt](t)}:s”F(s)—s”lf(O*)—S”Zf’(0+)—5"3f"(0+)---— 1207

f(0™) é o valor que a fungdo toma imediatamente a seguir ao instante inicial.
Integracdo
Se f(t) tiver transformada de Laplace,

Af®]=F(s)

Significa que:
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{I f(é)di} F8L 20 o)

onde fY(0%)= Ilim j f(¢)de

t—>0"

Caso particular:
{[f(s)d} F@)
S

Diferenciagéo na frequéncia

é[t f(t)] (1)”OI F(S)

Aplicando a propriedade de linearidade sobre a expressao anterior,

g[( ey (t)] d(”)F(S)

Atraso ou avango no tempo
A um atraso no tempo de a corresponde uma multiplicacdo na frequéncia da

transformada F(s) por €®. Um avanco no tempo de a reflecte-se na frequéncia pela
presenca de um coeficiente dado por e®.

([f(t+a)]=F(s)e*™

Translacéo na frequéncia

|t e |=F(s+a)
é[f (t)eas]: F(s—a)
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Convolugéo / multiplicacdo

[0 * f5(1)] = Fi(s) - Fa(s)
1) f,()]= ﬂ][ﬁ(s) Fo(s)]

Teorema do valor inicial

I|m f(t)= lim sF(s)

t—0" §—+0

Teorema do valor final

lim f(t)= I|m sF(s)

t—+0

Transformadas de algumas funcgdes tipicas

1, t>0
1. u()= 0 t<0

—-S

—st —st _St e . 0—1 _ 1
fu(t)]= ju(t)e dt = je dt—[ } =—=7

at e—at

2. f(t)=sinh(at) =e_T

+00 _at — +00

1 )= tlsinh(at)] = | Q‘T e St = % [leta —etca9) h =
0

0

_l et(a—s)_et(—a—s) +°°_1 e—t(s—a)+e—t(a+s) +°°_1(_ 1 ) 1 )_
2| a-s —-a-=5 0 2| a-s a+s 0 2\ a-s a+s

_1l{-a-s—-a+s)_1f -2a }_a
2\ a’-s? 2\a%?-s?) s?2-a2
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3. f(t)=e™

+00 +o0 ~t(s—a) +0
E[eat]= J‘eat e~ Stgt = J‘e—t(S—a)dt _| £ _ 0 B 1 _ 1
0 0 —(s—a) 0 —(s-a) —-(s—a) s-a

Transformada inversa de Laplace

A transformada inversa de Laplace permite obter uma resposta no tempo, a partir de uma
expressdao com dominio na frequéncia. No entanto, a definicdo de transformada inversa é
pouco utilizada.

No seu lugar, é aplicado um processo de decomposicdo em fracgcdes parciais, que visa
decompor uma expressdo racional num somatério de fungdes mais simples, que tém
transformada inversa fornecida em tabelas.

Seja F(s) uma transformada de Laplace do tipo racional:

_N(s) _ (5-7)(5-25)(5-23)...(5—Zm)
D(s) (s—p)(s—P2)(s—P3)...(S— PNn)

F(s)

onde os termos z,,z,,...Z, € Py, Pys--- P, SA0 NUMeros reais. N(s) € o numerador e D(s)
é 0 denominador. O grau do numerador € M e o grau do denominador D(s) é N. O grau do
denominador é também designado ordem da funcdo F(s). os pdlos F(s) sdo os valores
p,, 1=12,...,N eoszerosde F(s) sdo os valores z,, i=12,...,M.

No seguinte desenvolvimento, iremos supor que N > M, isto é, o grau do denominador é

maior ou igual ao grau do numerador.
A decomposicdo em fraccBes parciais serd analisada em trés situacdes:

1 — Po6los reais simples

Se a transformada F(s) tiver um polo real simples,

Fe)=NO_ ko,
D(s) (s—$o)
ko € dado por
ko = (5= 30)F (8)]_s,
e

f_l kO — kOeSOt
S—Sg
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Exemplo:

Calcular a transformada inversa de F(s) = 25;3
S°+5s5+6

O denominador de F(s) pode ser factorizado, e é igual a (s +2)(s + 3).

s-3 A N B
(s+2)(s+3) s+2 s+3

F(s)=

s—3
A=C ROl 2=, "
S=—

s—3 -3-3
B=(5+3)F(). =2 = -
(S+IFE_4 S+2|_3 —3+2

Substituindo os resultados de A e B na expresséo de F(s),

F(s):_—5+i
s+2 s+3

A transformada inversa é:

f(t)=¢HF(@s)} = z‘l{_—5 + i} = z—l{i} + z‘l{i} = —56—1{L} 64—1{i} =
s+2 s+3 S+2 s+3 S+2 s+3

— e 2 4 ge

2 — Poélos complexos

NO -k ko
D(s) (s—a-jf) (s-a+ip)

F(s)

Aqui utiliza-se um procedimento como no caso anterior. k; € dado por:

k=(s-a~iAFO)_,.,

k=(s—a+iBFO)_, i

A transformada inversa fica:
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fyort] KK L clerioh | fglain)
s—a—-Jf s—-a+]p

Como k; € um numero complexo, pode-se escrever na forma polar:
K =Mel? = g =Me ¥
f(t) = Me 9eleiBt | \g-idgla=ipk _ Meat(ej¢+jﬂt +e—j¢—jﬁt): Meat(ej(¢+ﬂt) +e—j(¢—ﬁt))=
= 2Me“ cos(¢ + A)
Sempre que a transformada F(s) conter um par de pélos complexos conjugados, a

transformada inversa f (t) = E‘l[F(s)] tera um termo sinusoidal.

3 — Pdlos reais de ordem multipla

G-NO__ NG
D(S) (s—50)"Dy(9)
ko kl ...+—kn_1

= +
(5—50)" (s—59)"" (s —5o)

A expansdo em fracgOes parciais tem n termos. Os valores kg, kq,...k,_; séo definidos

por:

o =(s-50)"F ()| __

kg :%[(5_30)” F(S)]

(--)

S:SO

corresponde um termo do sinal f(t) dados por:

A cada termo da forma Lk
(s—5sp)

g—l A — A 1 tk—leSOt
(s—sg)* (k-D)!
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Exemplo:

2
Seja F(s) = S'2+—35+1 . Calcule a transformada inversa, f(t).

s (s+1)
F(s) tem 1 polo real simples dado por (s+1), e um polo real maltiplo (s%).

s2+3s+1 A, B, B
2 - t ot
s(s+1) s+1 s° s

2
s“+3s+1 1-3+1
Ay=(s +1)F(s)|$=_1 == - -1
S 1
s=-1
2 s2+3s+1
By =s F(s)‘ = =1
s=0 s+1
s=0
2 ' 2
Blzli[szl:(s)l _[sT+3s+1 _[2s+3 s°+3s+1 3.1,
U ds 5=0 s+1 s+1 (3+1)2 11
5=0 s=0
Entéo,
-1 2 1
F(S)=——+2+—
) s+1 s s°

A partir deste resultado, torna-se simples calcular f(t), utilizando uma tabela de
transformadas:

ft)=¢F(s)]=-1et +2+t, t>0

As transformadas de Laplace tém grande aplicacdo na resolucédo de equacdes diferenciais.
O processo de resolucdo substitui os calculos envolvendo derivadas ou integrais, por
operacdes algebricas, porque todos os calculos séo realizados no dominio da frequéncia.

Equacao diferencial Solugdo no dominio do tempo (t)
Transformada de Laplace Transformada inversa de Laplace
U 0

Equacdo algébrica = Solucdo no dominio da frequéncia (s)
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Exemplo:
- . d?y L dy N
Resolva a seguinte equacéo: d—2+SE+2y:u(t), sabendo que y(0")=1,
t
W o6 yi)—Lv(s).
dt}_o+

Aplicando as propriedades da diferenciacéo e da linearidade:

2
0 M+3O'—y+2y =z{u(t)}<:>sz\((s)—sy(o+)—M +3s\((s)—3y(o+)+2\((s)=1
dt> dt dt |o_g+ s
=
sZY(s)+s—2+35Y(s)+3+2Y(s):%

<
Y(s)(s2 +3s+2)=£—s—1
S
=
1-s2—s —s?_s+1

Yio)= s(s2 +35+2): 5(32 +3s+2)

Qual a solu¢édo no tempo?

Para calcular y(t) = ¢*{Y(s)}, é necessario factorizar o denominador de Y(s), e depois
utilizar a decomposicdo em fraccdes parciais do denominador.

e Factorizacdo do denominador
S(s2+35+2)=0<5=0vs?+35+2=0<5s=0vs=-—2vs=-1

e Decomposicdo em fracgOes parciais

Y(S):é+i+i
S Ss+2 s+1
2
—s“—s+1 1
A=SF o= 2 e, 2
—s?-s+l  —4+2+1 1

B=(s+2)F(9)|

=27 s(sel) |, -2-2+) 2

S=—
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—s?_s+1 “141+1

C (S +1)F(S)|S— 1 Wsz_l :_—1:—1

Substituindo,
‘is y }/
(8) = s+2 s+1

O célculo da transformada inversa é realizado com base em transformadas elementares,
presentes nas tabelas de transformadas:

y©) =y ()= y y u(t)—ie—”—e—t t>0

s+2 s+1 2 2

Até este ponto, em todos os exemplos dados, a ordem do denominador foi sempre maior
que a ordem do numerador. Sera agora apresentado um exemplo em que a ordem do
numerador € superior a ordem do denominador.

Exemplo:

Calcular a transformada inversa de F(s).

$3 45524 9s+7
s?2 43542

F(s) =

O numerador tem ordem superior & do denominador. E necessério dividir o numerador
pelo denominador:

$3 4552 4+9s+7|s2+3s+2

_s%_3s%2 _2s S+2
0 +2s°+7s+7
—2s% —6s—4
0 +s +3
e fica:
F(s)=s+2+ 5+3

s?+3s+2
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Decomposicdo em fraccdes parciais da fraccao:

S+3 S+3

A

B

= frd +
s24+35+2 (S+1(s+2) s+1 s+2

s+2|.4, 1
=33 _1_
s+1j,_, -1

Entdo F(S)=S+2+—2 -

s+1 s+2
— - —_— 1 B B )
rHEG = Ns124+ - —£15+2511+2€1{

{ ()} { s+1 S+2} {} {}

= 5'(t)+25(t)+ 2e ™ —e 72
Nota:

11— 550t

—4> ® l Propriedade da diferenciagéo

s———35'(t)

Serdo a seguir apresentados dois exemplos, que demonstram a aplicacdo das

transformadas de Laplace na procura da solucdo de circuitos eléctricos.

Exemplo 1:

Obter a solucdo do circuito quando a entrada for excitada por um degrau unitario.

Suponha que y(0) =0.

X(t) ——

Equagéo diferencial: x(t) = y(t) + RC di;it)
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Transformando a equac&o diferencial para o dominio da frequéncia,
X(s) =Y (s)+RC(sY(s) - y(0"))

Se x(t)=u(t) = X(s)==.Como y(0*)=0,
S

1 _A B
S1+RCs) s 1+RCs

%:Y(s)+RCsY(S)<:>Y(S)=

A=sY(s) _, =1

B =(1+RCs)Y(s)|,__ v =-RC
~ /RC

Entéo,

RC 1 1

Y(s)==- -
s 1+RCs s s+

RC

Aplicando a transformada inversa,

t t

y(t)=u(t)—e RC =1-e RC t>0

Exemplo 2:

Obter a solugdo do sistema quando x(t) = u(t) . Suponham que o condensador se encontra
inicialmente descarregado.

X(®) R y(®

No lugar da equacéo diferencial do sistema, iremos transformar as grandezas do circuito
para o dominio da frequéncia.
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X(t) —=—> X (5)
y(t) ——Y (s)
R—5R
c—, 1L

sC

Podemos agora considerar os componentes R e C como impedancias.

Zc
—
X(s) Zg Y(s)
Y(9) = X(8) 2B = X (8) — - = X (5) s
Zp+Z¢ Ry L 1+sRC
sC
1
Como X(s) =
YR __A, B
sS1+sRC) s 1+sRC
_ SRC B
1+sRC|,_g
A - RC
S ls=1gc
Substituindo,
Y(s) = RC _ RC _ 1
1+sRC RC i+s
RC RC
Aplicando a transformada inversa sobre Y(s),
1 _t
y®) =y s) = =e RC t>0
S+

RC
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