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Resumo: Varias aproximagoes a estatistica razao de verosimilhangas tém sido recen-
temente propostas na literatura com o objectivo de melhorar a inferéncia sobre um
parametro popupacional #. Neste trabalho consideram-se as aproximagoes propostas
por Barndorff-Nielsen e Severini e apresenta-se uma possivel aproximacao bootstrap
a estatistica razao de verosimilhangas. Num estudo de simulac@o determinam-se in-
tervalos de confianga para o quantil de probabilidade p através da estatistica razao
de verosimilhancas e da aproximacgao de Severini com o objectivo de comparar o de-
sempenho destas metodologias. Na construgao dos intervalos de confianga recorre-se
a distribui¢ao normal bem como as distribui¢des bootstrap.

Palavras—chave: razdo de verosimilhangas, bootstrap, intervalo de confianca, cen-
sura a direita.

Abstract: Several approximations to the likelihood ratio statistic have been recently
proposed in literature in order to improve the inference about a populational parameter
f. Here we consider the approximations proposed by Barndorff-Nielsen and Severini
and we present a possible bootstrap approximation to the likelihood ratio statistic. In
a simulation study we obtain confidence intervals for the p quantile using the original
likelihood ratio statistic and Severini’s approximation in order to compare the perfor-
mance of these methodologies. In the construction of the confidence intervals we use
the normal distribution as well as the bootstrap distributions.

Keywords: likelihood ratio, bootstrap, confidence interval, right censoring.

1 Introdugao

A funcdo de verosimilhanga foi proposta por Fisher (1922) como sendo uma
medida de plausibilidade relativa de vérios valores de um dado parametro . O
principio da maxima verosimilhanga é hoje amplamente usado na Inferéncia Es-
tatistica, na medida em que constitui um método versatil e muito mais geral que
outros conhecidos métodos de estimacgido. Apesar de as propriedades assimpto-
ticas dos métodos baseados na verosimilhanga terem sido estudadas durante
décadas, continuam a ser uma area em investigacdo. Na verdade, grande parte
do trabalho desenvolvido baseia-se em conjuntos de observagoes completas, en-
quanto aspectos relativos & distribui¢do da estatistica razao de verosimilhancas
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em contextos de observagdes incompletas, como acontece, por exemplo, quando
os dados em causa sao censurados, permanecem menos estudados. Assim, neste
trabalho, confere-se especial interesse a dados censurados & direita e, em par-
ticular, provenientes de distribuiges pertencentes a familia de localizacao e
escala.

Considere-se uma amostra aleatoria Y = {y1, 2, ..., yn} de n observacoes in-
dependentes que pode ser modelada como sendo proveniente de uma distribuicio
de probabilidade continua com funcéo densidade de probabilidade f(y,#) onde
0 é um parametro que toma valores em R? e é da forma 0 = (1, A), sendo v
um parametro real de interesse e A um vector de pardmetros perturbadores de
dimensao d — 1. A fungdo de verosimilhanca de Y é definida como sendo uma,
fungéao de 6, proporcional & fungao densidade do modelo e é dada por

L) = ] f(wilo).

i=1

Consequentemente, a fun¢ao log-verosimilhanca ¢ dada por

1(6) = log L(8) = 3 log(f (3116)).

i=1

Maximizando as funcGes de verosimilhanga e log-verosimilhanca em ordem a
6, obtém-se estimadores para parametros desconhecidos de um dado modelo, a
partir de um conjunto de dados disponivel. A estimativa de maxima verosimi-
lhanca de 6 = (1, \) é notada por § = (1, \) e obtém-se resolvendo o sistema
de equacoes % =S

Na inferéncia sobre 1) é frequente recorrer-se & estatistica razao de verosimi-
lhancas que é definida como

ou & estatistica log-razao de verosimilhancas dada por
R*(y) = —2log(LR(3)) = 2{1(6) — 1(0y)}

ja que, para grandes amostras, se tem R?(¢)) ~ x?2.
A estatistica "signed likelihood" é definida como

R(v) = sign(¥ — 1)1/ 2{1(8) — 1(0y)}, (1)

onde é,z,r. denota o estimador de méaxima verosimilhanca de @ para 1 fixo e
sign(z) = |z|/x.




Actas do XII Congresso Anual da SPE 511

A estatistica R(1)) é assimptoticamente normal standard com erro de ordem
O(n='/2). Assim, os limites de um intervalo de confianca a 100(1 — @)% para
1 com base em R(1)) sdo dados pela solugao das equagoes

R(w)—z(%) =0 e R(w)+z(%) =0. 2)
Porém, esta aproximacao pode ser pobre na presenca de parametros pertur-
badores ou se a amostra em causa for de pequena dimensao dado que a estatistica
"signed-likelihood" nao se comporta como uma verdadeira verosimilhanca e logo
nao possui todas as propriedades desta funcao. Assim, com o objectivo de me-
lhorar a inferéncia sobre 1, durante as duas tltimas décadas, tém sido propostos
na literatura diversos procedimentos baseados na verosimilhanca que apresen-
tam grande precisao, mesmo em amostras de dimensao reduzida, entre os quais
se destacam os ajustamentos a estatistica R(1)) propostos por Barndorff-Nielsen
(1986,1991) e Severini (1999).

2 Aproximacoes a razao de verosimilhancgas

Com o objectivo de melhorar a convergéncia da distribuicdo da estatistica
"signed-likelihood" para a distribuicdo normal, Barndorff-Nielsen (1986,1991)
e Severini (1999) propoem modificagoes da forma

5 U (w)) 1
R(y) = R(¢) + 1o (— = 3
) = B +log (53 ) 775 3)
onde R(1) é a estatistica "signed-likelihood" definida em (1) e U (%)) é um valor
real que pode ser obtido de diferentes formas. O factor de ajustamento U(v))
de Barndorff-Nielsen (1986,1991) é definido como

L (0) = 15(8y) 1,5(00) ‘
15(0)—15(6 ly5(6
e s 7,\( ) ,,\f w) :\A( ) (4)
\/ 1766(0)[13xx ()]
Note-se que
0 0 0 0
1;1;(0) = 6‘1&1(9)7 z;;(e) = 51(6) lyg(0) = (—ﬁz;d(e), a0) = 5/(1;;\(6)
©

joo(8) = | Twv(0) mw”_{ %ll(a) 5%1(9)]7
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sendo )\ o vector de parametros perturbadores e Ao respectivo estimador de
maéaxima verosimilhanca. Iy

De facto, verifica-se que a distribui¢io de R(1) com Upn(v)) é assimptotica-
mente normal standard com erro de ordem O(n‘S/ 2), 0 que conduz a testes de
significancia e limites de confianga bastante precisos (Barndorff-Nielsen, 1991).

Porém, o calculo do factor de ajustamento Upn (1)) pode tornar-se dificil uma
vez que envolve a determinacdo de um conjunto de derivadas em que é necessario
recorrer a uma estatistica ancilar a para factorizar a fungao log-verosimilhanca
na forma [(6) = I(6; 0|a), sendo na maior parte dos casos, limitado aos modelos
da familia exponencial. Com o objectivo de desenvolver uma aproximagao que
seja facilmente calculada para um leque mais vasto de modelos, Severini (1999)
propoe que o calculo do factor de ajustamento U (1) se baseie apenas na fungao
log-verosimilhanga e nas respectivas derivadas parciais em relacao aos parame-
tros do modelo e ndo em relagdo aos estimadores de maxima verosimilhanca,
como acontecia com Upn (¥).

Assim, o factor de ajustamento proposto por Severini (1999) é dado por

‘ Ay() Exp(¥) ‘

Us() = Ax(y)  Za(w) 7 (5)

L6 (6)]17ax (6]

onde as matrizes Aw(dz) e Ax(1) sdo as componentes de A(v), definida por

>
—~
<
sk
Il
ey
—~
D
SN—r
=
—~
s

)71 [Q0u:8) - Q@:0)],

e as matrizes 3y, (¥) e 35 (1) sdo as componentes de 3(1)), definida por

com

n n

i=1 i=1

sendo (/) () a funcdo de log-verosimilhanga relativamente a j-ésima observagao
e 1 (0) a matriz das derivadas parciais de [(9)(6).

Os limites de um intervalo de confianga a 100(1 — @)% para v com base em
R(y) sao dados pela solucao das equagoes

R(¥) —z(%) % 0 e R(w)+z<%) A6 (6)

sendo R(v) obtido a partir do factor de ajustamento Upn (1) ou Usg(1) definidos
em (4) e (5), respectivamente.
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Neste trabalho propoem-se duas aproximagoes bootstrap a estatistica razao
de verosimilhancgas obtidas com base nas distribui¢oes empiricas das fungdes
R(%) e R(%)) definidas em (1) e (3), respectivamente.

Seja F'(1)) uma fungdo que pode representar R(t) ou R(1). A distribuicio
empirica de F(1) é calculada recorrendo a Fy, Fy,..., F};, valores calculados
da seguinte forma:

e para i = 1,..., B seleccionam-se aleatoriamente com reposicao n valores
da amostra original Y, formando-se assim uma nova amostra Y;*;

e recorrendo & amostra Y;* calcula-se o valor de F = F (1), sendo 9 o

estimador de maxima verosimilhanca da amostra original.

O quantil —a, v*(a), da distribui¢do empirica de F(1)) é definido como sendo
o (B + 1)a-ésimo valor ordenado de F}*.

Assim, os limites de um intervalo de confianga bootstrap a 100(1 — «)% para
1 sao dados pela solucao das equagoes

F(y) —v* (1 2 %) =0 e F(¥)-v* (%) 0 (7)

3 Estudo de simulagao

A maior dificuldade em generalizar os procedimentos de estimacgao usuais para
dados censurados deve-se ao facto de, sob censura, a fungao log-verosimilhanca
e as suas derivadas serem uma mistura de varidveis aleatérias com uma parte
discreta e uma parte continua, tornando o seu célculo muito complexo. As-
sim, num estudo de simulacao levado a efeito no software estatistico R-Project
estudou-se a fiabilidade dos intervalos de confianca definidos por Severini (1999)
em diferentes situagdes. Para tal, recorreu-se a estatistica "signed-likelihood"
definida em (1), & aproximagdo definida em (3) com o factor de ajustamento
proposto por Severini (1999) conforme se definiu em (5) e as respectivas aproxi-
magoes bootstrap para a determinagdo de intervalos de confianga para o quantil
de probabilidade p (¢,) num contexto de censura & direita, onde os dados sao
provenientes de uma distribuicio Weibull, cuja funcao densidade de probabili-
dade se define por

1 log(t) —
fltp,0) = —¢<M), t>0,UeR e o3>0,
ot o
sendo ¢(z) = exp(z — exp(z)) e t, definido por

tp = exp(p + 27 (p)o),

onde ®~!(p) = log(—log(1l — p)).
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Na situacdo concreta de a distribuigdo em causa ser Weibull, a obtencao
do factor de ajustamento U(v) em (3) fica inviabilizada devido & inexistén-
cia de uma estatistica ancilar para a factorizagao da fungao log-verosimilhanca
1(0) = 1(6;6|a), revelando-se assim bastante til a aproximacio prosposta por
Severini em (5).

Geraram-se amostras de dimensdo n=10 e 30 de uma distribui¢ao Weibull
com parametros de localizagao i = 0 e escala o = 1, censuradas artificialmente
pelo tempo nos valores correspondentes a uma propor¢ao de falhas py=0.1, 0.3,
0.5, 0.7 € 0.9. O mecanismo de obtencao das amostras censuradas foi o seguinte:

1. Considerar r = n.py e Uy =0

2. Gerar aleatoriamente r observacoes Uy, ...,U, de uma variavel com dis-
tribuicao Uniforme(0,1)

3. Calcular as correspondentes estatisticas ordinais
U =1—(1-Uu_1)A=Uy)7=F1, i=1,..r
4. A amostra aleatoria é definida por
X MU el o

Para cada das amostras geradas calcularam-se intervalos de confianca a 95%
definidos em (2), (6) e (7) para os quantis de probabilidade p=0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e
0.9. O intervalo de confianca com base na estatistica "signed-likelihood" original
definido em (2) é notado por Ig, o intervalo obtido com base na aproximacao
R(1) e definido em (6) é notado por Iz, e os intervalos bootstrap com base em
R(¢) e R(1) definidos por (7) por Ig- e IRy, respectivamente. A estatistica

R(w) foi sempre calculada a partir do factor de ajustamento Ug(v) proposto
por Severini (1999) e definido em (5). Na obtencdo da distribuigdo empirica
de R(y) e R(3) usaram-se B = 999 réplicas bootstrap. Este procedimento
foi repetido 1000 vezes e registou-se o numero de intervalos de confianca que,
em cada situagdo, continham o parametro de interesse ¢,, tendo-se aproximado
a probabilidade de cobertura pelo quociente entre o nimero de intervalos que
continham o verdadeiro paradmetro e o niumero total de intervalos determinados.

As probabilidades de cobertura estimadas dos intervalos de confianca a 95%
Ig, Igg, Ir~ € Ir; para o quantil de probabilidade p (t,), em fungéo da dimensao
da amostra (n) e da propor¢ao de falhas (ps) apresentam-se na Figura 1.

Os resultados obtidos foram bastante satisfatérios mesmo para n = 10,
registando-se uma tendéncia global para o aumento das probabilidades de cober-
tura quando n aumenta. Os intervalos Ir, e Ig; tendem a apresentar proba-
bilidades de cobertura mais proximas da probablhdade de cobertura nominal
que os intervalos Ir e Ir~. Para py = 0.3 obtém-se aproximagcoes muito pobres
o que se deve ao facto de a censura ser forte dado que se verifica a existéncia
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Figura 1: Probabilidade de cobertura estimada para os intervalos de confianca
a 95% IR, Irs, Ir e Ig: para o quantil de probabilidade p (p = 0.1,0.3,0.7 e

0.9), em fungao da proporgao de falhas (p; = 0.3,0.5,0.7 e 0.9) para n. = 10 (a)
en =30 (b).

de um nimero elevado de conjuntos de dados simulados onde a proporc¢ao de
falhas é nula, o que inviabiliza o processo de estimacdo. Para atenuar esta situ-
agao, optou-se por retirar todos os conjuntos de dados simulados para os quais
o naimero de falhas é inferior a 2, dado que para estas situacoes as amostras
geradas nao facilitam o recurso aos métodos numeéricos inerentes & estimacao de
maxima verosimilhanga. Mais concretamente, se o niimero de falhas for 0 nao
existe estimativa de maxima verosimilhanga e, se o niimero de falhas for 1, em
geral, o método iterativo ndo converge. Sdo também de assinalar os casos em
que p toma valores préximos da proporcao de falhas, pf, e o ntimero esperado de
falhas é reduzido, os quais traduzem alguma inexactidio nas aproximacoes obti-
das. Esta "situagdo critica" aparece frequentemente identificada na literatura
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e, segundo Jeng e Meeker (2000), relaciona-se com o facto de a distribui¢do do
estimador de maxima verosimilhanca de ¢, depender fortemente de py quando
p=Dpf-

Com o objectivo de completar a informacao apresentada, construiram-se
as box-plots relativas as amplitudes dos intervalos de confianca calculados, em
funcdo da dimensao da amostra (n) e da proporcao de falhas (py), as quais se
apresentam na Figura 2.
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Figura 2: Box-plots das amplitudes dos intervalos de confianca a 95% Ig, Ig,,
\ Ip~ e Ipx para o quantil de probabilidade p (p = 0.1,0.3,0.7 e 0.9), em fungao
| da proporgao de falhas (py = 0.3,0.5,0.7 e 0.9) para n = 10 e n = 30.
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As diferencas entre as amplitudes dos intervalos obtidos através das diferen-
tes metodologias ndo parecem ser significativas. Regista-se uma tendéncia para
o aumento das amplitudes dos intervalos de confianca obtidos quando o quan-
til de probabilidade a estimar aumenta, mais visivel nos intervalos Ir, e Igx.
Por outro lado, é notéria a diminuicdo das amplitudes dos intervalos de confi-
anca quando p; aumenta, obtendo-se, em particular, grandes amplitudes quando
ps < p. Regista-se também uma diminuic¢ao das amplitudes médias quando n
aumenta.

4 Consideragoes finais

Neste trabalho procede-se a uma revisao dos ajustamentos a estatistica razao de
verosimilhancas propostos por Barndorff-Nielsen (1986,1991) e Severini (1999),
aplicando-se este tltimo sob condigdes muito gerais e revelando-se eficaz na de-
terminacéo de intervalos de confianga para parametros populacionais. A aproxi-
magcao proposta por Severini revela-se bastante util perante a impossibilidade de
calcular a estatistica de Barndorff-Nielsen para alguns modelos, em particular
aqueles que tém subjacentes processos de censura.

Num estudo de simulagdo, determinam-se intervalos de confianca para o
quantil de probabilidade p em amostras censuradas artificialmente pelo tempo,
usando a estatistica "signed-likelihood" e a aproximagao proposta por Seve-
rini com base na distribuicdo normal e nas respectivas distribui¢oes bootstrap.
Constata-se que a estatistica de Severini e a sua aproximacao bootstrap con-
duzem a resultados bastante satisfatorios, pelo que se considera relevante a sua
aplicacdo a outros contextos, num trabalho futuro. Trata-se de uma aproxi-
macao bastante simples que se revela eficaz na determinacdo de intervalos de
confianca para qualquer estatistica, ainda que para amostras de pequena dimen-
s30.
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