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Resumo: A distribuicao dos estimadores de maxima verosimilhanga, em contextos
de censura pelo tempo, depende de parametros perturbadores que impossibilitam a
determinaciao de intervalos de confianga exactos para os parametros populacionais.
Nestas situagdes, sio usados resultados assimptéticos, que permitem obter intervalos
de confianca aproximados, com uma probabilidade de cobertura préxima da confianca
do intervalo. Neste trabalho, utiliza-se a metodologia PBSRLLR'" na determinagéo de
intervalos de confianca aproximados para parametros populacionais, de distribuigdes
pertencentes a familia de Log-Localizagio e Escala, em especial Weibull e Lognormal.
Pretende-se estudar a evolugao da probabilidade de cobertura dos intervalos, para o
quantil de probabilidade p, de acordo com vérios factores:

e a dimensio da amostra (em especial amostras de pequena dimenséo);
e a proporgao de falhas na amostra;

e o valor de p;

e a metodologia usada.

Foram implementadas vérias fungdes no programa estatistico "R-PROJECT”® | que
permitem levar a efeito o processo de inferéncia necessario & determinagao dos inter-
valos de confianga. Como complemento e com a finalidade de melhorar a velocidade
dos métodos, as fungdes que comportam um elevado nimero de célculo foram escritas
em "Linguagem C”.

Palavras—chave: Estimacao paramétrica; Bootstrap; Razao de Verosimilhangas.

Abstract: When time censored samples are used, the distribution of maximum likeli-
hood estimator is dependent of a nuisance parameter that make impossible to calculate
exact confidence intervals for the parameter of interest. In this paper we use asymptotic
results to find confidence intervals for the parameter quantil-p of a Log-Location-Scale
distribution. In particular, we use the method PBSRLLR to calculate these intervals
and the main interest is to study the evolution of the cover probability for such inter-
vals under some factors like sample size, proportion of sample failures, the value of p
and the method used. We use the package "R-PROJECT” to implement the method
PBSRLLR with same function writing in ”"C-Language” to decrease de time used by
the calculations.
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(1) Parametric Bootstrap Signed Square Root Likelihood Ratio
(2 http://www.r-project.org
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1 Introdugao

O desenvolvimento informético dos 1iltimos anos veio permitir o aperfeigoamento
e utilizagao de um conjunto de técnicas que até entio eram de dificil implemen-
tagao devido & complexidade e volume de cdlculo que comportam.

Neste trabalho é apresentado 0 método PBSRLLR que implementamos no
programa "R-PROJECT", de modo, a determinar intervalos de confianga para
o quantil de probabilidade-p de uma distribuicao pertencente & familia de Log-
Localizagao e Escala.

2 Consideragoes iniciais

Suponhamos que o conjunto de dados disponivel pode ser representado por
(tl) 61)3 (t2a 62):' vy (tnv ‘sn)’ em que

5. — 4 1 ,set; éobservagio nio censurada
"7 1 0 ,set; éobservagio censurada

e os valores {; sio provenientes de uma distribuicio pertencente a familia de
Log-Localizagao e Escala.

Considerando T uma varidvel aleatéria com distribui¢ao pertencente & familia
de Log-Localizagao e Escala, as fungoes de Distribuicao e Densidade de Proba-
bilidade podem ser escritas na seguinte forma, repectivamente:

F(biyo) = Q(%)——”),t>0,uekea>0 (1)
Ik ) aitas(wywo,ueneno, (2)

onde, ® e ¢ sao fungoes que nao dependem dos parimetros de localizagao p e
escala 0. O quantil de probabilidade p é definido por:

tp = exp (u+ 2~ (p)o). (3)

A fungao de verosimilhanca pode ser escrita como se apresenta a seguir:
n
L(p, o) = C H L;
=1

= CII Ut maN® [1 - Fts; p, o))" (4)

f=1

onde C' é uma constante que depende dos mecanismos de amostragem e de
censura, sendo portanto dificil de generalizar. No entanto, supomos que nao
depende de parametros desconhecidos, podendo assim ser tomada igual a um.
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Um intervalo Cy,.1—« de confianga a 100(1 — )% para t,, diz-se de "ordem k”
gse P(Cni-a D {tp})=1—-a+0 (n‘i‘). O termo 1 — « designa-se a probabi-

lidade nominal do referido intervaloe 1 —a + O (n‘g) a sua probabilidade de

cobertura. No caso de nao existir o termo O(.), o intervalo diz-se exacto. Se a
probabilidade de cobertura for maior que a probabilidade nominal, o método de
determinacéo do intervalo diz-se conservativo. Se a probabilidade de cobertura
for menor que a probabilidade nominal, o método diz-se anti-conservativo.

Os intervalos de confianca exactos sao dificeis de determinar. Para censura
pelo tempo nio existem, em geral, procedimentos exactos de estimagao. A
funcao de verosimilhanga contém uma componente discreta, relacionada com o
niimero aleatério de falhas que dificulta a determinagao de estatisticas suficientes
necessarias para o procedimento de estimacao exacta.

Relativamente a censura pela falha ou amostras completas, Lawless (1982)
descreve métodos de obtencio de estatisticas suficientes para a familia de Locali-
zacao e Escala que permitem a determinagao de intervalos de confianga exactos,
no sentido em que P (Cpii-a D {tp}) =1 —a.

3 Descrigao dos métodos

Um método bastante usual na determinagao de intervalos de confianga para um
parametro @ € R, utiliza a distribuigao assimptética de

—2log (%ﬁ%) - (5)

onde 0 é o estimador de méxima verosimilhanca de 6 e L(f) a respectiva fungao
de verosimilhanga. De acordo com Venzon e Moolgavkar (1988), a distribuigao
assimptética de (5) é um qui-quadrado com um grau de liberdade.

Como neste artigo o parametro de interesse é t,,, que depende dos parametros

i e g, o quociente %%% na equagao (5) é redefinido por

L (log(t,,) — &~ 1(p)o, a)
L(j,0) ;
sendo o considerado um parametro perturbador, fi e & sao estimativas de ma-
xima verosimilhanca de p e o respectivamente. Nestas situagoes, maximiza-se a
expressao anterior relativamente a o para tornar o quociente dependente apenas

de um parametro, conduzindo assim & definicao da fungao "Profile Likelihood™
para t,

(6)

R(t,) = max

L (log(ty) — @' (p)o, a)] )

L(jr,6)
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sendo L a fungdo de verosimilhanga dada por (4). De acordo com Meeker e
Escobar (1998, p.627) a distribuicdo limite de

W (tp) = —2log (R (tp)) (8)
é um qui-quadrado com um grau de liberdade. Desta forma, um intervalo de
100(1 — a)% confianga aproximado pode ser determinado pelos valores t,, tais

que
-x?l—a 1)
Rity) > eap (—2—) ; )

ou seja, os limites do intervalo de confianca sdo os zeros da funcédo

R(ty) — exp (@) ; (10)

onde, x?l_ a,1) € 0 quantil de probabilidade (1—a) da distribuicio qui-quadrado
com um grau de liberdade. A metodologia usada para calcular o intervalo de
confianga dado por (10) intitula-se "Razio de Verosimilhangas”.

Considere-se agora a funcao definida por

sinal (t, — t,) \/W (t,)
= sinal (t, — t,) \/—2log (R(t,)). (11)

em que f, é o estimador de maxima verosimilhanca de t,, R(t,) é a fungio
"Profile Likelihood” definida por (7) e a fungéo sinal

V(tp)

sinal(z) = % (12)

Para o caso de grandes amostras, a distribuicio de V(t,) pode ser aproxi-
mada pela distribuigdo Normal com valor médio igual a zero e variancia igual
a um (Schmee e Doganaksoy (1993)). Contudo, no caso de pequenas amostras
e dependendo dos processos de censura, esta aproximacao tende a piorar. Na
metodologia PBSRLLR é usada simulacio para aproximar a distribuicdo de
V(tp) por uma distribuigao V*(t,), chamada distribuicao empfrica.

De acordo com Davinson e Hinkley (1997), uma estimativa para a fungao de
distribuicao de V(t,) pode ser definida por

B
Fidysinlh) % S v} <t} (13)
i=1

onde I denota a funcéo caracteristica, B o nimero de amostras usadas na
simulagao e os v} sdo calculados como se indica a seguir:
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e Geram-se B amostras da distribui¢ao em estudo;

e Parai=1,..., B, seja L] a fungao de verosimilhanga da i-ésima amostra
simulada e fif, 6] e t;; as estimativas de méxima verosimilhanca de p, o
e t, respectivamente.

e Os valores v} sao definidos por
v = sinal(t, — f;,i) —2log (R*(tp))
* fy— -1
sinal(t, — ;)1 —2log (mg.x [L‘ (log(g‘)(ﬂté&.)(p)a, a)]),
i=1,...,B (14)

Seja v*(a) o "quantil — o’ da distribuigio empirica V*(t,). Este valor é
definido como sendo o (B + 1)a-ésimo valor ordenado de V*(t,), admitindo que
(B + 1)a é um inteiro. No caso de (B + 1)a ndo ser inteiro, pode ser utilizada
uma interpolagao linear na escala de quantis Normal, sendo v*(a) definido por

dyor(@) — ®Nor (ﬁ)
®Nor (f%) - ®xon (‘E‘T:—‘l
onde k = [(B + 1)a], notando por [z] a parte inteira de z e ®xor & funcao de
distribui¢do Normal Standartizada.

Admitindo que V*(t,) produz uma boa aproximagao & distribuigao V(ty), 0
intervalo de 100(1 — a)% confianga aproximado é dado pelos valores t,, tais que:

P (v‘ (%) <V(ty) <v* (1 = %)) ~ l1-a (16)

Os limites superior e inferior do intervalo de confianga séao respectivamente
as solugoes das equagoes:

V(t,) - v* (1 - %) =0 e V(t,) -0 (%) ) ar)

v*(@) = vy + ] (Vs = vi)  (19)

4 Exemplo pratico

Como aplicagio prética desta metodologia foi levado a efeito um estudo de
simulagdo com o objectivo de estudar a evolugéo da probabilidade de cober-
tura de intervalos de confianca para o quantil de probabilidade p em fungéo
da dimensao da amostra, da proporgao de falhas e do valor de p. Gerdmos
aleatoriamente amostras de uma distribui¢io LogNormal com parametros de
localizacao 1 = 0 e escala 0 = 1, de dimensao (n) igual a 10, 15, 20, 25, 30
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e 50 sendo cada uma destas amostras censuradas artificialmente nos valores
correspondentes a 20%, 30%, 50%, 70% e 90% de falhas (ps). Para cada uma
destas situagoes foram calculados intervalos de 95% de confianca para os quantis
de probabilidade 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9. Este processo foi repetido 500 vezes
a fim de se registar o niimero de intervalos que continham o parametro de
interesse ¢, sendo a probabilidade de cobertura aproximada pelo quociente entre
o niimero de intervalos de confianga que contém o parametro t, e o ntimero total
de intervalos determinados.

O valor utilizado para simular a distribui¢io de V(t,) foi B = 1000.

Além da metodologia PBSRLLR também foram calculados, para as mes-
mas amostras, intervalos de confianga usando as metodologias LLR (Razdo de
Verosimilhangas) e NORM (Aproximagéo & distribui¢io Normal).

Para cada valor de n e p foi elaborado o respectivo grifico representando a
probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga aproximados em fungao
da percentagem de falhas (Figuras (1) e (2)).

5 Conclusoes

Observando as Figuras (1) e (2) podemos constatar que a metodologia PBSR-
LLR se destaca consideravelmente das outras duas metodologias utilizadas. Nas
diferentes situagoes estudadas, PBSRLLR. conduz a probabilidades de cobertura
proximas da probabilidade nominal, ainda que para amostras de pequena dimen-
S840,

Para amostras com dimensio inferior a 30, a probabilidade de cobertura
produzida pelas metodologias NORM e LLR é consideravelmente inferior a pro-
babilidade nominal. No entanto, se a dimensiao da amostra for superior a 30,
LLR parece conduzir a intervalos de confianga com probabilidade de cobertura
mais proxima da probabilidade nominal. Constata-se que esta situacéo ocorre
também ao aplicarmos NORM, mas somente para amostras com dimenséo su-
perior a 50.

O trabalho informatico requerido por PBSRLLR ¢ significativamente supe-
rior ao requerido pelos outros dois métodos e depende fortemente da dimensio
da amostra. Aconselhamos a usar PBSRLLR nas situacdes em que dispomos
de amostras de dimensio moderada (n < 50). Nas situagdes em que dispo-
mos de grandes amostras, PBSRLLR poder4 tornar-se nao utilizavel devido as
limitagoes informdticas existentes actualmente em termos do tempo necessério
para efectuar todas as operagoes requeridas na implementaciao do método. No
entanto, como nestas situagoes parece existir uma aproximacao dos resultados
das trés metodologias, sugerimos a utilizacio de LLR.
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