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Resumo: A censura estd, em geral, presente nos Testes de Vida. Quando a censura
em causa é do Tipo I, nao existem métodos analiticos que possibilitem a construgio
de intervalos de confianga, dificuldade esta que se deve a complexidade da respectiva
fungao de verosimilhanga. Neste trabalho consideram-se o bootstrap e a subamostra-
gem, enquanto procedimentos titeis na determinacao de intervalos de confianga para
os parametros da distribuigdo do tempo de vida, num contexto de censura Tipo I.
Num estudo de simulagao aplicam-se estas metodologias a amostras censuradas arti-
ficialmente, provenientes de uma distribuigao Weibull, com o objectivo de determinar
intervalos de confianga para o quantil de probabilidade p.
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Abstract: Censoring is, in general, present in Life Tests. When data are Type I cen-
sored, analytic methods don’t exist for the construction of confidence intervals. This
difficulty is due to the likelihood function complexity. This paper presents bootstrap
and subsampling as useful tools to obtain confidence intervals for the parameters in
Type I censoring context. In a simulation study these methodologies are applied to ar-
tificially censored samples in order to determine confidence intervals for the p quantile.
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1 Introdugao

O desenvolvimento tecnolégico da sociedade actual impoe, cada vez mais, a
implementagao de medidas que possibilitem o melhoramento dos niveis de pro-
dugao e prestacao de servigos. Desta forma, tem surgido um interesse crescente
na literatura cientifica pelos Testes de Vida (Meeker e Escobar, 1998), nos quais,
em geral, estd presente a censura. Apesar de ser empregue desde longa data, a
Fiabilidade passa a ser alvo de grande interesse a partir da I Guerra Mundial em
que era necessario comparar a seguranga operacional de avides bombardeiros de
um, dois ou quatro motores, medindo-se o mimero de acidentes por hora de voo.
Desde entéo, as técnicas de fiabilidade, aliadas ao desenvolvimento tecnoligico,
registaram um progresso extraordinario e tém hoje aplicagdo nos mais diver-
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sos sectores industriais desde estudos de materiais, andlise de riscos, proteccio
ambiental, medicina, até a tecnologia espacial como a construcio de misseis e
centrais nucleares. Apesar de se conhecerem vérias definicoes de Fiabilidade,
esta surge sempre associada a capacidade fisica de um dado sistema cumprir
uma determinada fungédo especifica, isto é, funcionar correctamente durante o
periodo de tempo para o qual foi concebido. \
No estudo de tempos de vida, podem ocorrer dados censurados por razoes
variadas. Uma observacao relativa a uma varidvel aleatéria T' diz-se censurada
a direita quando se sabe unicamente que o seu possivel tempo de falha ocorreu
para além de um determinado valor l;, isto é, a eventual falha ocorreu no in-
tervalo [l;, +0c[. Por outro lado, uma observagao diz-se censurada & esquerda
quando se sabe que a falha ocorreu antes de um determinado instante [, isto é,
a falha ocorreu no intervalo [0,/,]. Se o teste termina apés um periodo de tempo
pré-determinado, a censura em causa diz-se Tipo I ou censura pelo tempo, en-
quanto a censura Tipo II ou censura pela falha, estd presente quando o teste
termina ap6s ter falhado um nimero pré-estabelecido de unidades.
Seja Y = {(t1,61), (t2,02),..., (tn,0,)} uma amostra aleatéria de dados cen-
surados a direita, em que
6--—{ 1 ,set; é observagao ndo censurada S -
"7 1 0 ,set; éobservagao censurada PO NSS

Admitindo que a varidvel T possui distribui¢ao pertencente a familia log-localizacé
escala, a funcédo de distribuicao é dada por

Ft;p,0) = @(%),wo,ueneno (1)
e a funcao densidade de probabilidade por

ftip,o) = $¢(%),t>o,uekeo>o (2)

onde, ® e ¢ sao fungoes que dependem da distribuicio em causa mas nao dos
parametros de localizacao y e escala 0. Por exemplo, se a distribuicio em causa
for a Weibull, ® e ¢ definem-se por

D(z)
é(z)

1 — exp(—exp(z)) (3)
exp(z — exp(z)). (4)

Suponha-se que se opta por uma estatistica 6 para estimar um determinado
parametro populacional 6. No caso de 0[(t1,d1), (t2,02),..., (tn,6,)] ser o es-
timador de méxima verosimilhanga de # com base na amostra Y, o problema
que se coloca é o de avaliar a precisao de enquanto estimador de #. Em con-
textos de censura Tipo I nio existem métodos analiticos que permitam calcular
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intervalos de confianga exactos, uma vez que a fungao de verosimilhanca contém
uma componente discreta, relacionada com o niimero aleatério de falhas, que
dificulta a determinacao de estatisticas suficientes, necessérias ao procedimento
de estimagao exacta. g

Foi justamente numa tentativa de avaliar a precisao de uma estatistica 0 en-
quanto estimador de # e de estimar o seu erro padrao que surgiram os métodos
de reamostragem como o bootstrap [Efron (1979)] e mais tarde a subamostra-
gem de Politis ¢ Romano (1994). A ideia subjacente a estas metodologias é
a utilizagao repetida da amostra original de forma a obter vérias estimativas
de 0 que serdao usadas para aproximar a funcio de distribuicio de 6 e as suas
caracteristicas.

Nas secgoes 2 e 3 procede-se a uma revisiao muito breve das metodologias bo-
otstrap e subamostragem enquanto ferramentas iteis na construcao de intervalos
de confianga para um parametro associado a uma determinada distribuigio de
probabilidade, num contexto de dados censurados. Na secgio 4 apresentam-se
os resultados de um estudo de simulagdo em que se aplicam as referidas me-
todologias a amostras censuradas artificialmente, geradas por uma distribuicio
Weibull, com o objectivo de calcular intervalos de confianga para o quantil de
probabilidade p.

2 Bootstrap (PBSRLLR)

O bootstrap faz parte da grande familia dos métodos de reamostragem e foi
originalmente proposto por Efron em 1979, tendo revolucionado a Estatistica.
Embora as ideias subjacentes ao bootstrap sejam antigas, o interesse da comu-
nidade cientifica pelo método surgiu essencialmente apds os trabalhos de Efron
(1979) e Efron e Tibshirani (1993) onde o bootstrap é apresentado como um mé-
todo de base computacional adequado a vérios problemas de estimagio. Desde
entdo, o bootstrap tem vindo a ser aperfeicoado, constituindo actualmente um
método computacionalmente intensivo eficaz e amplamente usado na Inferéncia
Estatistica.

Com o objectivo de dar resposta ao problema apresentado, o bootstraP per-
mite construir, de modo simples, estimadores para a distribuicio de # com
base na amostra Y. Assim, comega-se por construir a distribui¢io empirica
F, estimador de F, a qual se obtém atribuindo peso % a cada um dos valores

observados (t;,0;), i = 1,...,n. Com F fixo, defina-se uma amostra bootstrap
Y* = {(t1,61)%,(t2,62)",...,(tn,0,)*} como sendo uma amostra aleatéria de
dimensao n obtida de F' com reposi¢ao a partir de Y. A notagao * indica que
Y* nao é o conjunto de dados original Y mas sim uma versao reamostrada de
Y. Assim, seleccionam-se B amostras bootstrap independentes de dimensio
n, Y"1, Y*2 ... Y*B, obtidas com reposicao a partir de Y. Associada a cada
conjunto de dados bootstrap Y* estd uma réplica bootstrap de 6 notada por
0;,b=1,...,B, a qual resulta do célculo da estatistica de interesse em Y*. A
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partir das B réplicas bootstrap é possivel obter vérios intervalos de confianca
(Davison e Hinkley, 1997) para . Porém, num contexto de dados censurados,
é comum recorrer-se & metodologia PBSRLLR (Parametric Bootstrap Signed
Square Root Log Likelihood Ratio) que consiste em utilizar a simulagiao boots-
trap para obter a distribui¢ao amostral da estatistica SRLLR em vez de recorrer
a uma aproximacao a distribuicdo Normal. De facto, verifica-se que os interva-
los de confianga PBSRLLR conduzem a melhores aproximagoes que intervalos
de confianca baseados em aproximagoes & distribuicio Normal em contextos de
censura Tipo I (Ostrouchov e Meeker, 1988). Vander Wiel e Meeker (1990)
mostram ainda que estes intervalos de confianga apresentam probabilidades de
cobertura mais préximas da probabilidade nominal que os obtidos através dos
procedimentos de aproximagao a distribuigao Normal.

Seja 6 = (6;,62) um vector de parametros desconhecidos onde 6; é o para-
metro de interesse e f, o parametro perturbador. Defina-se a funcao "Profile
Likelihood” para @, como

L (913 92)] (5)

R (6)) = max 7
: [ L(9)
onde L denota a fungao de verosimilhanga. Seja
V (61) = sign(6y — 0:)[~2logR(6,)]* (6)

e v;-‘ (@) o quantil — a da distribui¢do bootstrap V(6;). Os limites inferior e
superior do intervalo de confianga PBSRLLR de (1 — «)100% para #; sio
dados, respectivamente, pelas raizes de

)=0 e v -v; (1-3) =o0. (7)

Ve -, (5

3 Subamostragem

A ideia subjacente ao método de subamostragem introduzido por Politis e Ro-
mano (1994) e Politis et al (1999) é aproximar a distribuicio amostral de uma
estatistica com base no cédlculo da mesma em subamostras do conjunto de dados
original e nao em conjuntos de dados reamostrados como no bootstrap. Assim,
sendo P uma medida de probabilidade, o objectivo é aproximar a distribuigéo
amostral de (6, — 6(P)) pela distribuigdo empirica dos valores da estatistica
caleulada nos (}) subconjuntos de dimenséio b < n de observagoes amostradas
sem reposicao. Os valores resultantes do célculo da estatistica em cada uma
destas subamostras sao convenientemente normalizados de forma a aproxima-
rem a distribuicio amostral em causa. Deste modo, a subamostragem constitui
um método muito geral para a construgao de intervalos de confianga de primeira
ordem assimptoticamente validos pois, se b for tal que b/n — 0 e b — oo quando
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n — oo, o método é véilido sempre que a estatistica original, convenientemente
normalizada, converge em distribui¢do para uma determinada distribui¢ao nao
degenerada.

Note-se por Y1,Y3,...,Yyn, os N, = (}) subconjuntos de tamanho b de
Y = {(t1,61), (t2,62) ..., (tn,6n)} € por by 5.; 0 valor da estatistica § calculada
no conjunto de dados Y;. Seja J,(P) a distribuicdo amostral de (0, — O(P)),
onde 7, é uma constante de normalizagao apropriada. Defina-se também a
correspondente fun¢ao distribui¢ao acumulada como

Ju(@, P) = Probp{m(6n - 6(P)) < z} (8)

A aproximacao subamostragem a J,,(z, P) é entao definida por

Nn
Lns(a) = 3 3 H{Bops — 8a) < 3} ©
"=l

onde I{E} é a fungio indicatriz do evento E = {n(0, . — 0,) < z}.

Para cada i, Y; é uma amostra de dimensao b do verdadeiro modelo P.
Logo, a distribuicao exacta de ‘n,(én'b,.- —6(P)) é Jp(P). A distribuicao empirica
dos N,, valores de 7,(f,, 5 — 6(P)) constitui uma boa aproximacio a J,(P).
Assim, sendo #(P) desconhecido, pode-se substituir #(P) por f,, uma vez que
(6, — B(P)) é de ordem 73, /7, em probabilidade, assumindo-se que 7/, — 0.

Paraa € [0,1], sejacpp(l—a) =inf{z : Lnp(z) > 1—a}. Entdo, a probabi-
lidade de cobertura assimptética sob P do intervalo I; = [én -1 enp(1—a), 00|
él—a.

Um intervalo de confianca bilateral pode ser obtido através da interseccao de
dois intervalos unilaterais. Assim, o intervalo de confianga subamostragem
de caudas iguais de (1 — a)100% para 6, anilogo a I, é

Ier = [Bn = mitens (1= 5 ) fn = 7tens (5] (10)

Como aproximacao alternativa, também podem ser construidos intervalos
de confianca simétricos, sendo, neste caso, a aproximagao por subamostragem a
Jp,1.|(x, P) definida por

N,
1 A A
Loy 1(2) = 5= D H{ml6n i = bnl < z}. (11)

=1

Assim, denotando o quantil (1 —a) de L, 3 (.| por ¢, ,./(1 —a), o intervalo de
confianga subamostragem simétrico de (1 — a)100% para @ é dado por

Loym = [0n = 77 a1 — @), 0n + 7, en . (1 — )] (12)
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4 Estudo de simulagao

Nesta secgao apresentam-se os resultados de um estudo de simulagio levado a
efeito no software estatistico R-Project, que consistiu em aplicar as metodologias
bootstrap e subamostragem a dados censurados pelo tempo com o objectivo de
calcular intervalos de confianga para o quantil de probabilidade p.

Comegaram por gerar-se amostras de dimenséao (n) 10, 20 e 30 observagoes
de uma distribuigao Weibull com parametros de localizacio y = 0 e escala o = 1.
As amostras geradas foram censuradas artificialmente pelo tempo nos valores
correspondentes a uma proporgao de falhas (ps) de 0.3, 0.5 e 0.7. Para cada
uma destas situagoes calcularam-se intervalos de confianca a 95% bootstrap
e subamostragem para t,, os quantis de probabilidade (p) 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e
0.9. Na aplicagao do bootstrap recorreu-se & metodologia PBSRLLR resultando
o intervalo de confianga definido em (7) - Ipgsrrrr. O valor utilizado para
simular a distribuicao de V(t,) definida em (6) foi B = 999.

A metodologia subamostragem foi aplicada usando diferentes tamanhos de
bloco (b= 3, 5, 8, 10, 15 e 20) e calcularam-se intervalos de confianga de caudas
iguais Ipp, (10), e simétricos Iym, (12). Este procedimento foi repetido 1000
vezes e registou-se o niimero de intervalos de confianga que, em cada situacao,
continham o parametro de interesse t,,, tendo-se aproximado a probabilidade de
cobertura pelo quociente entre o mimero de intervalos que continham o verda-
deiro parametro e o nimero total de intervalos determinados.

Relativamente & metodologia subamostragem, constatou-se que, para a si-
tuagao em estudo, intervalos de confianga I, apresentam probabilidades de
cobertura superiores aos Igr. Constatou-se ainda que a dimensao de bloco (b)
que conduz a melhores aproximagoes aumenta com a dimensao da amostra a
utilizar, resultados estes que estao em conformidade com os estudos de Politis
e Romano (1994). Assim, para n = 10 obtém-se melhores aproximacoes com
b= 3, para n = 20 com b = 5 e para n = 30 com b = 10, pelo que se optou pela
apresentagao unicamente dos resultados relativos a estas situacoes.

Nas situagoes em que a censura é forte, isto é, quando py = 0.3, verifica-se
a existéncia de um nimero elevado de conjuntos de dados simulados onde a
proporcao de falhas é nula, o que inviabiliza o processo de estimagdo. Assim,
optou-se por apresentar apenas as situagoes em que py > 0.5 e por retirar todos
os conjuntos de dados simulados para os quais o niimero de falhas é inferior a
2, dado que para estas situagoes as amostras geradas nao facilitam o recurso
aos métodos numéricos inerentes a estimagao de maxima verosimilhanga. Mais
concretamente, se o niimero de falhas for 0 ndo existe estimativa de médxima
verosimilhanga e, se o niimero de falhas for 1, em geral, o método iterativo nao
converge.

As probabilidades de cobertura estimadas dos intervalos de confianca a 95%
IppsrLLR € Isym, para o quantil de probabilidade p (t,), em fungéo da dimensao
da amostra (n) e da proporgao de falhas (ps) apresentam-se na Figura 1.

De um modo geral, as aproximagoes obtidas, quer através da metodologia
bootstrap, quer através da metodologia subamostragem, foram bastante satis-
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fatérias, registando-se uma tendéncia global para o aumento das probabilidades
de cobertura quando n aumenta. Ambas as metodologias conduzem a interva-
los de confianga que se caracterizam por uma diminuigao das probabilidades de
cobertura para valores mais elevados do quantil p a estimar.

1.00

0.95

0.90

g

0.80 4
I T T T T T 1 T T 1
w ~ ~ ~ ~ ~
Pt= 3 S a ] b= o g 3 § e
P g o g g g 3 -} o = o

Figura 1: Probabilidade de cobertura estimada para os intervalos de confianga a 95%
Ippsrirr © Isym para o quantil de probabilidade p (p = 0.1,0.3, 0.5, 0.7 e 0.9), em
funcio da dimensdo da amostra (n = 10, 20 e 30) e da proporgao de falhas (py = 0.5
e 0.7).

Sao também de assinalar os casos em que p toma valores préximos da pro-
porgao de falhas, ps e o nimero esperado de falhas é reduzido, os quais tradu-
zem alguma inexactiddo na aproximagoes obtidas. Esta “situacao critica” apa-
rece frequentemente identificada na literatura e, segundo Jeng e Meeker (2000),
relaciona-se com o facto de a distribui¢ao do estimador de méxima verosimi-
lhanca de t, depender fortemente de py quando p ~ py.

Note-se que as baixas probabilidades de cobertura dos intervalos de confianca
Iym para n = 10 podem dever-se ao niimero disponivel de subamostras para a
aproximacio subamostragem definida em (11), o qual é significativamente mais
reduzido que para as restantes situagoes.

Verifica-se ainda que, se por um lado intervalos de confianca obtidos por
subamostragem tendem a apresentar probabilidades de cobertura superiores aos
obtidos através do bootstrap, por outro, os intervalos de confianga bootstrap
apresentam, em geral, probabilidades de cobertura mais préximas da probabili-
dade nominal.

Além da probabilidade de cobertura, a amplitude dos intervalos de confianga
determinados é também um critério importante para comparar o desempenho
das metodologias em estudo. Assim, de dois procedimentos que conduzam a
intervalos de confianga com probabilidades de cobertura semelhantes, é melhor
aquele que permite obter intervalos de confianga com menores amplitudes.

As amplitudes médias dos intervalos de confianga a 95% Ipgsrirr € Lsym,
para o quantil de probabilidade p (t,), em fungio da dimensao da amostra (n)
e da proporcao de falhas (py) apresentam-se na Figura 2.
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Figura 2: Amplitudes médias dos intervalos de confianca a 95% Ippsrrir € lsym
para o quantil de probabilidade p (p = 0.1,0.3, 0.5, 0.7 e 0.9), em fungio da dimenséo
da amostra (n = 10, 20 e 30) e da proporgao de falhas (py = 0.5 e 0.7).

Nao parece registarem-se diferencas significativas entre as amplitudes médias
dos intervalos bootstrap e subamostragem. Destaca-se o facto de se obterem in-
tervalos de confianga com grandes amplitudes para valores elevados do quantil
a estimar. O mesmo se passa relativamente & “situacao critica” atrds referen-
ciada, o que conduz, nesses casos, a aproximagoes muito pobres tanto para a
metodologia bootstrap como subamostragem. Regista-se também uma diminui-
¢ao das amplitudes médias quando n aumenta bem como uma tendéncia para a
diminuigao das amplitudes médias quando p; aumenta.

5 Consideracoes finais

Neste trabalho procede-se a uma revisao das metodologias bootstrap e subamos-
tragem num contexto de censura Tipo I. Estas técnicas aplicam-se sob condigoes
muito gerais e revelam-se eficazes na determinagio de intervalos de confianga
para parametros populacionais quando nao se dispoe de métodos analiticos que
permitam inferir acerca do parametro estimado.

Num estudo de simulagao, aplicam-se as metodologias bootstrap e subamos-
tragem a amostras censuradas artificialmente com o objectivo de se calcularem
intervalos de confianca para o quantil de probabilidade p da distribui¢do do
tempo de vida, obtendo-se aproximagoes bastante satisfatérias para valores mo-
derados do quantil p a estimar. Apesar de o estudo de simulagao levado a efeito
se basear numa distribuigdo Weibull, espera-se que as consideragoes aqui tecidas
sejam validas para outras distribuicoes da familia log-localizagao-escala. Con-
tudo, seria 1til, num trabalho futuro, aplicar as metodologias apresentadas a
outros contextos de dados censurados.
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