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Resumo

Nesle trabalho [az-se 0 estudo das relacdes entre a factorizagdo generalizada
e a factorizacdo meromorta de funcdes matriciais 2 x 2, e particular de
varing classes do tipo Daniele-Khrapkov. Para estas mostra-se que se pode
obter uma [actorizacio meromorfa dentro da mesma classe, nma ves conhe-
cida uma solugdo de um dado problema de Riemann-Hilbert associado a
matriz estudada. Serdo estudados varios casos sucessivamente mais comple-
xos de funcdes matriciais 2 x 2, para os guals, partindo de wma factorizacao
meromorfa, se obtém condigdes de existéncia de factorizacio generalizada

candnica, ¢ expressoes explicitas para os factores. .

Palavras Chave:
Factorizacio meromorfa; factorizacio generalizada; factorizacio canduica;

classe Daniele-Khrapkov; problema de Riemann-Hilbert.



Abstract

In this work we study the relationship between generalized factorization and
meromorphic factorization for 2 x 2 matrix-valued functions, namely for some
classes of Daniele-Khrapkov type. For these it is possible to show that we
can obtain a meromorphic factorization, with factors inside the same class,
whenever it 13 known a solution for some Riemann-Hilbert problem agsociated
to the considered matrix. We also study some examples of 2 x2 matrix-valued
functions, for which, starting from a meromorphic factorization, existence
conditions for a canonical generalized factorization are obtained, and factors

explicitly written.

Key - words:
Meromorphic factorization; generalized factorization ; canonical factori-

zation ; Daniele-IChrapkov class and Riemann-Hilbert problem.
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Introducao

Ao operador integral singular Sp : L, (R) — L,(R), p > 1, definido por

Sef(t) = L ) dr, LER,

g T — 1

onde o integral é entendido no sentido do valor principal de Cauchy, isto 6,

2f () dr = lim i/ J(7) dr.

T T — 1 d=0F T floys T — 1

estao assocladas duas projecetes complementares

onde T é o operador identidade em L,(R). Representa-se por LY e L, as
imagens de P+ e 7, respectivamente, em L, (R).
Uma fungao matricial G € GL, (R™™ admite factorizacio gencralizada

relativainente a Ly(R), 1 < p < 00, s¢ a matriz G puder ser escrita na forma
G == C‘;_ DG‘..#.‘
onde os factores Gy e D satisfazem as seguintes condi¢hes (para g = ﬁ)

1.
T“+G+ = L.;'(R)nxn? T'+G+1 = L;}'(R)Tlxn



r . = L;(R)nxn’ ?'_G:l & L;(R)”x”

D = diag{r"s Vit

£1 ()= paral cRek > ... =k, inteiros,

£ £

em que () =

sendo estes denominados (ndices parciais de .

2. O operador G_PYGZ'T ¢ um operador definido num subconjunto denso

de L3 (R) e tem uma extensao limitada a L (R).

Diz-se que ¢ € GCL(R)*** adinite uma lactorizacio meromorfa se pode
ser escrita na forma:

G = 1‘4,1%11“.{"%

com B € GR(R)™* ¢ tal quo cxistem polindmios Py € gi Sem zeros em

CT*UR, regpectivamente, que satisfazem:
-} g My, p MY € H(CH)>*?
i) @M., pL M7 € H(C-)2x?

it) (Ma)se, (MY = O(€-+inl*), quando €+ in] — o0 em CF = {z =
E+in e C= |yl > a > 0}, para algum w > 0,

onde H(C*)*2, respectivamente H(C™)**2, designa o conjunto das [ungdes
matriciais continuas com extensio analitica a CF respectivamente a .

O conceito de factorizacio generalizada, que estd incluido no que é vul-
garmente conhecido como factorizacio de Wiener-Hopf, tem um papel im-
portante em muitos prohlemas, nomeadamente na resol ugao de problemas de

Riemann-Hilbert relativos a nm contorne no plano complexo, com intimeras



aplicagdes a fisica e A engenharia. Contudo nao ha um procedimento sis-
temalico que permita caleular explicitamente os factores de nma [actorizacio
generalizada para fincdes que nao sejam escalares ou racionais. Mesmo no
caso 2 X 2 apenas certas classes de [uncdes matriciais foram estudadas.

No presente trabalho abordamos este problema mediante o estudo das
relagoes entre factorizacho generalizada e [aciorizacio meromorfa de funcdes
matriciais 2 x 2. Em particular, para funcées matriciais G e C,(R)?*?, es-
tabelecemos condicoes de exdsténcia de factorizaciio gencralizada candnica
e expressdes explicitas para os factoves, partindo de uma factorizaciao me-
romorfa.  Para fungdes matriciais pertencentes a algnmas classes do tipo
Daniele-Khrapkov, mostra-se como obter nma factorizagio meromorfa den-
tro da mesmna classe, uma vez conhecida uma solucio de um dado problema
de Riemann-Hilbert. associado & matriz estudada. Assim, para estas classes,
apresentamos nm método para abordar o problema da existéncia e construcio
de factorizagio generalizada candnica, método que deve ser comparado com

o utilizado cm [13].

No primeiro capitulo apresentamos os resultados ¢ as definicoes basicas
de que necessitaremos.

No segundo eapitulo, bascado em [13], estudamos as matrizes pertencen-
les a classe (@1, Q2), definida como sendo o conjunto de todas as funcoes
matricials (2 x 2),¢, com entradas e Lo (R), invertiveis, que satisfazem
uma refacio

GG = b, (1)

onde T denota a transposicio de matrizes, ; e Q; sio duas matrizes simétricas,



daclas, de funcdes ractonais sem polos ert R e b é uma funcao escalar inveriivel
em L. (R) ¢ dependente de ¢ com mais detalhe caracterizamos as funcoes
matriciais pertencentes a C(Q, Q) = C(Q), que, caso @ seja invertivel, coin-
cide com a classe de Daniele-Khrapkov. Estudamos também a estrutura dos
factores de tais funcdes matriciais, nomeadammente, através da equacao do
produto

he(6T )T Qo™ = b (67 Qo

que se obtém do problema de Riemann-Hilbert homogéneo
Got=4", ¢ eLRP

associado a este tipo de funcdes matriciais.

No tereciro capitulo apresentamos resultados que nos pormitem obtor
uma factorizacdo gemeralizada de G € C#(R)*? a partir de uma lacto-
tizagao meromorta [8]. A partir de nma [actorizacio deste tipo, estabele-
cemos tambem um processo de estudar a existéncia de nma factorizacio
generalizada canéunica de G (G = G_G4 ), que, caso exista, ¢ mesmo possivel
explicitar.

No quarto capftulo apresentamos formas de obter uma [actorizacdo me-
romorfa para fungéies matriciais G ¢ C(Q); damos alguns exemplos em C'(())
da passagem de uma factorizagio meromorfa para uma generalizada e estuda-
mos a existéncta de factorizagao candnica para alsuns casos {que explicitamos

quando existe), usando os resultados dos capitulos anteriores.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conjuntos

Representase por L,(R), 1 < p < o0, o espaco das fungoes f: R — C,

mensurdveis em R, tais que |f|” é integravel em R, com norma

11l = ( f F)Pde)?

& por Le(R) o espago de Banach das funcoes J R = C mensurdveis e
essenctalimente limitadas em R, com norma
| flle = supess|f(¢)].
tER
O operador integral singular Sy : L,(R) — L,(R), p > 1, é definido por
TG

; dr, t€R,
T e T — 1

Sef(t) =

oude o integral é entendido no sentido do valor principal de Cauchy, isto ¢,

1 7 f 1 f ;
—_ Md’r = i —— / /() dr.
T fp Tt B=0F T fi s T — L



1.1. Conjuntos

A partir do operador Sg. podemn definir-se duas projecghes complemen-
Lares

1. , A
P+ = %(Jr—l— S]RD_), Pﬁ = ;(I - S];,g) (l]]

Fa

onde [ ¢ o operador identidade em L,(R).

Representa-se por L ¢ L as imagens dc P* e P, respectivamente, em
L,(R).

Representa-se por L7, (L7, respectivamente) o espaco das fungoes essen-
cialimente limitadas que admitem uma extensio analitica Lmitada a CF =
{ecC:tmz >0} (C = [#E € s.mz < 0 respectivainente). O espaco
das fungdes definidas em B gne admitem wma extensio analitica o CF (C~,
respectivamente) ¢ representado por H(CF) (H(C), respectivamente).

Por C(R) designa-se a dlgebra das fungies f com valores em C continias
em R e tais que

J(+o0) = lim (1)
t—400
f{—o0) = lim f(1)
Lemenxy
sao finitos e iguais, com norma

[/l = sup | f(1)]-
LER

Defina-se
C“L"(R) = C-‘(R) n L:C

Cr(R) = {ae C(R)™ : a{cc0) = 0}.

Cu(R) vepresenta o espaco das funces continuas & Hélder de ardem jE

10, 1], isto 6, © subespago das funcoes em ¢ (R) que salisfazem

f»,;(f';) — @(tg)l < (‘Itl B ?fz"u, \V‘t]_,tg ER e



1.1. Conjuntos

| ! ,
IW(H) = @(E)I L~ *, Vb eR

com C' e (¥ constantes positivas que dependem de . CE(R) designa o su-
bespago das funcoes de (R} que se anulam em oo.
Por R = R(R) designa-se ¢ espaco das funcdes racionais limitadas ¢ sem

polos em R, Tem-gse ainda
R* = RER) = R(R N CH(R))
R§ =Ry (R) = {r € RE(R) : r({c0) = 0}
Ro=Ro(R) = {r € R(R) : r(oc) = (.

Toda a fungiio r € R pode ser escrita, de modo anico, na forma
r=vedr., 1L €RY LRy
o que Implica poder escrever
R=R"iR;.

A projeccio de R sobre RY paralelamente a Ry pode ser feita em termos

do opervador integral singular Sp:

Proposicio 1 [15] Sejur = ry +r_ 4 decomposicio de v € R, onde r, €

Rt er. Ry . Fntdo
Ser(l) =ru{t) —r_(t), tcR.

Assim, vy = Prr e v_ = Pr, onde Pt ¢ P~ séo definidos em (1.1} .



1.2. Factorizacdo de Funcoes Matriciais

PC(R) representa a élgebra das funcéies a definidas em R, continnas cx-
cepto num nimere finito de pontos ¢ tais que, em cada ponto de desconti-
nuidade &y, os limites laterais

a(to +0) = lim a(t), alty—0) = lim a(l)

I—tF bty

830 finitos, bem como os linktes

a(oo £ 0) = a{+x) = Jim alt).

1.2 Factorizacao de Fungoes Matriciais

Representa-se por GA, o grupo dos clementos inrverfiveis mima algebra A
Dado um espago linear X, X (n inteiro positivo) é o espaco linear dos
vectores com e coordenadas em X e por X% o espaco linear das matrizes
gquadradas de ordem n, com entradas em X. GX™*" ¢ o grupo dos elementos
nvertiveis cm X" Diz-se que uma funciio matricial G € GC(R)™ ™ admite

uma factorizagio relativamente a R se sc puder escrever na forma

=" 001
onde G € GOH{R)™ ™ ¢ D & uma matriz diagonal da scguinte forma :
B = diag{r‘"?‘)?‘: §

em que r{f) = gﬁ para § € R e k) > ... > k, sio inteiros, denominados

indices parciais da factorizagao. O inteiro

k= i k;
=1




1.2. Factorizacdo de Functes Matriciais

¢ denominado o indice total da factorizacio. No caso em que by = ... =

ko = 0 temse G = (_0 e dizse que & admite lactorizacio candnica

relativamente a R,
() seguinie teorcina afirma que os indices parciais sio univocamente de-

terminados pela matriz G, assumindo que ¢ adinite factorizacio.

Teorema 2 2/ Suponha-se que G € GCRY™* admite duas factorizacoes
G =G_DGy e G = G_DG, relativamente o B. Entio os elementos das

mulrizes diogonats D e D sdo iguais.

Considercmos segnidamente algumas classes de fungoes matriciais para

as quals existe uma factorizacio deste tipo.

1.2.1 Factorizagio de funcdes matriciais racionais

Comecemos pelo caso mais simples da factorizacio de Mincoes matriciais ra-
clonais.

Para methor compreensio da factorizacio de fung¢oes matriciais racionais
relativamente a R, convéin comecar pelo estuda da factorizagdo no caso es-
calar.

Seja g = % € R, onde g; e ¢ sdo polinédmios primos entre si, isto é, sem
raizes comuns. Considera-se que ¢ e o 1ao tém zeros em K.

Denote-se por

({;)+ I =L B, e s (ni)+

(&)-, !

08 zeros do polinémio g; (i = 1,2). que pertencem respectivamente a CF e a

152 . ol

C~, repetidos de acordo com a sua multiplicidade.



1.2. Factorizacdo de Funcdes Matriciais

Tewm-sc entao

s
qlé) = Qe )'a.(€), EeR,
onde
(radery _ & (m)-py _ (6
gl = LE o i ) —aEl ]
{122} {62)p—t (mad. ¢ (22). =i
TEEFLL - ] I - B

onde & € C\{0} .k = (n1)s — (n2)y = (m2)= — (my)-,
()" € RT =RNCHR)
(g. )" € R =RNC(R)
indg = k.

A factorizacio de g relativa a R é iinica se se impuser, por exemplo, a
condicao g_{oc) = 1. As funcdes racionais g nas condicdes indicadas possuem
sempre factorizacio,

Quanto & factorizacao de matrizes invertiveis de fungées racionais pode-

mos afirmar gue:

Teorema 3 [2/

Seja B.€ GR™™. R admite wma faclorizacio

onde RE estio em [GRF|™™™ & [} é uma malriz diagonal da sequinte forma:
S whin
1) = diag{r™)}_,
- S ~ A i
em que () = “;—H?, para e R ek > .. . >k, sio inteiros
~

10



1.2. Factorizacio de Funcoes Matriciais

Para csta clagse de fangdes matriciais, tal como no caso escalar, existe um
mdélodo sistematico para obter explicitamente os factores R FEste método,
que ¢ semelhante ao que mais tarde apresentareinos para passar de wmna faclo-
rizacio meromorfa para uma factorizacio generalizada, pode ser encontrado,

por exemplo, em [2].

1.2.2 Factorizagao em algebras decomponiveis

Viu-se que os clementos nao singulares de R™™ admilem factorizacio, per-
tencendo os factores ainda & mesma classe. Uma gencralizacio natural dos
resultaclos anteriores é obtida considerando dlgebras de funcdes cujos ele-
mentos nio singulares admitem factorizacio, pertencendo os factores ainda

4 mesma algebra.

Seja. € numa Algebra de Banach de funedes continuas em R com valores e
C. Denote-se por ||.||lc & norma de C ¢ suponha-se gque a funcao identidade
e(&) = 1 pertence a C.
Defina-se
CE=CNCER) e ¢ =CNCT(R).

Da desigualdade

£l < ——fle

lelfe

vemn que C* e £ sdo subdlgebras fechadas em C [2].

Considera-se que C satisfaz as seguintes condicdes:
L. C contém o conjunto R;
2.seacCeall) #0paratodoo ¢ € R, entio a™' € C.

11



1.2. Factorizacdo de Funcioes Matriciais

As algebras de fungbes continuas que satisfazem estas condicoes tém a

seguinte propriedade:
Se G € C™" e infeop | det G(E)] > 0 entdo G 1 € 7,

Umna algebra de Banach € € C{R) diz-se uma dlgebra decomponivel de

fungoes continuas se puder ser escrita na forma, ;
C=CHey.

Teorema 4 [15, 2/ Uma dlgebra de Banach C C C(R) € decomponivel se e
80 se

Sef(t) :%A%CZT

é um operador limitado em C

Uma dlgebra de Banach € de funces continuas em R contendo R diz-se
uma algebra-R se R € denso cm C. Toda a dlgebra-R é scparavel e fechada
para a nversio.

Tem-se, para fungoes matriciais pertencentes a uma. algebra deste lipo, o

scguinte resultado:

Teorema 5 [15] Seja C uma dlgebra-R decomponivel. Toda o matriz &
GC™ ™ admite factorizacdo relativa ¢ R em C.

Apesar de C,(R)™" nio ser uma algebra-R, é também decomponivel ¢

tem-se o seguinte resultado:

Teorema 6 [15] Tode o funcio matricial invertivel pertencente o C (R)**™,

admite foclovizacdo relativa a R em Cu(R)™™.

12



1.3. Factorizacio Generalizada

1.3 Factorizacao Gencralizada

Diz-se que a matriz de fungoes G € GL., (R)*" admite factorizacio generalizada

relativamente a L,(R), 1 < p < oo se a matriz G puder ser factorizada na

fortna

C=G_DG.,

onde os factores G4 e D satisfazem as seguintes condicdes (para g = —£-3:

P
1.
Gy € LI Ry r Gt e L ({R)*""
roG_ e LR, r G2 e L (R)™"
D = diag(s*s Vi
em que r{&) = %, Eall) = E—ii para { € Re &y > ... > k, inteiros,

sendo estes denowminadoes indices parciais de (.

2. Ooperador G PTG é um operador definide num subconjunco dense

de L3(R) que tem uma extensao limitada em L2(R).

(uando uma [uncio matricial G € G Lo (R)™ admite uma [actorizacio

generalizada relativa a L,(R), p < 1, associa-se-lhe o indice total k dado por

ko i )’-,J
d=1

Quando k, = ... = k, = 0, a factorizacio generalizada diz-se canénica. Sc

S1 € GLE (R diz-se que é uma factorizacio limitada,

Tal come acontece na factorizacio relativamente a R, os indices parciais

sao determinados pela matriz G-

13



1.3. Factorizac3o Generalizada

Proposicao 7 [2] Sejo G € GL(RY™™ ¢ suponha-se que G admite foc-
torzagdo generalizade relalive o L, onde 1 < p < oco. Entdo os indices

parcigis de G sdo univocamente determanados por G e p.

Proposicao 8 [2/ Se uma matriz de fungies G € GL(R)™" admite fucto-
rzegao generulizado G = G_DGY relativa o L, entdo os factores de qualquer
oulra factorizagio generolizade G = G DG relutiva a Ly, sdo dados por

G_,'_ = Pc;r_i_

@ =t Pt

onde P € G(R) € wma fungio matricial racional nio singular com determi-

nante constante.

A factorizacio relativamente a R, que antes definimos, pode ser conside-
rada como um caso partienlar de uma factorizacio generalizada em qualquer

Ly,

1.3.1 Factorizacdo generalizada de fungdes matriciais

continuas

Toda a fungao matricial continua em R, com inversa do mesmo tipo, admite

factorizagio generalizada ndco dependente do valor de :

Teorema 9 [15] Toda o matriz G € GC(R)™™ admite wma Jactorizacio

generalizada, onde:

b w0 o LE(R)™" er G*' ¢ Lo (R)™ ™ parg lodo o p tal gue 1 < p <

o0;

14



1.3. Factorizacio Generalizada

2. O eperndor G_PYC7Y ¢ limitado em Ly(R) para todo o p tal que 1 <

P00

3 AT { g 1 9 i e Pvn e DR i . A R s
3. ind(det G) = 370 ki, onde k; sio os dndices parciais da faclorizagdo

da matriz (.

Teorema 10 [6] Sejam r €]1,00] & G € GORY™™. Entio, gualquer facto-
rizagao generalizada de G em Lo(R) € também uma factorizacio generalizada

de (7 em Ly(R), para p €1, 0c] .

Note-se que se G € GC(R)Y™" admite factorizacio generalizada, isso
nao quer dizer gue os faclores estejam na mesma classe, isto &, que G- &

GOR)™™. Se = 1 DGy em que GZF e LE (R ¢ GFl e L (R)"*,

diz-se que G admite factorizacio limitada. Isto sucede, em particilar quando

(7 pertence a uma dlgebra decomponivel.

1.3.2  Factorizagdo generalizada de funcoes matriciais

continuas a Hélder

G e Cu(R)™" admite nma factorizagho generalizada e Cu{R)"™" (logo
limitada) se e 86 se

det G{&} # 0 para todo £ € R,

Nesse caso o indice tolal ¢ k = inddet . Se ¢ ¢ GOLR)™™ tem indice
total igual a zero entio possui lactorizacio candnica se e s6 se o problema de

Riemann-Hilbert. homogéneo

Got=¢, ¢F c LER)"

15



1.3. Factorizacio Generalizada

admite apenas a solugho trivial ¢t = ¢~ = (.
Em todo cste trabalho assumimos que as matrizes estudadas pertencem
a GCL(R)??, embora os tesnltados possam ser estendidos a comjuntos mais

gerais.

Proposigao 11 [11] Sejo G € Cu{RY*>? uma malriz de fungies que admite
factorizacio generalizada cancnica. Entio essa factorizagdo pode ser obtida
determinando duas solugies (¢4, ¢7) e (¥, @), do equagdo

£

—i
At

Got =rd™, ¢t € LE(R?  (r(€) =

),
tais que

1 det[¢™ ¥ H(€) # 0 para algum & € CF ou

2. detlo™, w7 |(8) # 0 para algun € ¢ T .
Nesse caso uma factorizagdo candnica é G = d_G, com

Go=lp ¢ e G =g u').

1.3.3 Factorizagdo generalizada de funcgdes matriciais

seccionalmente continuas

Verifica-se que para fungdes ialriciais seccionalmente continmas, ¢ € PC (Ry™m,
a factorizacio gencralizada relativa a Ly(R) depende de p.

Sejam zy, zp pontos de C e § €]0, 7. Denota-se por 1z, 2 1 8) 0 arco
circular orientado que une z; a 2, com as seguintes propriedades:

® Em qualquer ponto z do arco 1(z), 22 1 8)(2 # 21, 2,), 0s segmentos [z1, 7]

e [z, 2] formam um angulo § em z;
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1.3. Factorizacio Generalizada

¢ Quando se percorre o arco I(z1, 2 : §) de 21 a 23, 0 segmento [z 2z9] fica
a csquerda.

Para d €lr, 2|, fazse 1(z1, 22 : 8) = I{z1, 22 : 2 — §). Note-se que quando
& =m, Iz, 2 1 §) € o segmento de recta [z, 2],

Considere-se agora p fixo, | < p < 0o, Associa-se a cada elemento a €

PC(R), a funcio g, definida em R x R, do segninte modo:
il = %[a(t —0) +alt+0)] + %[a(t —0) — a(t + 0}] coth(:'r(‘% i),
com (t,u) € R x R, onde se tem a{xoo) = a(oco £ 0).

A imagem da fungio a, consiste na imagem da [ungio a acrescentada
dos arcos I{n(l,-),a(t;+) i—?),j =1,....n,0onde iy, ... t, sdo 0s pontos de
descontinuidade de a.

Uma hugao a € PC (R) diz-se nao singular relativamente a L,{R) se
ap(t, gt) # 0, em R x R.

) indice de nma fncio e ndo singular relativamente 2 L,(R) é definida
como o ind,a da curva

a,: B x B — C\{0)
relativamente ao ponto zero:
) 1
indye = o—[arg 4yt 1) i
Considora-se a oricutagao ao longo do arco na direcgao de a(t; — 0) para
a{t; -+ 0). Se a € C(R), entio ay(t, i) = a(t) e inda, = inda.
Analogamente, para G € [PC(R)]™", com p fixo, | < p < 20, associar

se-lhe a matriz de fungdes (7,(¢, 1) definida em I x [0,1] com valores om

LR T
Crmm,

Gyt p) = %[G(t —0)+ G(t+ 0)] + %{ J(t—0)— Gt + ﬂﬂcoth(ﬂ(}% + 1)),
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1.4. Factorizacdo Mercmorfa

com {t, ) € Rx [0, 1].
A fungao matricial G diz-se nio singular ou regular relativamente a L,(R)

se det ({1, 1) # 0, em R x [0,1].

Teorema 12 [6] Sejo G € [PC(R)|™" wma matriz ndo-singular. Fntio sio
equivalentes as proposigoes:
e A matriz G admite foctorizacio generalizada relativamente o L, (R);

o G ¢ ndo singular relativamente a L,(R).

1.4 Factorizacao Meromorfa

Verilica-se que €, por vezes, mais ficil obter wma factorizagao meromaorfa
em vez de uma factorizagio generalizada, sendo wma factorizagdo meromorfa
uma lactorizacio que admite que os seus factores, ou os inversos destes, le-
rhan crescimento algébrico numa vizinhanga de um niimero finito de pontos.
Ora, como se verd ao longo deste trabalho, em certas condicdes é possivel
construir uma factorizacio generalizada a partir de uma, [actorizacio mero-

morfa.

Definigao 13 Sejo G € Lo (R)™ ™. Diz-se que G admite Joctorizacio me-

romorfa (velativa o Ly(R)) se
G = M_RM,

onde I € GR{BY™™ ¢ existem polindmios P e g+ sem zeros em CTUR,

respectivamente, satisfozendo:
Log My, p-M" € H(CHw;
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1.4. Factorizacio Meromorfa
o q.;aM'_, Py nlf_—l = H(C-—-)nxﬁ,;

8 (Mai)i, (MZNj = O{¢ +inl*) com €+ in| — 20 em CL = {z =
E+ineCH:n| 2 a > 0} paraw > 0.

Em particular se G € G, (R)™™, a definigio de lactorizagio meromorfa,

coincide com a que atrds (o1 apresentada.
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Capitulo 2

Classe C(()1,Q)9) e Estrutura de

Factores

Neste capitulo relembramos os resultados apresentados em [13] que nos serio
essenclials nos capitulos posteriores.

Para comecar apresentamos uma classe de fungoes matriciais. mais vasta,
do que aguela em que este trabalho se centrard, mas A qual os resultados

aqui apresentados podem ser estendidos.

Definigao 14 Sejom Q) e QQy duas malrizes simétricas, dadas. de fungoes
racionats sem polos em R.Define-se C(Q1, Q) como sendo o conjunto de

todas as matrizes G € GL (R, que satisfazem o relacdo
4
GTOG = hQy, (2.1)

onde T denota o transposicdo de matrizes, ¢ h ¢ uma fungdo escalar invertivel

em Loo(R) e dependente de .
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2.1. Exemplos

Nota 15 Fste definicio Juz todo o sentido sc G for wma funcéo matricial
¢ :

n X n mas neste lrabalho apenas considerarenos funcées malriciais 2 x 2.

Nota 16 Se Q) = @ = Q, & fidcil verificar que esto classe ¢ wm grupo

multiplicativo de matrizes de fungdes (2 x 2). C(Q, Q) denovtu-se por C{Q).

Ha virias classes de lungdes matriciais com relevante interesse nas aplhcagGes
que se incluem nesta classe que acabamos de referir. Daremos alguns exem-
plos dessas classes, comecando por aquela gue mais nos interessars nesta

EXPOSICAD:

2.1 Exemplos

2.1.1 A Classe de Daniele-Khrapkov

Seja R € LZ2(R) uma funcio matricial racional com trR = 0, on seja tal
que B? = qf, para ¢ = —det R ({ matriz identidade em C>*%). Entio a

classe Daniele-Khrapkov associada a R é definida por
Cor ={GC € LZPR):G=ul +8R, o B¢ Loo(R)}.

‘o0

Mostra-se que Cpr C C(Q) para um certo @ relacionado com K. De lacto as
duas classes coincidem quando ¢) é invertivel, resultado que demonstraremos

mais tarde.

2.1.2 A Classe D — N
Considerem-se todas as matrizes G e LE2(R) tais que
G =al 4 3}? + 7N
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2.1. Exemplos
onde 2 =gl g#£0e RN + NR = (.
Se R ¢ dado por

R= P (2.2)

N o= " 1 (2.3)

Suponha-se que R ¢ N sio dadas como em (2.2) ¢ (2.3), e considerc-se
C=al + 38R+ yN. Sendo Q a matriz 2 x 2 simétrica ¢ singutar dada por

()= JN onde
o = 1,
pode-se facilmente verificar que
RQ+QR=247"Q N'Q=0=0QN RQR—q0.
Da definigio ¢ destas relacoes tem-se :
QG = (ol + BRT + vNTYQ(od + 3R + yN) =

=T+ a3(RB'Q + QR) 1 av(NTQ + QN) +

3V RTQN - NTQR) + 82BYOR + ~NTON =

= (C}: -+ ﬁq_l)EQ,
ou seja, G € C{Q) para ) definido como anteriormente. Mais, uma vez que
qualquer matriz ' pertencente A classe D — A é semelhante a G = ol | SR+

¥, ou seja, existe sempre uma matriz racional A tal que ¢ = AGA™!, com

£ e N definidas como em (2.2) e (2.3), podemos concluir que D— A < ¢ (Q).
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2.1. Exemplos

2.1.3 A Classe de Rawlins-Williains

Esta classe é o conjunto de todas as funedes matriciais lmitadas da forma

1 @
b —ab

onde a,b € Lo (R} admitem lactorizagoes limitadas o = a_ay com o racio-
val on b= b_b, com b} racional.
Se generalizarmos um ponco a definicio de ¢ (@1, @), peusando no con-

Junto de todas as matrizes de fungies limitadas 2 % 2 que satisfacam
Ty~ _ o+ ¢
S OTG = RO, (2.4)

oude Q7 € (R(R) + L (R)™? e QF € (R(R) + LL(R))**2, vemos que as
matrizes deste tipo pertencem a uma classe O (J1.Q2). Em particular se a2

for racional tem-se

(o N 10
Q7 =1t Q=i |
1 0 0 —a*

Fieard claro que o método proposto neste trabalho também se aplica a esta

classe de funcoes.

2.1.4 A Classe de Daniele-Khrapkov Generalizada
Esta classe cousiste no conjunto de todas as Munedes matriciais da forma

e a  md
qf} ¥

onde o, & € CL(R) ¢ p e ¢ sio ambos quocientes de dois polinémios sem

zeros em .
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2.2, Caracterizacio de C(Q.Q) = C'(Q)

Usando

L0 1 0 ; ;
G = . G = _ e h=a"— g,
0 —¢ 0 —pig™

verifica-se facilmente que G € €@, (o).

2.2 Caracterizacio de C(Q,Q) = C(Q)

Comecemos por nos lembrar da definicio da classe de Danicle-Khrapkov Seja,
R e L2*(R) uma matriz de funcies racionais com ik — 0, ou seja Lal que
R? = g4l para q = —det R (1 matriz identidade em C#2), Entio a classe

Daniele-Khrapkov associada a R é definida por
Cox ={G € LZ*R) : G =al +8R, o,3¢ Lao(R)}.
A matriz R da defini¢iio pode ter umna das seguintes trés formas:
p 0 —n 0 a b
0 p 0 —p L
em que a,b € R(R) e p? = ¢.

Os dois primeiros casos sfo triviais e portanto consideramos apenas o 3°

caso, 0u seja matrizes do tipo

2 7= p?—n? (2-5)
b o
Para
Iy 1
4 =
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2.2, Caracterizacdo de C(Q, Q) = C{Q)

lemos que

A AL, ('2.6)

Estudemos agora o caso com e =0e b= 1:

B =
g 0
Consideremos entio G = af + 31 onde R* = ¢l . Facilmente se vé que 0s
valores praprios de B sdo p e - p, logo R é uma matriz diagonalizdvel, ou

seja, existe H tal que

g 0
R=H H-!
0 —p
Caomno
r 0
= S —pr by =0
Y 0
g —p
e
gl
T 0 _
= o pE 4y =0,
7 0
a P

um veclor proprio associado a p é, por exemplo, (1, ) e um vector préprio

associado a —p &, por exemplo, (1, ~p). Podemos entao definir
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2.2, Caracterizacao de C{Q. Q) = (@)

11
H= ,
po—p
pelo que
| pt
i
H™' ==
2
o —p!
Assim, designando por 127 a malriz diagonal
o0
D'I =
0 —p

fem-se

& G = H Yal +3D)H.

Fazendo D = o + 3D, tem-se

a -+ A3p 0
D=

0 o — 3p
Sejam dy = oo+ Bp e dy = o — Fp. Supondo que d, e d; tém factorizacio

canonica dy = dy_dyy ¢ dy = dy_dy, , tem-se entio:

d],dl_w’_ §] dl—- 0 dl+ 0
G =11 H'=H hr—l _

{ dg_dzu}. 0 dg... 0 d‘_‘»+
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2.2. Caracterizacdo de C'((2, (J) = (C{¢})

di 0 die 0
= HY*H H
0 dy 0 dyy
) p ) pe i

Ouseja & =MW _M_, com

di +dy.  pHdio —ds)

M =1
T2
p((£1_ T dg_) dl“ + f}:Q,
e
dH— - d2+ pwl(dl i (12_3_)

1

M, =~

T2

p(dH_ = dg_._\) (]?,1.|. = der
Nota 17 Hepare-se que quando p é uma funcdo racional entdo G = M _A,
¢ uma foctorizacio meromorfa de G, resultado que aprofundaremos no 3
Cupitulo. Para o caso geral a # 0 ou b # 1 veremos mais tarde como obter
uma fectorizagdo meromorfa o partir do caso mais simples acima estudado,

Jazendo uso da relagio (2.0).

Depois de termos estudado algumas das propriedades das matrizes da classe

Daniele-Khrapkov temos o seguinte resultado, j4 meneionade anteriormente:

Teorema 18 Sejo B € [L,.(R)*? uma malriz de funcies racionais tal que
R* =gl com g+ 0. Entdo a clusse de Dandele- Khrapkou associada a R estd
contido em C{6, Q) = C{Q), para wm certo Q relacionado com B, De facto,

as duas classe coincidem quondo Q ¢ invertivel.
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2.2, Caracterizagdo de (/((0, Q) = C{Q)
Demonstracao:
Seja (F uma matriz da classe Daniele Khrapkov associada a

01
R= ;
q 0

ouseja G = af+3R. Detina-se (Q como sendo a matriz simétrica que satisfaz
QR+ R'Q =0. (2.7)

I Ficil de ver que @ = RYJ satislaz esta relacio para

Jiz=
-1 0

e que ¢ € invertivel {como malriz de fungdes racionais), on seja, det @ nic é

identicamente nulo. Note-se que @ € inico a menos de normalizacio e que

—qg 0
o=1{"*
) 1

Tendo em conta (2.7) e que
RTQR = -QR* = —yQ,
conclufmos que
GTQG = (al 1 GRT)Q(al + BR) = o2Q + oB(RTQ + QR) + 2RTOR
= (o’ —¢3)Q.

Assim G € C{) com h = o — g32.
Suponha-se agora que G € C(Q2) onde  é uma matriz simétrica e in-

vertivel de fungdes racionais.
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2.2. Caracterizacdo de (/(Q). Q) = C(@Q)

Noste caso a cquagio (2.11) fica

b= 868

COLIL
dl 0
L=
0 dy
(assumindo que b = det D) e portanto G é diagonalizdvel. Sejam
d’l + iig ] dl s d-g
o= , A=—
2 2p

para p = (det Q)%. Entao

G =8"'DS=al1 53R

para
. I 0
RB=pS* 5
0 —1
Assim tem-se que B? = p* e trR = 0. Falta apenas mostrar que R ¢
racional.
Tem-se
: Lo 1 o pL D _ 1 . f1 0
Q = =STjs=_g! J8 =251 (s7) 1(s"J8)
2 2 \o -1 2 \0 -1
1 I
= E{J_IRT(det Sy~ 5,{)_1 det S(RE.J).
Como det, S = —2p vi-se que
Q=-R"J
€ assim tem-se
R=—-Jg" (2.8)

¢ racional. ]
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2.3. Coaracterizacido de O, Q2)

2.3 Caracterizacao de C((Q)1, Q»)

Iremos agora caracterizar as matrizes G € C{@Qy, @2), ou seja matrizes tais
que GTQ, G = hi)y.
Seja () uma matriz de fungdes ractonais 2 x 2, simétrica. A menos da

multiplicagao por uma fungio escalar racional, podemos escrever ¢ na forma:

o

SE= comr go=0 ou ¢y=1 (2.9)
ORI
Entao tem-se
R -
Q==8%JS, com J=
2 10
: Lo+ i
5= BE com p? = —detQ = G—q se g=1
L dpy =
. o 1
ou &= se gg = 0.
2n ¢

Da mesma forma tem-se (com S| e Sy andlogos a § para @ = Q) e @ = (),

respectivamente)

Loy N
Qi =55J50 , Qo=3578, (2.10)

De agora em diante pensaremos em Q) ¢ (Jy como sendo matrizes in-
vertiveis cujo determinante nio seja o quadrado de uma fungio racional.

Neste caso ¢ claro que S; e Sy tamnbdin sio invertiveis. Seja

D= BE8, > (2.11)
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2.3. Caracterizacido de C((}, (}2)

Por (2.1) e (2.10)

s 1.7 - | P
(Sl_l DS;)T(ESIJSLJ(Sl_iDSQ) = hESIJSZ =

& STDTIDS; = hST S, & DYID = hi = JD = h(DT) 1.
Por outro lado, como

h* = det G? det Q1 det Q5 = det G* det 57 det S;°,

tem-se que
h = tdct 5 GS;" =+det D,
D & portanto diagonal se b = det D ou anti-diagonal se ki = — det 1.

Vale a pena reparar que de (2.10) se tem
(ST {5 = (ST Q2 Sa) ™,
e Assim

(51_1S2)TQ1(5‘1'152) = (2,

ou seja, S 15 € C(Q, Q2). Tsto mostra em particular que C(Q, Q1) ¢ ndo
vazio para ( e ()3 invertivets e que a forma geral de qualquer G € C(Q,, Q)
¢

ST Sa(eel + 3Ry) com Ry = —J(Q,.

Para. finalizar esta secciao apresenta-se um teorema que relaciona C(Q. )

2 C(Q)

Teorema 19 Sejam () e (Qy matrizes racionais invertiveis (2x2) de funcoes
mensurdreis e limitadas em B. Suponha-se gue existe wma malriz snvertivel
H € Q). Qy), ou seja H'G1H = hQs para algum hy € Lo (R), € seja

G € GLZ(R). As scguintes afirmacdes sio equivalentes:

Xy
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2.3. Caracterizacdo de C'(Q),(Q2)
i) G e CQL Q)
i-) G = HG pore algum G € C(Q)
iii-) G = GH para algum G € C{Q)

Demonstragao:
i-) = -}
Suponha-se que G € C{(};,¢)2). Como H é invertivel podemos escrever

G = G, Assim,
(HOVYQHG) = hQy = GTHTQHG = h(..
Mas por hipétese HTQH = hyQ,, logo
GG = by thQy

e assim G € C{Q), com h = hy'h.
ii-) = =)

Supondo que G = HG, com G € C{(2,), ou seja, GTQLG = h(Qy, entiio
(I Q(HG) = hQy & GT(H WIQuH G = s,
o que, usando a hipétese HTQq H = hyQs, implica que
GG = hohQy

e portanto G € C{(, ()y) com h = fioh.

A demonstracio de ) < -] ¢ inteiramente analoga, O
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2.4. A Equacio do Produto

2.4 A Eqguagao do Produto

Seja (€ C(Q,%:) e considere-se o problema de Riemann-Hilbert ho-
mogéneo

Got =¢7, ot ¢ IZ[R)% (2.12)

Aplicando a transposicao de matrizes a (2.12) e multiplicando o resultado

por () e por (2.12) tem-se
(G VTGS = (67 0ud™ & (31)TCTQGe" = (67T Q6™

e portanto
Ty ot e e i :
h(&T) o™ = (07) Qué. (2.13)
Note-ge que se ignorarmos os polos de @ ¢ @y este é um problema de
Riemann-Hilbert escalar para as incdgnitas

(67 Q" e (7Y Qg™

Supondo que h tem {actorizacio candnica geveralizada b = h_f, {0 que
¢ uma suposigao natural, pois um factor da forma % na factorizacio genera-

tizada de i pode sempre ser incluido em ¢ ou €y} tem-se:

R (61 Qad™ = K2\ (¢7)T Q167 (2.14)

A esta equagao dé-se o nome de equacio do produto associada a .
Pensando em (2.11) e tornando

d 1 0
0 dy

1) =

entdo (2.12} é equivalente a
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2.5. Estrutura de Factores

dl‘]!j- = 11’:
dy ¥t =

(2.15)

onde
W= (o7 +@103) + pacds

1]4“

1I

(c?) gty | 1+ pl()
= (¢ +0105) — oy
= (&) +q103) — prohs

para ¢, i, 1 € oo tals que

g1 . I
(e =

T 2 i G

&
=
I

= —det@ pt=—det (.

Vé-se assin que a equagio do produto pode obter-se, alternativamente,

por multiplicagde ordenada das duas equacdes de {2.15), daf o seu nome.

2.5 Estrutura de Factores

Para calcular os factores de uma factorizacio G = G_(/, , depois de sabermos
que G tem factorizagio canduica, temos de resolver o problema de Riemann-

Hitbert em [LE{IR)]?
GOt =r™ o* ¢ IER)P

para () = ET com alguma condigio de normalizacio, por exemplo ¢+ (i) =
(1,0). Claro que a resolugio deste problema nos dd apenas uma coluna de

cada factor G7', G_ e & primeira vista terfamos que resolver um problema
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2.h. Estrutura de Factiores

sonclhante com wma condicao de normalizagio diferente, de mancira a obter
as outras duas colunag linearmente independentes das primeiras, respectiva-
mente. No entanto isto pode ser evitado se conseguirmos obfer as segunda

coluna a partir da primeira, tanto em G, como em G_.

Seja G € C(Q, () | isto é

GG = g0, (2.16)

onde asswmimos que g = det & (det ) = det. (J2) e que g admite uma facto-
rizacdo canomica generalizada g = g_gy. Além disso, seja G = G_G uma

factorizacio candnica generalizada de G.

Nota 20 Assumir que g = det 7, ndo implica qualquer perde de genera-
tidade, quanto aos resultados essenciais. De facto, se apenas fmpuserinos

GEGLL(R), g =g g. edetG=d=d_d,, tem-se
T0\G = dGa,
onde Q1 = d_g2'Qy ¢ Qo = d71g4 Q. Assim
Q1 € (R(R) + L (1))

Qs € (R(R)+ L}

00

2%
(R))
e portanio lodos os resultados se mantém excepto se Qp e Qs forem subs-
tibuidos por €} e (s ndo racionais.
Designando por f* e st, respectivamente, a primeira ¢ a scgunda coluna

| o - ] o o 5
de &7 e f7 e s7. respectivamente, a primeira ¢ a segunda coluna de §_,
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2.5. Estrutura de Factores

tem-se:
Gft=f", Cst=s. (2.17)

Da equaciao do produto resulta gue:

g (I Qaft = g (Y @t =13 (2.18)
comr 7, € R{R). Por outro lado, aplicando a ransposicao de matrizes a
equacio Gst = ¢~ ¢ multiplicando por Q1 e por GfT = f~ obtém-se
(VGG = (s7) ™
ol seju
g () Quft = g= (s QS
Como o lado esquerdo da igualdade é meromorfo em T e o lado direito é

meromorfo em €, pode-se concluir que ambos os lados desta ignaldade tém

(ue representar uma fungio racional tal que

g5V QT = g7 () QT =7 (2.19)
com 7 € R{R).
Teorema 21 Seju G € C(Q1, Q) admitindo uma factorizacio generalizada
candnica G = G_GL e sejam [T e 87, respeclivemente, o primeira e a

segunda coluna de G e [~ ¢ 57, respectivamente, o primeira € o segundu

coluna de G_. Entdo eziste 71 € R(R) tal que
§ =8, =T
onde My = v (AT — JQY), My = v (71 — J@),
0 1
-1 0
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2.5. Estrutura de Factores
ery € o encontrado em (2. ?8)_

Demonstragao:

De (2.18) e (2.19) tem-se:
(FIY'Quf T =gt e (M) Quf" =g,
Multiplicando ambos os lados desta 1iltima equacao por f¥. obtém-se

SN Qaft = g7 R

Como
)T =0+t
term-se
st Quft = g7 T — g QS

logo

S+ = ‘f‘]_1' (FlI - JQg)f+ (220)
Analogamente se obtém

5 = ’I'f] (’F] JT — JQl)fi (221)

1

Nota 22 FPela demonstracdo deste teorema € claro que vy € explicitamente

conthecido da equacdo do produto e depende apenas das primeiras colunas [+

e ™.

QQuanto 4 determinaciio de ¥ temos o scguinte resultado:
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2.5. Estrutura de Factores

Teorema 23 Sejam G, [T, [~ e r nas condigoes do leorema anterior.
Entio V7, € R(R), as fungoes s ¢ s definidas no teorema anterior su-

tisfuzem o problema de Riemann-Hilbert Gs™ = s, bem como as relogoes
(It =gp' e (F) s =g (2.22)

Demonstragac:

Comecerios por provar que para (¢ satisfazendo
T
GG = gty

é valida a seguinte relacdio:

I = JOGL (2.23)
De facto,
G = g(GN) Q. (2.24)
Como
GJIGT = det{G)J = gJ,
tem-se
| —-JGTy ; .
G-—I s J*_l_ :JT:AJ
det G ( )

e portanto de (2.24) tem-se:
QlG = Q(—(IGTJQ 1)'[’@2 > Q]_G = _JGJQQ <~ J{_Q]G = CTT]QQ
Agora.,

Fst = Gy YR T — JQ)fY = v HFGFY = QIO ).
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2.5. Estrutura de Factores
Mas tendo om conta a primeira cquagio de (2.17) ¢ a relagio (2.23), tem-se
Gst =7 (F1f — Jhf7) =+
Quanto A primeira das igualdades em (2.22) tem-se
(Y8t = (P T = JQ Y = i R IF + (7 Qaf*).
Como (fHYTf+ =0e (fY)YQuft = rig7", tem-se
(fHY dst =oTlrglt = g7

A segunda igualdade de (2.22) prova-se de forma analoga.[]
Uma consequencia deste teorema ¢ que se tem um critério para determinar
7 tal que sT e s definidas em {2.20) e (2.21) podem ser tomadas como

sendo as segundas colunas de G "

e (7_ respectivamente. De facto s™ e s~
definidas dessa forma satisfazem a ignaldade Gs™ = 57 ¢ sdo linearmente
independentes de f* e f . respectivamente, no semi-plano correspondente,
independentemente da escolha de 7. Isto leva a concluir que a vinica condigio

a impor a 7, é a de que s* sejam analiticas em C* e vy s+ € (Lo (R))™

Corolario 24 Com as hipdteses do teorema anderior, uma faclorizacio condnica
de G 6 G =G Gy onde G_ = [f~s7], GZ' = [[+s7], com s, s~ definidas

em (2.20) e (2.21) para qualquer fungio racional 7y tal que r+5T € (LE(R))?.

Corolario 25 Com as hipdleses do leorvema 21, Se O = Qo = ¢}, G €
C(Q), entdo My = M, € C{Q)

Demonstrac¢ao:
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2.5. Estrutura de Factores

Basta reparar que M = 7T — J() satistaz a relacio

MIQM = (72 + det (0.

No artigo [13] aplicam-se estes resultados na determinagio da estrutura

lindmios do primeiro grau ou o quociente de dois polindmios do segundo
grau. Nos capitulos seguintes faremos o mesmo através da obtengao de uma
factorizacao meromorfa e 86 posteriormente uma factorizacio generalizada
candmica caso exista, realcando que os resultado que iremos obter sao perfei-

Lamente andlogos aos obtidos em [13].
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Capitulo 3

Da factorizacao meromorfa

para a generalizada

3.1 Da factorizacao meromorfa para a gene-
ralizada

Definicio 26 Diz-se que G € GCL(R)2*2 admite wma factorizacio mero-

morfa se pode ser escrite na forma:
= M_RM,

Com R ¢ GR(R)*? ¢ lal que existem polinémios p. ¢ qp sem zeros em

C*+ UR, respectivamente, que satisfazem:
i) g My, p M e H(C)#*?

i) g Mo, py M7 € H(T)
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3.1. Da factorizacioc meremorfa para a generalizada

i) (Mg )ins (MDD = O(¢+im|?),  quando [€+in] — o0 em CF = {z =
£+4n € CL g = a >0}, para algum w > 0.

Vé-ge [acilmenie qne a factorizagio generalizada delinida anteriormente,

é um caso particular de lactorizacio meromorfa. Assim G € GO, (R)**?

admite factorizacho meromeorfa pois:

Proposicao 27 [2]

G € GCL(R)**? admitc uma foctorizagdo generalizada se e s6 se det G(€) #

0 para todo £ € R.

Comecemos por apresentar alguns resultados que nos irao permifir passar
de wma [actorizacio meromorfa para uma factorizacio generalizada, dadas

certas condiches:

Teorema 28 /8
Seja. Ty wma fungdo matricial tal que Ty € CPFH{R)?™ e det(T,) te-
nha wm nimero findto de zeros em Cr. Entdo podem-se construir matrizes

R,Q.Cy e Dy tais que B, M € GR(RY*? e O, Dy € CFF(R)Y2, com
det. Cy # 0 e det Dy # 0 para todo 0 z € CF ¢

T, = RO, = D.Q.

Demonstracao:
Sejam z;___zn 0s zeros de det(T, ) em €t (tendo em conta a sua multipli-

cidade) e seja T, = [f1, 1] " uma representacio de Ty em termos de vectores

[lnha.
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3.1. Da factorizac3oc meromorfa para a generaiizada

Como det T, (1) = 0, os vectores ¢ {z)) e t2(21) séo linearmente depen-

dentes. Assim, para certas constantes nao sirmiltaneamente nulas o e ap

fem-se:
alil(":l) + Cl:gflz(zl) = O.
Seja _
0O = T autal€) + ()
p=172

e seja 10 a malriz que se obtém de T substituindo £, por ¢, Tem-se clara-
mente T ¢ O*F (R)**? mas o seu determinante ji s6 tem 08 7eros zy, ... 2y
cm C,

Por outro lado ten-se T, = R\T, onde R € a matriz que se obtém da

identidade 2 x 2, substituindo a linha p por

vy 1 E— =

(.},‘2:()42 g—]r?

ou
1 &~z oy
o E41T oy

)

conforme p=2oup =1

t 1 0 13
o ) 1 § —2 /
ta :i- xy f-i-'il L2
ou
d&5-= [ 5] !/
51 - oy £ ¢y ! 1
'i-z 0 1 tQ
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3.1. Da factorizagcio meromorfa para a generalizada
Repetindo este argumento para 77 tem-sc
T = By
e com nm procedimento andlogo para colunas tem-se a segunda identidade
Ty 22 10

i

Coroldrio 29 Scja T uma funcio matricial tal que T. € CH(R)7? ¢
det{T.) tenha wm nimero finito de zeros em C™. Entao podem-se cons-
truir matrizes [,Q.C_ e D_ tois que B, M' € GR{RY"* ¢ C_, D_ &
[Cr=(R))?*? , det C{2) #£ 0 e det D_(z) #£ 0 para todo 0 2 € T ¢

T =RC_.=D_¢J.
Finalmmente tern-se:

Teorema 30 Seja G € CH{R)**? wma malriz que admite ume foctorizecdo
meromorfo

G =M RM,
que salisfaga us sequintes condicdes
i) 1{7 My € onE (R
ii-) PP MY e Ot (R
1= ) ?“E"")(('H(I-»i'\'f— € Ch (R)M?
iv-) e, M € Crm(R)P2
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3.1. Da factorizacdo meromorfa para a generalizada

onde ry. = leti‘ Entio podem-se construir matrizes G_, G, KB lais que:
ol - ek 2N
B C,-:(R)‘)‘X
ekl Dy2x2
G= e, (R)
Re QR(]R)2><2
e

G = (?AR(;CF

Se R=R_DER, ¢ wma factorizacio generalizada de B entio
G=(G. R )IDR.GL)
€ uma foctorizegio gencralizadn de G relativa a [C) (R)]2<2,

Demonstragao:

Seja G € CH(R)*** wma marriz que admite nma factorizacio meromorfa
G'=M_RM,
gue satisfaz as hipétese do teorema. Pode-se entiio reescrever i8so como
G=G_RG.
com 12 € GR(R)>Z e
Go=r"%q M_ e " (R)»?

Go=rT%y M, ¢ e (RS

R = (qllq_'lr—!!'f'fH T;Q""Q’-- )R
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3.1. Da factorizacdo meromorfa para a generalizada

Mas det (7 s6 pode ter wn nimero finito de zeros em C7) mma vez
que (det é) U det G- tem no maximoe um n® finito de polos em €, e,
analogamente, det G, 86 pode ter um nimero finito de zeros em €' . Portanto
G=!, respectivamente G771, pode néio ser holomorfo em €, respectivamente
em CF, ¢ assim

G =G_RG,
nao é em geral wma lactorizacio generalizada de .
No entanto, pelo teorema anlerior, podemos escrever

é_|. S f\?.]_GJr

onde 1, é nma matriz racional sem polos em CF, 74 é holomorfa em C e
det G () #£ 0 para todo 0o 2 € C7. Logo
G e CF(R)P2
Analogamente podemos escrever

G =G R,

onde Ry é nma matriz racional sem polos em €7, G € holomorfa em C™ e

det & _{z) # 0 para todo o z € €. Logo
G e O (R)2

Portanto temn-se

(G = G_R.BR:1 Gy
Como Ry R1 admite uma factorizagio generalizada {que pode se explicita-

mente obtida pelas téenicas usuais [2]), lem-se WEE, — 5 b R,. Logo
G=(G_ROID(R,G,)
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3.2. Da factorizacie meromorfa para a generalizada candnica

¢ uma factorizagio gencralizada de (7 relativamente a C (R)2*2 1]
Estes resultados dao-nos uma preciosa ajuda para passarmos de uma

factorizacio meromor(s para uma generalizada.
G I o

3.2 Da factorizacao meromorfa para a gene-

ralizada candnica

Os resultados anteriores (estabelecidos em [8]), no entanto, 86 nos permitem
saber se a matriz G admite uma factorizacao candnica apds a determinacao
explicita da factorizacao. Podemos, no entanto, iv mais longe estabelecendo
critérios que nos permitan, por um lado, a partir de nma factorizacao mero-
morfa, sabermos se exite ou nao factorizagdo candnica sem necessariamente
a determinar e, por outro lado, determina-la, de forma eventualmente mais

simples, quando existe.

Teorema 31 Seja & € CH(R)* tal que

detG(E) #£0, VEER

G=M M,

wnu foctorizagio meromorfa de G. Entio G admile factorizacdo condnica
G = G.Gy se e 56 s existir uma matriz racional fneertivel R (det 12 7 0)

Lol que :

1. MR € GG (R)>
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3.2, Da factorizacdo meromorfa para a generalizada canonica
2 F'M, € QC-’J]L(R)ZXE_

Nota 32 Nas condicocs deste leorema, sabemos jd que erislern maotrizes ro-

ctonais 1 e By tais que
G = M_R (B, *R; ) RoM, = M_Ry(R_diag(r™,r*)Ry ) Ro M,y

fornece urna foctorizacdo generalizado de G

G =G. DG,
co
G_=M W e Gp=MRR,,
supondo que By Ry = 1. diag(r* v* YR, é wma factorizagcao generalizoda
de 1.

Nos resultados anlertormente estabelecidos, porém, ndo nos é dada uma
relacio entre Ry e Ry, No teorema que acebamos de enunciar estobelece-
se que no case de existir factorizagdo generalizada canonica para G, Ry e
Ry podem ser escolhidos como matrizes inversas wma de oulra, ¢ que 1no8
permitird, mois adiante, estabelecer condicoes de existéncia de factorizagao
gencralizada candnica para G e determinar os factores (., Gy a partir de

M. e M, por um processo distinto do gue foi apresentado nos teoremas 30,

28 ¢ 29,

Demonstragao:

Se (¢ admite uma [actorizagdo canénica G = GG, entio tem-se

G Gy=MM, — G M"'=MG]
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3.2. Da factorizacio meromorfa para a generalizada candnica

¢ conclui-se que ambos os menmbros representam una matriz racional B e
além disso, det B # 0.

Temaos portanto
G.M'=MG.'=R e detR#0,
donde

1. M_R =~ G_ g GC; (R)>?

2. I{lﬂ[+ . 7;7{7 & gcﬁT(R}‘gX?

Reciprocamente, se existir uma matriz racional R invertivel tal que
1. M_Re gc‘;"(R)ﬁx‘l

9 R"’kﬂ/_h_ < QGI(RFM,

entao, fazendo

G.=MR G.=R'M,,

temos (¢ = G_G ., que ¢ uma factorizagio generalizada candnica (limitada)

para G.[]

Corolario 33 Admitindo as mesmas condicdes do teorema anterior, se
det M_ € GC(R) e detM, € GCH(R), (3.1)

entdo det R € wma constante (ndo nula).
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3.2. Da factorizacio meromorfa para a generalizada candnica

Demonstragao:

Tern-se do teorema anterior G. M ™' = M, G7' = R e portanto
det B = (det G_)(det M ') € GO (R)
det B = (det G M) (det ML) € QCIT(R)
Logo det B é uma constante (nao nula). O
Corolario 34 Nas mesmas condicoes do coroldrio, anterior a matriz G ad-

wmite faclorizacido generalizada candnica se e s6 se exristir wina malriz racional

invertivel B com determinante constante, tal que :

1M R Gy (R

2. R'M, € CH{R)»<.

Nota 35 Este coroldrio garante que G_ = M R e G, = R™'M_ tém inver-

sos em C{Ry2 ¢ CHR)**?, respectivamente.

Demonstragao:

Sendo det B = & # (), tem-se

det(G.R) = kdet Al & gC-';(R)
det(GLR) = kdet M, € GCIH{R)
Logo det M_ e det M+ nfo tém zeros nem polos nos semi-planos correspon-

dentes e portanto tem-ge também

L (M_R)™ € G (R)*?
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3.2. Da factorizacio meromorfa para a generalizada candnica

2. (RIM) e CHR)P2.

O

Cloncretizando o que atras [oi dito. suponhamos gue os factores meromor-

fos A referidos no corolario anterior sao dados por

e R e
Yy W - Wy, e

M. = . ML -
ho 'u':+ it
Ha1  Waa

oy Wou

¢ procuremos os factores G_, G da factorizagao generalizada canodnica fighas

G_G ., sendo

T O il
- 1 3 i 11 12 5 i
G. = , Gl = : (3.2)
- _ * + ;- ;}4_
j L SR

Ne acordo com os resultados prévios, ¢ admite uma tal factorizacao se

e 80 se, exislir

T T
=t com det 17 =k # 0,

o Toz
corm k constante, onde os ry; sa0 tais que

-'11’U11 + ""21"{13ﬁ = Qf] B e
(com @7, ¢y € CF (R))

()

Tt + To1 ey = @oy

e i L A
T, + Tt = @

(com &, &,

(17}

— O I i
Tyt Tat, = ‘.1’;1

e analogamente

e C, (RY)

Loty Tty = Gy o
(com &7, day

(111
Tl.ler:‘ﬁ;] <f 7"22?;{327:2 == (7}22

g

(3.3)

L € CH(RY) (3.4)



3.2. Da factorizacao meromorfa para a generalizada candnica

B T X T
Ty + Teatlpy = Opp

(IV) (com oy, ¢f, € CH(R)) (3.6)

ity + Taatdy = 63y
. 5 s s . N o . _1
Note-se que (I)-(IV) significam precisamente que, definindo G ¢ G

como em (3.2), se tem
MR=G, M'R=G."
onde
G_ € GO, (R)™2, G' € GO (R)>*2
det G- = kdet M_, det G’ = kdet M, k £ 0,

ou scja, se existir solugao para (1)-(1V), ¢ = (-G, é de facto uma facto-
rizacio gencralizada candnica limitada para (.

Do sistema (I) tem-se

R A - b
Fup = G Way — @ ¥ia - TR
8 = = _[’.“-—'ﬂ.'....'/ L T g ﬁ”; ]
G Way — Wyatly Yy Wan — Wiatly
e de (I} tem-se:
P SR C P +ot At
- Yy gy — @0yt - 83,4 — s
L= e 0 it i h 27— ot I
o — ik, Wy — Wiatl,

Como

AT ah T ah T T —

Uy — Unptly, = det AL
nio se anula em €™ e analogamente

r] -+

Wtait _ant ot — det A = det (071
Yty — Whtis, = det M, ° = det (.

nao se anwa em CT, vemos que 71; é uma fungio racional, limitada no

infinito, que apresenta, quando muito, palos nos pontes de CT am que i,
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3.2. Da factorizacho meromorfa para a generalizada candnica

5 tém polos e nos pontos de C em que ¢y e 7, tém polos. Analogamente
se pode raciocinar cin relagao a vy, ficando assim definidos os denominadores
e o8 graus dos numeradores de 1y & 1.

Por outro lade, como devem ser satisfeitas as condigdes dos sistemas (1)
e (IT), sendo 67, e @5, analiticos em C~ e o7, &3, analiticos em CF, isso
define certas condigoes de anulamento em determinados pontos, condigoes
essas que envolvem os valores de vy € 797 e que vio determinar a forma dos
seus nmeradores.

Analogarnente se pode proceder para determinar 72 € ran.

Para um melhor esclarecimento desta téenica devemn ver-se 0 4% ¢ 5” caso

do proximo capitulo.
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Capitulo 4
Aplicagoes a C{Q)

Neste capitulo, vamos numa primeira secgio, determinar factorizacoes mero-
morfas de funcdes matriciais pertencentes i classe de Daniele-Khrapkov em
variog casos. B numa segunda seccdo vamos dar exemplos concrelos, por sin-
plicidade de cileulo, do estudo da existéncia de factorizacio candnica a partir

de wina factorizacio meromorfa e caso exista determinar essa factorizacao.

4.1 Como obter uma factorizacao meromorfa

Pensemos em C{Q)) como sendo a dasse Daniele-Khrapkov; & € C(Q) tem
a forma & = ol + 3R com .3 € C¥R) ¢ R = —-JQ7, {2.8), tal quec
1? = ql sendo p = Vi mna fungao racional,semn polos sobre R a factorizacio

meromorfa de G obtém-se de uma forma muito simples, pois como ja se vin

54



4.1. Catmo obter uma factorizac8o meromorfa

no capitulo anterior = M M, onde

d-l_m -+ dz, ﬂ_l(dl_ s dg_)

1 dy + o dy.. —da_ .
M. =< = 1 R
. 2 2 + 2p
pldi— — dy) dy_ + dy_
e
diy +do p7(drs — )
M, = l — iy + day ra diy —day R,

2 2p
pldiy = day) diy +dys

¢, caso p seja racional, uma factorizacio meromorta de G com os factores em

Q).

Comeo obter uma factorizacho meromor(a de (7, com os factores dentro da
mesma classe C((7), quando p nio ¢ wmna funcao racional?
Considere-se
01 . ¢ gt ,
R= e 1= . (4.1)
g 0 1 0

As matrizes G = al + R tém a forma

43

Se designarmos por {f1, f2]7 a primeira coluna de &, a segunda coluna,

51, 50]7, exprime-se na forma,
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4.1. Como abter uma factorizacdo meromorfa
portanto as matrizes desta classe tém a forina

I/ sl=[/ RJ] onde [=If1, 0

Ora, se f) sdo solugdes de G f, = [, entdo, como G comuta com £ (e R),
temos

Géf_i_ = RG'f.f. =4 Gl}%f_k = I?f_

e portanto
Glfy REI=1f- Rf]

Sejam M ' =1[f, RfJeM_ =[f RS ] oquesignificaque GM]' =
M _. Por outro lado, tem-se

e det M= fi —q™fF,

o det M. = 2 —qgtf2

£

e, da equacao do produto, sabemos que se Gf. = f_ entao

det G(f?+ - QMIf;-) = jlg— - q_1f§-- :

tem factorizacao lwmitada,

(@G (2, — a7 13,) = Qes O)-(F2 — ' 12.).

vem que o$ seus membros sdo ignais a uma funcio racional. Se impusermos
que fi4 ou fi_ seja diferente de zero num dos zeros de ¢, temos a garantia
de que esta fungio racional nio é identicamente nula. Logo G = MM, ¢

uma factorizagdo meromorfa de G e os factores estio na mesma classe C{Q).
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4.1. Como obter uma factorizagio meromorfa

Varnos agora supor que If ¢ uma matriz racional qualquer 2 x 2 tal que
R? = gl nio necessariamente com a forma referida e (4.1) - Como ja vitnos

no capftulo 2,(2.5) R tem a forma

a b
= ,
y—u ~
- a

Também do capitulo 2 (2.6) tem-se que existe uma matriz A invertivel ¢

racional tal gue, sendo

Fo = ;
qg 0
R = ARyA . Portanto G = ol + 3R = Alal + 3Ry A = AG, A, onde
G ¢ da {orma

v 3

Go=|"
43 «
considerada anteriormente.

Vamos mostrar que G lem uwma factorizacio meromorfa na mesma classe,
mas hd uma outra factorizagio meromorfa que, em principio, é mais facil de
obter, & da qual se pode tirar numa factorizagio generalizada.

Note se que, para garantir que G = M. M., onde M, M_ c C*H(R)®2,
scja uma factorizagao meromorfa, lemos que mostrar que os det M. ndo sio
identicamente nulos; além digso convém conhecer deft ML e saber os seus
zeros para podermos passar a uma factorizacio generalizada.

Assim: sejam entao ¢~ € C-*':"(]R)2 tals que

O
SN

=97
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4.1. Como obter uma factorizacdo meromorfa

como G = AGA™", temos que AGA™ ot = ¢~ = Gh{ A ¢ty = A7,
Definindo

g = ATG o df = Ao, (12)

tem-se entio Gudg = ¢, embora agora q)nL nao sejam analiticos, roas sim
meromorfos em CF.

De qualquer modo, se Gy¢f = &y, entdo Gn(f{gcba“ ] = é@g . com iy =
g 'Ry, e repetem-se os raciocinios anteriores, isto ¢, existe wwa factorizagio
G = My Moy com M3} = [oF Rgdia'] e Mo = [¢5  Rody) que sio, como

se viu, da forma

DI

FIAE |
(dd)2  (dg)
7Y, g Yo ),
o M, — {ooh {97 )
(@‘55)2 (@E)l

Definindo My = AMy. A ! obtemos fazendo [t = ARyA™! e atendendo a

(4.2), G=M_M, com

M:'=[p* RetIA

M_=[o~ Re)A™,

sendo det My = det Ay, que, como vimos (4.2), ndo é identicamente nulo
desde gqne sejam impostas condicoes de normalizacdo convenientes. Desta
forma obtemos wmna factorizacio meromorta com factores na mesma classe,

logo comutativa.
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4.2. Como obter uma factorizagio generalizada

Nota 36 A foctorizagdo mervomorfae G = M_M. (em que os factores eslio
na mesma classe de G, pode no entanto ndo ser a mais apropriada. A

factorizacdo meromorfa mais simples €
G = (M_A)(ATTM,) =AM,
on sefa G = M_M, com
MI=M7A=[o" Red*| e M_=M.A=[p Ry
£ Nesse caso
e det M  =[(A"'¢T) — g HA oV )E] det A

o det M =[(A7 )2 —g (A )] det A

4.2 Como obter uma factorizagao generali-

zada

4.2.1 1% caso g =0

Quando g =0, G = al + S8R com cx e 3 € C*R) e B = ¢I, entio B* =0,
ou seja, a matriz K ¢ nilpotente ¢, portanto, a menos da multiplicagao por

uma [ungae racional escalar pode escrever-se como sendo

1 q1

=g —f
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4.2. Como obter uma factorizacio generalizada

onde ¢ ¢ uma funcao racional, obtendo-se neste caso

e+ Hy
e det G = o

i
I

...ﬁqu a - A
A classe de matrizes desta forma designa-se por M. Aqui considerarenios
g =7r= %TZ por simplicidade de cdleulos.
C:omo é facil de constatar, &' € C{Q), com

g

L g
Suponha-se que a: possui factorizacao limitada candnica o = o_q,

Nota 37 Pode admitir-se que indG = 0, pois se inda = k, com k € Z,

cotno det G = o, tem-se indG = 2k. e poderia considerar-se, em vez de G,

G=r""G =
—irt a-3

onde & =r"*a, 3 =773 eindd = 0. G também pertence & classe N com
ind(G = 0. Apds se obter wina foctorizacdo generalizada de G € facil obter
uma factorizacdo generalizodo para a matriz G,

Teorema 38 [4] Seja (¢, d_) uma solucio do sistema Gy = ro_, tal gue

(=) F 0 e do (-} =0 ou ¢, (1) =0e P (1) £ 0

Verifica-se entéo o sequinte iqualdade:

i)

, ‘ i -
i {Bry+ rd2) = a (. + 1o ) = é:_ -, cormn K # 0.
4 2
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4.2, Como cobter uma factorizacdo generalizada

Demonstragao:

O sistema Gy = ré . pode escrever-se na forma :

(v + By + Frdo, =71d -

—;35=‘)1+ -+ (()f — ’J)J‘(sz = T'Qflbz_
Somando as duas equacies do sistemna, obtém-se a equagdo linear
P I orf
oy (e + 700 ) = aZr{pr +rds).

onde o primeiro membro pertence O (R) e o segundo multiplicado por s

estA em (?’;[]’F&). Assim

s v a s AERB
(P +rda ) =0 (g trdy.) = m, comw A, BeC.
Uma vez que ¢o_( 4} = (), tem-sc
; -1 i ! K
(s +7104) = T 1) = 7=,
]

com & & C. Devido a hipdtese ¢y_{--7) # 0, tem-se K # 0. Pois sec & =0
vern da igualdade anterior que 7 1o = —gy_ e @1, = —reyp. Substituindo

¢4 na primeira equacdo do sistema, obtém-se
—(+ By + Frdey =rd S doy = =10
o que contradiz a hipdtese. [

Nota 39 Se se impuser é{i) = 0 e do (i) # 0 oblém-se um resultado

perfeitemente andlogo. 3asta reparar que
Qpr T (T g+ dor) = aZ (P i o).
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4.2, Como ohter uma factorizag8c generalizada

Coroldrio 40 [J] Supondo as mesmas condicées do teorema anterior se, (7

admite foctorizagio canomca = G_G,, tem-se:

a7l Oy +rdy) = a)t = Kpdet G

onde K, € uma constante ndo nule e ry = &ii.

Demonstracao:

Se ¢ = (.G, uma factorizacao candnica de det G ¢ dada por del G =
det Go det (7. As igualdades deste corolario resullain do teorema anterior e
da wnicidade da factorizacio candnica, a menos de um factor constante, que

2

permite dizer que, sendo det G = o = r.t'_u:i, tern-se:

o = KodetG_ e of = K; detGa

com Ay € C\D. [J
E facil ver que os primeiros membros das ignaldades do corolario anterior
representain respectivamente os determinantes das matrizes

ritdn,. —ralt rlé . T )
e ¢ (:ld)

rilge,  af 1Yy

Uma vez que podemos sempre escolher Ky = 1, do resultado anterior vem

que
1 1
e o
-+ + e 3 .
det =, = det G’+1
ro i ot
+ Y24 of
e
T (,Dl_, T " .
= ° =det{7_,
v e, ck_
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4.2. Como obter uma factorizacao generalizada

Verifica-se imediatamente gue, fazendo

se tern Gd~3+ = g?’)_“. Contudo 97)_ nao @ analitica em C~ devido ao polo em
¢ =1; assim designando por Ay, M_, respectivamente, as matrizes definidas
por (4.3), tem-se ¢ = M_M,'. que ndo é uma [aclorizacio generalizada.
de 7, mas sim wma factorizacao meromorfa. Usando os teoremas 30 e 29,

vejamos agora coino obter uma factorizacao peneralizada para G tem-se

‘r""'leﬁj_ —¥_ 1 0 o
M_ = _ =T K.

Sejamn ¢ ey, respectivamente, a primeira ¢ a segunda coluna de 7_. Como
det T _{—1) = 0, os vectores de C2,
L{—1) = (=28 _(—3),0) e to{~i) = (—a_(—1),0)

sao linearmente dependentes, logo existem duas constantes ndo simultanea-

mente nulas, A; ¢ Ao, tais que:

Mtr(—8) + Aafa(—1) = (0,0) & =26\ 1. (—i) — Ager. (~4) = O.

Fazendo A; = 1, vem que Ay = #_({1), e assim

Ll il .

r ey (M1l - — I —A

T T Ry = o (J_ o ) '

7 e r (AT e b T lal) 0 ¢t
obtendo-se

- vyl j 1 —Apr

M.o=T R=T BRE=T
e 0 1
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4.2, Como obter uma factorizacio generalizada

Tem-se entao
_ -1 _ v |
C=MM" =T (R/M)
N S’
i i
e verifica-se que (O = GG, é wina factorizacao generalizada cavdmica para

G.

Para mais resultados sobre a classe A consultar [14] e [4], nomeadamente

no que diz respeito a condighes de existéncia de factorizacio nao candnica.

4.2.2 2% caso ,/q ¥ 0 € uma fungao racional

Consideremos o exempio

G=bP +b P

com by. by € C*(R), k € R* fixo e

2 ke K2 —kg

1 1
P(¢) = ——r e Pyle) = ———
1(‘: 62 + )liTQ 2( ) {_—'u + k‘“

ke k2 —kt

s
B

Repare-se que :

) A+ B =
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4.2. Como obter uma factorizacio generalizada

01l 8uja,

(B e PEf s

Assim, fazendo R = P, — Py, temese B2 =1 = P+ Py e

_le+[{, PQZI—H.;
2 2
Logo
—bl —’—f)-zk b'l bg
7 I (—=)H.
G= (5= M+ (—5IR
Definindo o = fil:—b-* e 0= QJsz tem-se (G = af + 3R onde o, 3 € C*(R) ¢

R? = 1I. R tem como valores préprios 1 e —1.

Fixemos vectores proprios associados a cada um dos valores préprios:
por exemplo, (1, %) ¢ um vector proprio associado a 1 e (1, —%} & mm vector
préprio associado a —1.

Seja entdo

11 ) &k
e l —
% _% k2 —k¢
assimn
10
R—=HDH * onde D =
0 —1

65



4.2. Como obter uma factorizacdo generalizada

Logo:
G = ol +8R=aHH T+ BIIDH
o+ 3 ]
— H{al 1 ADI™ =H H 1L
0 o — {3

Lembrando que &+ 3 = b ¢ « — 3 = by, tem-sc

bl 0

G=H ot
0 b

Assumindo que b ¢ by possuem factorizagao candnica

bl = b1_b|+ e ?)2 = bg_bg_,_:

fern-se

(o 0N (b, 0

\ b hz) (0 bg+

(bl 0 \ ()14;_ (

= H H H ' =M_M,,
\0 b | B B

com M. = Hdiag(byy . bay )H ™1

G = M_JM, nido ¢ uma factorizacio gencralizada de G, mas & uma
factorizacio meromorfa. Como det G # 0, sabemos que existe uma fac-
lorizacio generalizada de G que calcularemos baseados nos resultados do

terceiro capitulo.
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4.2. Como abter uma factorizacdo generaiizada

bl_._{fz -+ bg_kz (bI, 2 th}k,'cf

1
M_ ==
P
(i — by JkE b€ by k2
D&+ by k? (b — by JRE
| 1
M=o

(big = by JkE D1 &% + by b7
Seja G_ = (§ +#k)M_ e G, = (£ — ik)M,. Entao

det G = by_by_{£ + ik)?,
@ assin
detG_ =0 £ = —ik,

ou seja, —ik é um zero de det &_ de multiplicidade dois. Designemos por
11 ety transpostas da primeira e da segunda coluna de /_. Sabemos entao
que estas colunas sao lncarmente dependentes para € = —ik e que portanto

existem duas constantes nao simultancamente milas, Ay ¢ Ag, tals que

Seja
r_ £
t = 2 () + Aara(6))
Entao
- = ORI )~ b )

Fazendo, por comodidade,
b|_(—lk) = ;’3|_ {53 bg_(‘l;\;) = ﬁg_,
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4.2. Como obter uma factorizacdo generalizada

tem-se entao:

k A k . s

ou seja,

M) + data(—i8) = (0,0) ¢ (A~ Aa)Pal=61) + Aa(L,i)] = (0,0

f=1 }‘2 == }\1?

Escolhendo, por exemplo, A; = 1, tem-se Ay = i, ou seja,

f g , e , _
i’z = §+ lfg,(il =F 'Lig) = ;——I—ﬁ(blg = bg,!-?‘l.j b]_;i.‘ = hz_ﬁ’l.).
Agsim,
G.=G Ry
onde

b €2 f by k? (b€ — by ki) (€ — 1)

1
G = [t 851 =
1 [ 1 2} (f _ ?k
(b]_ — bg_)kg (bl_ff e bg_(fl.)((g s J)
€
1 t
H,‘l— =
Ora,

det Gy = (& — i} (& + ki)by_by (£ — Ki)*

tem ainda um zero em €, desta vez de multiplicidade I, que continna a ser

—Fki. Temos portanto que repetir o processo que utilizdmos para passar da

68



4.2. Como obter uma factorizacio generalizada

matriz (i_ para a matriz ;. Deste modo obtemos G- = G_Fy, e por

conseguinte

(;'_ =G 1 < G = G_RQRL,

onde
Y T Y . 4 4 k{—?ﬁ e
G = [t 5] = [f. —[(B1= + o )by — {1~ B Yom—— (1 + it )]
£k §+ik
e
(k1)
1 (=2 )
H‘g -
- L4k
0 —igw—% 0
Seja,
i 3. k1) (8 8 {4k
: Tl -~ Hg Y€1)

0 —i{€+hki)?
f\:(d[‘jlffﬁp_,)(g—— i)2

Tem-se entdo & = G_I.
Procedendo de forma perfeitamente andloga relativamente as linhas da

matriz de (7, chega-se primeiro a
% ;
Gy o= GGy,

onde

: b1e& + by K {(bry — Doy )EE

£+ ik
(b14& + borki)(E+1) (b1 K — by £0)(€ + i)

(;l-l- = [lla[‘;] =
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4.2, Como obter uma factorizagao generalizada

Q=

finalmente a
G = Gy,

onde

/ {+i
Go= [0, B) = b, 2= [(Bue + Faadh — (B = :m)f» ,\(u — ily)]
[

e
1 4
Q> =
(g iy (b1 £--ki
(A —fay) E(B1e —Pag HE+HD)
Seia
1 0
Q= ht)e =
1) (B g (EEA) —i{—ki)?
B(AL4 — B2 ) (60002

T T R~ ) (B0

Tem-se entdo (. = QG {onde by (ik) = 3,1 ¢ bo (k) = Fay)
Obtivemos assim uma factoriza(;éio generaiizada de G pois (€2 + B2 RQ

-EHDRQ = R_DR, (2] e, portanto,

tem factorizacio generalizada (&

— (G_R)D(R,G.)

¢ uma factorizacio gencralizada de G.
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4.2. Como obter uma factorizacdo generalizada

4.

4.2.3 3° caso ¢ = 77, R? = ¢I, R matriz companheira

Seja G =al + 3R, onde B2 = gl or, 3 € CH{R) e

0 1
fie=
q 0
011 S6ji,
a3
G g5
q3

Suponhamos, por simplicidade, que @ € C*. Entdo temos G = M_M.,,

ou seja, GM' = M_, onde, com

="
10
. —Lr
& 1\/[:1 = [er }?f+] - J.H- q 'f2+
for it
)
o M_=[f_ Rf]= f,'lf ! .fzf
f‘Z—- fl-—

hnpondo, como condicio de normalizacao sobre fi, que

forla) =0 e fi{a})#0.

verificamos que M7 € CHIRP*2 e M. € €, (R)2*2, além disso, como da

equacio do produto, neste caso, vem que
(et @Yo (2, — 47 f2,) = et )T (L — g7 ) = K #0.
Conelui-se que

7l



4.?2. Como obter uma factorizacido generalizada

o det M7 = f2 - g7l f2 = K{det G)7'
o det M_ = f2 —q¢ ' [2 = K(detG).

o que significa que também M, € CH{R)¥? e M € C,; (R)2%2,  Assim

G = M_M, ¢ wina factorizacao generalizada de ¢ cujos factores estao na

mesma classe (logo é comutativa,).

Nota 41 Os resultados obtidos por este processo sio perfeitamente andlogos
aos oblidos no artigo [13]. Verifica-se porém que esta € uma forme parbicu-

larmente simples de os obter,

[ o

4.2.4 4° caso ¢ = =, B =gl

Mais mmna vez consideremos aqui, para tornar mais clara a exposi¢ao, apenas
uin caso particular em que @ = —i e b = i, Neste caso R nao tem a forma da
matriz companheira associada ao seu polinémio caracteristico. Veremos que,
ao contrario do caso anterior, o matriz G pode nio ter factorizacio candnica.
O estudo deste caso serd feito recorrendo aos resultados da secgao anteriar.

Seja G =al + 3R, B2 =ql, a,f € C*{R) e

R = £ £ 2 £l
57
—1 gvzz
Tem-se portanto
R=QRQ. (1.4)
cor

i 0 1 1 ¢ )
Ro=| . |.oor= "] ¢ a=2
&y 0 —qg Il

72



4.2. Como obter uma factorizacio generalizada

Seja G = af 4+ 31.

—1

E sabido que neste caso (g = £22), Gy admite factorizagdo canénica para
b

todos os v e 7 tais que
i-} det Gy(&) # 0, para qualquer £ € R
i-) ind Gy =0

Suponhamos entio que estas condicdes estao salisfeitas e que Gy = Go—_Goo

é uma [actorizacio candnica de Gy com:

o -1 4 i =1 14
: Gp 4 o2 -1 Por 4 P2
(JY(J— e . G,|. B ‘ I 5
. 5 o, s
oz Py Poa  Poy
onde dgs = (65, dg,) sio tais que

C:‘-(i’J()“i. G (jbo,,,, (D(TQ(—?) =0 e (b[?l("t) }£ 0.

Trata-se pois de uma factorizagio dentro da mesma classe de Daniele-Khrapkov
a que G pertence.
Uma factorizaciao meromorfa para G serd entao G = M_M, onde

o o +qiq Yoo, (gt — Lo
M.o=QGC, Q' = ot g Thee {aid 100 (4.5)

—q e by — 41 e
L+ 1,6+ 2 -1 L+
. dgy + Mg B — 1)ehg:
A/f_;l s s QCD+Q—_1 o 01 All N 02 ('ilq _? Ulz . (fi6)
—q " g oy~ g Py

o i ; =2 : "
onde q = aéi_“-: eq = %_—23 como anteriornente.

UJsemos entdo o coroldrio 34 ¢ procuremos G, G tais que (= G_G..,

sendo
..... 2 + |+
i} G 6] Q-
. iy o 1 11 @iz -
(J_ = . - f G+ == o lh 3 (17)
Day oz a1 P22
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4.2. Como obter uma factorizacdo generalizada

De acordo comn o coroldrio 34, oxiste wna tal factorizagao canduica par

50 ¢ 80 se existir

com det B = k il

M

onde 0s vy, com 4, § = 1,2, sio tais que satisfazen (1)-(IV} ({3.2), (3.3}, (3.4)
e (3.5))
Procuremos entao os '.'".M, com 1', 7 =1,2, do nosso caso

e [ - o 7 e NG E—i 5_
0 [ — g gi Zdb‘nz] - %1[(3%)2% — 1] o

r =
H det Glo_
24 iR E—i :
_ &1 9 ?_gziq%?_] - @21[(%)2@ - 1og
det Gy} ’
donde
P

1= 77553
(€ - 2i)2
sendo py um polindmio de gran < 2.

Analogamente se conclui que

sendo pyp um polinémio de grau < 1.
Ora, uma vez que (3.2) e (3.3) devem ser satisfeitos, deve ter-se, por outro

lado,

- ]:m [ + ER e 0% + ‘&K?—jz v i Leg, € ('JF(R)

-2 £+i €20
(éfl?li_ - %‘0-7002} + ?%[Um i %%Ti die) € C' : (R)
On 8&ja,
1 & & -

€+ 28) + pa (€ + 2i)°

[(,c-_g E [P“?—I— ( J]Onz

o
Y Y

1 ] ’
—udl € Cr ()

6_

it
P+

1
E-2ip
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4.2. Como obter uma factorizagdo generalizada

¢
: S €=
sl pall 20—l
[(5_21)3[ pllf’i"i ?Ml(é‘f‘ ?)ngg, 0
]- e -4 x
+mpm§&1] e CHR) ,
sendo estas equivalentes a
1 | i
[“(E_;z_z)i [P+ (€ -+ 20 + Qg)E — o
1 1 '
—i—mﬁm@o‘l + ﬁ_— 2?.P2L§’)32] = C;'(R) (4.8)
e
! E—i
[m[ml + (€ + 2@)]m%2
1 :
+m noml € CHER) . (1.9)

® Se ¢ (24) # 0

Temos de compensar um polo triplo para ¢ = 2i em (4.8) e un polo duplo
para £ = 27 em {4.9); por outro lado, na terceira parcela de (4.8) temos um
polo simples que s6 pode ser compensado se pay = A(E — 2i). BEstudando
o comportamento de (4.8), nesse caso, ndo ha nenhum polindmio do 2°gran
11 (a ndo ser que pyy = poy = 0, 0 que é impossivel} para compensar o polo

triplo. Portanto nao ha factorizacdo candnica.

e Se 9,21} = 0, hi duas hipteses:
Phipotese: 20 € wm zero duplo
" =
Nesse caso vé-ge logo que desaparecem todos os polos de M7 e a facto-

rizagdo ¢ = M_M. é uma factorizacdo candnica (na dlgebra).
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4.2, Como obter uma factorizacdo generalizada

Shipdtese: 21 é um zero sumples

Nesse caso temos de ver se ha factorizacao candrica (que em principio ja
nao serd na algebwa).

Ohservamos que a primeira ¢ a segunda parcela de (4.8) tém nm polo
duplo e a terceira parcela nao tem polos; em (4.9) ainbas as parcelas tém um

polo simples, ou seja, podemos escrever:

1 bio
@—my%—m

_ £ |
(P11 + P (€ + 24)){€ + 21)2‘:’; + o119

e
[¢3

=+

Yo2 gt (1 >
T € O () (4.10)

1 b, oG == + 4T ;
m[g —; €+ 33))5 —; TPadinl € C/R) (4.11)

b
onde @ tem que ter um zero duplo em £ = 2§ ¢ b tem de ter um zero simples
em £ = 2i. Destas duas condigdes (necessdrias e suficientes) de anulamento
no ponto £ = 2i, vemn o sislema:
U%’ + gy (28))p11(22) — -"1%'1?21 (20)=0
"“A%Pn(g’ﬂ') + (”/%?; + o5 (20))pn (28) =0

onde

J1 = { @[J)rg -)“"_'2?', fré U
ol

Ora, o determinante do sistema anterior ¢ {para p(24) ¢ po(24) tomados
como incognitas)

16
=

16

AP
9

(¢g,)° + A® = (¢q1)*(28) # 0.
Logo tamn de se ter:
(20} =0=pn =B -&NHE—2i), LHL.BeC

(1.12)
}J-z[(Q'i) =0=py = C'(E - 21), CeC
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4.2. Como obter uma factorizacio generalizada

Substituindo pyy € pys, na primeira parcela de (4.10), obtém-se:

O (B(E &)+ O + )€+ 20) it + BLE — o)
-2y -2 " Sl S T &~ 4o 4l

[

1-f
e C/(R).
Entao ¢ tem de se anular no pouto £ = 24, Devemos portanto ter
1 16
7 L Aoy ar ey S |

(g"A + @91 (20)) B(2i — §) — AC 3 0,

o que nos permite determinar & (e, portanto, também pq;) se
33'* + @1 (2t) # 0;

caso contrario nao podemos determinar pp; nas condigies referidas e portanto
nao ha factorizagao candnica.

Note-se que a condigho $iA+¢; (2i) # 0 significa que o primeiro elemento
do factor meromorfo MT*, (4.5), ndo se amila em £ = 2¢. Note-se também
que em {4.12) nio podemos ter B = 0 ou € = 0 porque, como o raciocinio
para determinar ri € r9p € em tudo andlogo, tambeém teria de se concluir que

710 =0 (s B =0) on ryy = 0 (se €' =0) ¢ o determninante de R seria nulo.

Sintetizemos todos estes resultados no seguinte teorema

Teorema 42 Sejo G = ol + 3R, R* =gl o, 4 ¢ CH(R) ¢

L2 ({%' i £+i

Jﬁ} — E i £33 Lt
sl  EE2E
& n

Nas condicoes ucima deseritas, (¢ lem faclovizegio condnica na dlgebra se

at{24) = 0 for wm zero duplo; ou, caso seja wm zero simples, se %?4 -+
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4.2. Como obter uma factorizagSo generalizada

¢ (20) (= m7,(28)) # 0. G ndo tem factorizagdo candnice se g, {21) # 0 ou
se 0g,(2i) = 0 for wm zero simples e 31A + &g, (2i)(= my(24)) = 0.

Nota 43 Na deferminacdo de condicdcs de existéncia de factorizacdo candnica,
encontramos os vi;. Logo para obter explicitarmente a factorizacio candnica,

basta aplicar o corvoldrio 34,

,

E interessante estindar como se poderiam obter as mesmas conclusoes pela
via da passagem da tactorizacdo meromoerfa para a factorizacao generalizada
apresentado em 3.1, Consideraremos vm dos casos anteriormente estudados,
nomeadamente aguele em que ¢f,(27) = 0 é um zero simples.

Voltando a factorizacdo meromorfa: temos, supondo ¢f,(24) = 0 um zero

simples,
j+1 (am ‘)2><2
e MY da forma:
T, Eﬁml 1

-1
M, =
+ st ot
gy My

onde md; (2i) = 0 e m{20) £ 0.
Procuremos a partir desta factorizagao meromorfa confirmar as condicoes

de existéncia de lactorizagao candnica.

Temos:
ot +
o e T o 1 0
M L=
ik P 420
Mgy Mo é— 0 75
o
- T
M_;‘- Dy
onde mf, = —¢7 'y, se anula em £ = 2i. Portanto, det M1 o =i pars € =5 B

(note-se que nao pode haver mais zeros porque o determinante total tem de
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4.2. Como obter uma factorizacdc generalizada

ser igual a det G} ). E, assim podemos utilizar mais uma vez os teoremas 28

¢ 30. Existern Ay, Ay nao simultaneamente nulos tais que

mT (20 miy(2i 0
11( ) 5 B, :QE ) L2
3, (24) (mas ‘+°z) =2 0
m (2 m5(2 0
£ A (%) + Ay ) =
0 0 0
ol seja,
1 mt (2i)
B iy A

oo+ foay

s (24)

St s s sk f ; 5 itk el et :
Note-se oque m)5(21) # 0 porque sendo o zero de ¢y, em § = 2 seria duplo.

+ g
i i ] : my, (2i
Portanto Ay fica assim bem definido. Fagamos Ay = 1, ouseja, Ay = — Ew%'
SR
Frntao:
Eekaty, b Mmb + - fe2 o
ATt = pns Rl D Rienc sy e ALLLEE. iy = U
- Er2ipd _ mBO0 g g || md
g—2¢' ' T (2 22 £42i o ), (20)
~ \v - -v' -
Ny Ay

e, portanto,

M1 '=NR=>M'=NRD =>G=M>M =M (RD)'N

Ora,
=1
£ 0 E42 0
(1]) D )*—l — E+24 — £—2i
Pl mﬁ(?i) £42i N m""! {24)  g£-2i
mT, (%) £-2i mi ) &+

iy Bl lrenl tion e T (94 EAZLEL 4 by
tem factorizagao candnica se m7,(21) = (§F e + i Je=2 # 0.

Nota 44 Uma vez que det(R D)) = 1, (R D)7 tem factorizagio candnica

se e 6 se (I D)) '¢F = ¢~ admite apenas a solucio nule. Ora,

[ o+ i £42i - _ A4

£207 0 2 I 1 o I8 z;‘-pl = i £ 2
_mp2) g2 o+ & ”( o + e T

a2y A V2 2 RT3 (-2&) troi¥s = P2
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4.2, Como obter uma Ffactorizacio generalizada

para urna certa constunte A € C. Assim,

A Am]}'l(Qi) A £ — 21.%(;);r gy =0

E75 0 mLET T E10

1 s
P =

e, portanto,

mt (2) A % g
@j=m_li_l—(7} = A=0 ou fmf—(z,)z(],
iy (20} § — 24 T 2]

E, assim, concluimos que my,(21) £ 0 € condicdo necessdria e suficiente para
existiv factorizacdo condnice.
4.2.5 5° caso g = S=wlizal) (b oy g = ay)

- ) i (6B ){E=bs) \'1 ‘ . 2
Suponhatnos, para fixar ideias, que se tem by # by e o =ag =a € CT.

Impondo, como condi¢io de normalizacao para a primeira coluna f,, que

far (@) =0 ¢ fipla) # 0,

a equacao do produto da
(et G)o (2, ~ a7 3y) = (@b C) ML~ a o) = K £ 0.

mas agora, ao contrario do que sucedia no caso anlerior, os [actores M e
M_, em geral, nio sio analiticos, nos semi-planos correspondentes (CF e C
respectivamente). Vé-se facihnente que a factorizacio (¢ = M_ M, serd uma.
factorizacio generalizada {dentro da classe) se e 86 se 0 zero de for em & =
for um zero duplo.

Supenhamos que. pelo conirdrio, fo tem um zero simples em £ = a.

Entio, M1 = [f_. Rf.]e C (R)**%, mas

f1+ q_l.f‘2+

M'=[fy Rfy=
for fie
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4.2. Como obter uma factorizag3o generalizada

tewnn ume polo simples em € = a no elemento da 1* linha, 2* coluna.

Explicitando:
. (&b Iz} . - -
- [fo SEEEa) (A Eihe
Bl — . N - ’ !
far fiv Jer St

onde for = ﬁ—i if5y, € ;’(R) ¢ for () # 0. Podemos entio escrever

_ - b YE—lg)
1 . J1+ 3
M, = —{(r_let Gy . (t=ul® o
. ~fas Fis
| st o\ fgup, b
= %(det@)w« e it . vt
' 01 —fo+ Ji+
Dy Ny

ol seja, podemos substitnir a factorizagio meromorfa & = M_M. por
v 1 1 E 3 T
G = ?((191 C’)-l— M. .Dlx\‘..{...:

onde AfT e C’; (R)2*2, Dy ¢ uma matriz racional diagonal {logo, facilmente
(actorizavel) ¢ N_ € C:(R)gwg mas N, 1 & CHR)P? porque det N, tem

uin zero (simples} em £ = a, conforme se mostra a seguir:

(=6} —b) o 5
(g~ u}k

Podemos portanto usar o teorema 30, como no exemplo que foi dado no

det Ny

(f1+ f2+) 3 f (det C’)_I

£+

caso de p ser uma fungao racional, para obler uma [actorizacan generalizada:

Seja entao

; :‘:—-hl ;
N, — c_‘_,jL—F - E-ti .fff-l'
2 —

_j2+ fl+
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4.2. Como obter uma factorizacdo generalizada

Tendo em conta o teorema 28, obtemos

£ a " L
N — E+r'; _’3 JLJF E rl,f’“*” ~f al f‘-" + ’dfwa jH‘
Ny =
0 1 — It hi+
Ry i,

e portanto G = (£{det G), JM_DIRIN, = (+({det (), )M_R_N., onde

agora
R
R.=DiR = b

01

R GRR), M= ¢ €, (R)»?2 e (N,)* € CHR)P2. A factorizagho
generalizada de 7 (neste caso candnica) sera portanto ¢ = GG, em que

G_=M_R_e Gy = $(det G), N,

Nota 45 A existéncia de wma factorizacco candnica estd portanto (apenas)
dependente da cxmisténcia de wna solugéo de Gfy = f_ com fa,.(a) = 0 ¢

fielal # 0

Relevante €, neste caso, a seguinte questao: serd que pode sempre garantir-se

a existéncia de uma solugdo da equacao G fy = f. que satisfaz as condicoes

hi(@)=0 e fi(a)#07

Suponhamos que ¢ nao tem factorizacio candnica, por exemplo:

N
M ¥ £—i v
(:r = CT_ ) C'r_!_.
0 &

g4

Suponhamos ainda gue hd wna solugdo (f4, f_), com f: & CEIR), da

equagio Gfy = f . Entdo temos

s
+

T

o0 .
£ g Gify = J-,
( pam

1

I

G_
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4.2. Como obter uma factorizacio generalizada

ou seja,

& ; + . -
% 0 g]-|-1 ha fis _ 11 G2 h
(—"V freey prvy 4
0 ET; 933-1 Q‘j—g fay 21 H29 fa
Sctisatrm, i NI S
G,} (;*l
OU 54,
e - § ~ | g e AL B
€ _J-(.f]ﬁ.fu +!}f§.)‘2+) = g11f1—- T Gafom = %

(4.13)
q,(‘hl frr+ 0hfer) = 51 fie + ganfu = K

Portanto, da primeira igualdade, vem que, das duas wmna.
(A) ou ghfie + g for = %:—‘r tern um zero em CT U o
(B} ou gy fie + giafon = —"igi_*'i—ﬁ tern um zero em €~ U oc.
Por outro lado, da segunda igualdade, como o primeiro membro se anula
para £ = 4, vemos que a constante K tem de ser igual a zero, ou seja
g1f1s + Ghfor = gnfi- + g =0
Suponhamos que € a hipdtese (A) que se verifica. Entao hd um ponto

& € CF tal que

fiafi G fae = 0 para £ = £ (4.14)
la O — ¢ .

ghfis + ghfar =0

e, como o determinante deste sistema é obrigatoriamente nulo, conclui-se que

fi+@a) = for (&) = 0.

Mas, por outro lado, da cquacao do produto para cste tipo de malrizes,

vem {ue
(det G)»%(ff—» -4 1f:§+) = (det G) (f‘;— f]dfzzf) =K &b
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4.2, Como obter uma factorizacdo generalizada

ora, se fi, (&) = fo. (&) para & # a. teriamos K = (0; logo o zero, a existir,

tera de ser em a, isto &, fi(a) = for(a) =0

Nota 46 Se fosse K =0 seria f2, =q Yf3, e fii =q 'fi. Portanto, su-
pondo por exemplo que by, by € C~. isto significava que f2 = L‘H%(;%l -

ou sefa [i. tinha dois zeros simples em C™, o que € impossivel por estar ao

quadrado.

Conclusao: Do lacto de obfermos sempre wmna factorizacio candnica
a partiv de uma primeira solucio de Gf. = f. que satisfaz as condigdes
forla) = 0 e fii(a) # 0 ndo pode concluir-se que haja sempre factorizacio
candmica. A factorizacdo pode portanto ser ndo candnica, come se sabe ja
de outros estudos. De facto poce ndo haver uma primeira solucio [, -]

e partanto a factorizacio pode ndo ser candnica.

A obtengao de wna condigio de existéncia de factorizagio candnica pode
1o entanto ser obtida através do coroldrio 34:

Tomemos como exemplo novamente o caso anterior, & = of -+ 3R com

£—by)(E—by) . :
e q(l) = {“—”_)(-(:—2"—’ Estas matrizes podem relacionar-se com as do caso em

que ¢ = %7 estudado anteriormente, do seguinte modo:

Seja § = -Q«Tﬁ Gy = ‘f I" : ternos
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4.2. Comco obter uma factorizacio generalizada

onde Ry ¢ da forma considerada ne caso da seccio anterior {gy ¢ um gquociente

de dois polindmios do 1° grau). Portanto

G=al+ 3R = ol + QR = Q[nT + By R)Q ™"

com det G = det Gy (logo ind det Gy = 0). Assim Gy admite factorizacio

candnica Gy = Go_Goy ¢ podemnos entao escrever

G=QC-Q" QG Q™

M My

Sejam

T (. T P P
: fon @@ fo foo @ T
M. = Y
= - = o -+
oz fou Tfoz fon
onde [ = (faﬁ jg:) sao tais que Gy fyr = fo-.
Do coroldrio 34 sabemos que G admite factorizacido candnica se e sé se

existir uma matriz de fungdes racionais R, com det R = & +£ 0, tal que
v — 2x2 11 13 v a2 k2 g o
M Re ¢ (R} e MI'ReCr(R)*™. (4.15}
Vimos também que isso significa que existem ry; (4,7 = 1,2) tais que

ol -t ' ls i —ae 't  AT-B

= = =

fo- — a0 fon S = qtl_l-f[]2+ {—a
e
o Dad = fadfn _ [R50
fol ‘Iu_lfnz% fé?1+ - u_lfgw ’
onde A, B,C' € C, e se supbs que [F € CPH(R) (5.5 = 1,2).

Entrando agora em conla com a forma que deven ter as funcoes racionais

T11 € a1, VEIOS que as condicoes (:i.lﬁ) i1np6em que

A B
f* fi 4 Of— foz & CHR),
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4.2. Como obter uma factorizacao generaiizada

donde

[{A€ + B)fih + C(€ — ba) fehle=a = 0
& (Aa+ B)ffi(a) + Cla = b) fiy{a) = 0.
(1

Analogamente se verificaria que as funcées racionais 75 e rop deveriam ter a

forma B B
AL+ B J é
ryy=—/—"7 ¢ Tasb

S—a

onde A, B, (' € €, de tal forma que

&fla- + BYfih(a) 4+ Cla— by} ffi(a) = 0.
an

Das equagoes (Ty e (1) vem que se tomarmos foh ¢ (o — b)) fh como
incognitas, o determinante de
1 (G) 19 ((L)
rai(@) Tola)
deve ser igual a zero para que o sistema formado pelas equagdes possa. ter

solugdes nao milas {com fif (a) # 0). Portanto deve ter-se

Aw+ B Au+ B ;
D DY b ¢ {Aa+ B)fE(a) + Cla— b)) = 0.
C C

e Se fy(a) =0, terd de ser
C.7=ﬂ=>é=f]——_—>1"12 ='rgg:0:>detf{=ﬂ.

Logo nao ha nenhuma matriz racional R invertivel que satislaca (4.13), e

portanto nac ha factorizagae generalizada candnica de G,
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4.2, Como obter uma facterizacio generalizada

e Se [ (a) # 0, entdo, desde que A, B, A, B satisfacam

o b Aa+ B Ao+ B y
B=_Aa_ (o ).i-) - .an(ﬂ)’ . N = X ¢ com A # w:}
Jar(a) & ¢ A

temos fungdes racionals 1, satisfazendo todas as condigbes para a existéncia

de R, racional, mvertivel, tal que {4.15) & satisfeita.

Nota 47 Temos que mmpor A # %J pois caso conlrario, com ¢ € C constante,

. Af+B At + B
det B = - L det ; Sw
§—a % £
Al —a)—¢ Al —u)— X
= det :
£—a {2 A
1 A(E —a) A& —a) LA
= det — ¢ det
—a C M o xe
S e’
=0
A R AlE —a) AE o)
{—n 1 A

Tem de se ter C # 0 e A £ %, para que o det B = k £ 0.

4.2.6 6° caso g = %E—H (b £ by, a; # as)

Seja (F = ol + 3R, onde R? = gl a, 5 € C*(IR) ¢

0 1
R
g 0
Ol seja,
IS
e
7 ,ia (83
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4.2. Como obter uma factorizacdo generalizada

Suponhamos, para fixar idcias. que se tem by = by, = by, € Ct e
G = Q1. 0z = @ € C7.
Como atrds se viu, uma factorizacdo meromorfa para &, dentro da classe

de Daniele-Khrapkov é G = Al M, com

TS O I e
M fio a _M:lz He a7 for !

fa fio far iy
onde fi = {fi4, fox) sdo tais que Gfy, = f_.

Como condigao de normalizacao para a primeira coluna f_. consideremos

flas ) =0 e fi(ar) £0.

Note-se que com estas condigoes de normalizagio M, ' C;(]R)z’<2 ENqUAnLo
em M_ aparece um polo para £ = ay. .

A equacao do produto obtida como em 2.4 dd

. 1 . _ . AL+ B
(det G)u (fiy — a7 f5) = (det G) TN — g7 i) = P
com A, B € C. Admitindo A #£ 0 ¢ definindo 2z = w%, a equacao do praduto

escreve-se

(det G)y (fiy — a7 o) = (det G) M(ff —¢7'f3 ) = gm—” (4.16)

o

Note-ge que
det M7 =ft g i ff, e detM_ = f2 —g7tf2

Logo das igualdades (4.16) conclui-se gque um dos dois determinantes temn wn
Zero em #, consoante zy € Cr ou €. Por outro lado ha um polo em A7

para £ = ay .
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4.2. Como obter uma factorizacio generalizada

Podem ter-se entao as seguintes sitnagoes:

@ ) = 04

Nesse caso fo_(z) = fa(a2-} = 0 e, portanto, &G = M .M, ¢ uma
factorizacao generalizada {dentro da classe) de G.

@0y 72 eC

Neste caso

fiv oy

W b € GUR™
v Jix
mas
=L
W — Jre 4%
B e
tem um polo em & = o, Jogo M. & GC; (RY2*2. Fazendo
f. s —1 B 1 0
M- fi i ; fo |
E—an_ §
A2 "::-Tef'm &
it B

entao V.. J4 nao tem polos em €7, mas det N = {det. G) . i— ten um zero
em & = zy. Podemos entdo utilisar corolario 29 e o teorema 30. Existem

Ar. Ay ndo simultaneamente nulos tal que

M{fi1-(a), fo- (=) +3’\z~0[—( 7 {z0) fa—(20), S1-(20)) = (0.0) &

~ o [1_(z
< /\1 = . ( 0))\2
Ja—(20)
Fazendo A = 1 vem que A, = A’z"Taaf_—“ﬁ—% Seja d = “"ZD# tem-se entdo

que N_ = N_R, onde

g(-r— (--' )‘3 2
fo- H oy <~°'f + 5;_”;;1-._

—zp fae(2p)
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4.2. Como obter uma factorizacdo generalizada

&
f1—(za)
s 1ok
0 £—20
E—i

Assim, G = N_RR, M., onde

fr-(za} &4

- 1 e —
Ry =RR = B Sl | g P

U f Z0

E—ag..

Assgim,
; R
) SYWERE T
¢ = N_ (R, (det Chi_% ; )
\;;:/ et _f2+ jl+
e T d

e8]
ou seja,
(34“ ==

Lt 2 FAER CTVE - F ¥ Sl S aili i) Bl
(det (;,)+ L2z .f1+ + (JfQ—- (730} &“‘»30 f2+ q E—zy j2+ + 0_]’;—(2;}} E i f|+

—Jau fis
(logo Gy € GOHR)P?) e ¢ = G_G, é nma factorizacio generalizada

canonica de (7 dentre da classe,

Nota 48 Repare-se que os foctores ndo sdo cractamente 0s Mesmos que 08
encontrados em [13], mas multiplicando os factores ai encontrudos pela ma-
triz constante

fi—(zo ag——i
1 fo(z0 za—t

0 1

obtém-se exactamente os nossos factores.

ez eCt
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4.2. Como obter uma factorizac8o generalizada

V= Si- ' fo-
fo- h-
tem um polo em £ = ao_; fazendo
M. fie %‘%‘fl o

1 {
E—ta_ p L=z
fz“ £—=p fl 0 {—aa-

p . N
N_

'l

Iy
termos agora que N_ € GO (R )77 Por outro lado

i , 1 0 £—ay [ fre —q'f
My = RM, = ] (det @) i : . g
0 =* §=% \—f, Jiy
£=a o s oy
. s w dJ2
= {detG). | 7% < s 4

- .fz-r f] +

mas entao M term wmn polo em £ = z,. Fazendo

—3_

el
M, = (detG), | &
1

o _
¢+B fl = tTp,_W . fzvh
0 — T j
.~ N,
L

N

vemos agora que det N

{det (), % 5_—_3.;9 tem um zero em £

1 £ = 2. Podemos
entao utilizar o teorema 28 e o teorema 30, Fxistem Ay, Ay ndo simultanea-
mente nulos tais que

&0 — (o
Ap——=

oy ———— (i (@), 07 (z0) far (20)) + Aal= fou (20}, i1 (20)) =

<D
<=>)\2:—

(0,0) &
— iy f1+(2’0)/\
o+t fou(z)
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4.2. Como obter uma factorizacio generalizada

Fazendo Ay = |, vem que Ay = — 92— Jixlz) Seja p = —1, tem-se entdo

zo+i fay(zn)”
que Ny = {det @), N, B, onde

(-u[! ot 13 Z L
,{, 5 zOfH—""'f fli(»ﬂ; ﬂf2+ — iy 1§ . f i—+“ﬁi§z§) jvu)‘ 14+
@ ’_+_ = 5
_f2+ .fl+
(logo N, e GOHR 2)2%2) ¢
£—#n S (=0}
B | &+ (o)
0 1

Assim, G = (det ), N_R,RN,, onde
. 1 —pdrelso) L4
R.=HBR~— Fax(z0) E—2 Sy
{ 1

e, partanto,

G=N_R_((detG) N,),
((det G)4 N, )

@ .y
ou seja,
f14 (70 jEIt —15@—-
-y o .fl“ Mfd+(‘-l)} “7ﬂ f2*—- C 2>(2
2= .o()] §+.{ 7a.zv e g ( )
fo- e f2+(f~0)f— fa- + £z flw

Entao, G = GG é uma factorizacio generalizada candnica de & dentro da
1 + =

Nota 48 Repare-se, mais wma vez, que os factores nio sio exactamente
08 mesmos que os encontrados em [15), mas multiplicondo os factores ai

encontrados pela matriz constante

S (ee) 41
Frelz0) moti
( 1

obtém-se cxactamente os nossos fuctores.
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