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COMPARAGCAO DE VALORES MEDIOS
POPULACIONAIS:
UM PROBLEMA COMUM

Jodo Renato Sebastido*
Sara Morgado Nunes*

RESUMO

Uma das questdes que surge com mais frequéncia em Estatistica Aplicada ¢ a
comparagio de valores médios populacionais. Neste trabalho procede-se a uma breve
revisdo de alguns testes paramétricos e ndo paramétricos mais utilizados na abordagem
desta questdo e apresentam-se também os procedimentos bootstrap enquanto
metodologia alternativa eficaz no tratamento do problema apresentado.

Num estudo de simulagéo aplica-se o Teste T, o Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon
¢ 0 bootstrap a amostras geradas artificialmente, com o objectivo de comparar valores
médios populacionais e confrontar o desempenho das metodologias aplicadas.

1. INTRODUCAO

A igualdade de dois valores médios populacionais desconhecidos constitui com
frequéncia uma hipétese a testar em problemas que surgem em estudos das mais diversas
areas. Imagine-se que se pretendem comparar os tempos médios de duragdo de dois tipos de
lampadas obtidas através de dois processos de fabrico diferentes 4 e B. Mais concretamen-
te, pretende-se saber se o tempo médio de duragfio das lampadas obtidas pelo processo A4
difere significativamente do tempo médio de duragio das lampadas obtidas pelo processo B,

ou seja, testar a hipotese M= Uy ” onde Hye ly denotam o tempo médio de duragdo

das lampadas obtidas pelos processos A e B, respectivamente. Uma vez que se desconhecem
os valores médios populacionais, tal comparagdo podera ser baseada em estimativas dos
tempos médios de duragdo de ambos 0s processos.

Formalizando o problema, considerem-se duas populagdes continuas X e ¥ com valo-

res médios desconhecidos g/, e g, . respectivamente. A partir das populagdes X e ¥ é
possivel obter amostras aleatorias independentes de dimenséio m e n, respectivamente:

{XI,XZ,...,XM} e {YI,YZYN} Com base nestas duas amostras pretende-se testar a
hipotese nula H 144, = i, versusahipotese alternativa /1 | My # Uy (teste bilateral),

H | ‘M <y (teste unilateral a esquerda) ou H | 11, > M, (teste unilateral a direita).

O objectivo de qualquer teste estatistico € fornecer ferramentas que permitam validar
ou rejeitar a hipotese nula, com base na informagio obtida a partir das amostras aleatoérias
disponiveis. Assim, a ideia subjacente a qualquer teste de hipéteses é especificar o conjunto
de valores que conduzem a rejeigéo de H,, constituindo tal conjunto a regido de rejeigdo do
teste. Porém, qualquer que seja a deciséo final, existe sempre o risco de se estar a tomar a

* Docentes da Escola Superior de Gestdo do Instituto Politécnico de Castelo Branco.
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decisdo errada. Na verdade, podem ser cometidos dois tipos de erros: rejeitar /1, sendo H,
verdadeira (Erro Tipo I) ou nédo rejeitar /, sendo H, falsa (Erro Tipo II).
Notando por ¢ a probabilidade de se cometer um Erro Tipo [ e por B a probabilidade
de se cometer um Erro Tipo I, tem-se

o = P(ErroTipo 1) = P(rejeitar H, | H, verdadeira) e
B =P(ErroTipo Il)= P(manter H,| H, falsa).

Daqui resulta que

1—a = P(manter H | H, verdadeira) e
|- = P(rejeitar H, | H, falsa).

Assim, o ideal seria conseguir que

P(rejeitar H, | H, falsa) =1 e

P(rejeitar H,, | H,, verdadeira) = 0 .

Enquanto o denota o nivel de significancia do teste e fixa-se geralmente em 5%, o
valor de 3 é mais dificil de determinar e esta relacionado com o poder do teste. Chama-se

poténcia do teste ao valor 1 — ,6' , isto &, & probabilidade de se rejeitar /, quando esta € falsa.

Assim, ndo existe um Unico valor para 3 mas infinitos, dando origem a fung¢éo poténcia.

Para dar resposta ao problema da comparagio de dois valores médios populacionais,
¢ frequente recorrer-se aos testes paramétricos quando é possivel assumir que as popula-
¢Oes em causa sdo Normais, ou aos testes ndo paramétricos caso a Normalidade ndo esteja
assegurada. Porém, na pratica, estas solugdes nem sempre sdo aplicaveis por ndo se verifica-
rem alguns pressupostos necessérios a aplicag@o desses testes, como ocorre frequentemen-
te em dados do ambito das Ciéncias Sociais. Como alternativa aos testes de hipoteses
conhecidos € possivel recorrer as técnicas de Monte Carlo que consistem em gerar amostras
artificialmente com o objectivo de estudar o comportamento da estatistica em causa. O
recurso a estas técnicas, computacionalmente intensivas tem aumentado consideravelmente
na medida em que possibilitam a Inferéncia Estatistica sem que para isso seja necessério
recorrer a cdlculos matematicos complexos.

Neste trabalho comegam por apresentar-se as “ferramentas” estatisticas tradicionais
mais utilizadas na abordagem da questiio da comparagéio de dois valores médios populacionais
e, em seguida, a metodologia bootstrap como solugdo alternativa para o problema apresen-
tado. Na tltima parte apresentam-se os resultados de um estudo de simulagdo levado a efeito
no software estatistico R-Project, que assentou na comparagéo de valores médios com base
nas metodologias paramétricas, ndo paramétricas e bootstrap, recorrendo a amostras gera-
das artificialmente.

2. TESTES PARAMETRICOS E NAO PARAMETRICOS

Os Testes de Hipoteses sdo amplamente utilizados na Inferéncia Estatistica para
validar, ou rejeitar, afirmagdes relativas a pardmetros populacionais. No vasto grupo dos
Testes de Hipdteses ha a considerar os testes paramétricos e 0s ndo paramétricos. Os testes
paramétricos exigem, em geral, a verificagdo de pressupostos mais sélidos que os ndo
paramétricos e sdo aplicaveis unicamente a varidveis quantitativas, enquanto os testes ndo
paramétricos podem aplicar-se a qualquer variavel de nivel ordinal.

Veja-se como a metodologia paramétrica poderia dar resposta ao problema da compa-
ragdo de dois valores médios populacionais.
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Quando se tem {XI,XZ,...,X,"} e {Y,,Yz,Yn} provenientes de populagdes

7 2y 2 . s ol el 2
N(u,,o0,) ¢ N(u,,0y), respectivamente, com varidncias populacionais gy, ¢ Oy

conhecidas, padroniza-se a variavel aleatoria (X - Y), onde X e y denotam as respec-

tivas médias amostrais, e recorre-se a estatistica de teste

Zo L (A -r) '"(/U_x?_:uy) ~ N(0,])

2 2
J.\+ Y
m n

Fixando oz como o nivel de significincia do teste, podem obter-se os valores criticos
—2(%) e 2(%4) que denotam os quantis de probabilidade % e /—%; da distribuigio
g o . . o
Normal (0,1). Para um teste bilateral rejeita-se H, quando Z, < -z (¥ 2) ouZ >z ( /2),
ficando assim definidas as 4reas de rejeicfo e aceitagdo da hipotese nula.

M

Porém, na prética, raramente se conhecem as variancias populacionais. Assim,

quandoO * e O *, sdo desconhecidas mas se pode considerar que sdo da mesma ordem de

X
grandeza, estdo reunidas as condi¢des para a aplicagdo do teste “t” de Student para a
diferenga de médias. Neste caso estima-se O %, e O *,, a partir dos dados amostrais e obtém-

se a estatistica de teste

o o

\’!

onde S, e S? denotam as varidncias amostrais corrigidas das respectivas amostras
et . adistribuigdo -Student com m+n-2 graus de liberdade. Neste caso, para um teste
bilateral, rejeita-se /, quando ¢, <-¢_,_(*/)ou t,>¢__ (%)) sendot_, .(*,)o quantil de
probabilidade 7 - %/, da distribuicdo ¢

A situagdo em que ndo ¢ possivel assumir 0'°, = 07, constitui o classico problema
de Behrens-Fisher. Best ¢ Rayner (1987) demonstram o valor prético da solugdo de Welch

m+n-2"

(X~ Y )=ty ~ 11y)
Ly
i A

v it 3‘?

que se baseia no facto de a estatistica b ‘E’,}[ seguir uma distribui¢do

t-Student. Porém, vérios estudos demonstraram que a solugfo de Welch nem sempre conduz a
resultados vélidos uma vez que ndo satisfaz P(p < 0!) < O para certas combinacdes de m € n.
Quando as amostras disponiveis possuem dimenséo superior a 30, o Teorema do Limite

Central permite demonstrar que variavel aleatoria ( X - ¥ ) segue uma distribuigdo Normal,
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bastando assim substituir na expressao (1) 0 %, e O ° por S* e S? , respectivamente.

O objectivo de qualquer teste paramétrico ¢ inferir sobre o parametro populacional a
partir da sua estimativa numa amostra. Dado que o processo de estimagéo envolve a amos-
tra, a distribuigdo amostral e a populagdo, sdo necessarios alguns pressupostos que permi-
tam assegurar a compatibilidade destas componentes, havendo portanto a necessidade de
se assumir uma distribuicio subjacente. Assim, a maior limita¢do dos testes apresentados €
a suposicdo de Normalidade.

Depois de rever cerca de 400 conjuntos de dados recolhidos em estudos do ambito
das Ciéncias Sociais, Micceri (1989) concluiu que a maior parte destes dados ndo seguiam
distribuigdes Normais. Breckler (1990) examinou 72 artigos do dominio da Psicologia e obser-
vou que apenas em 19% era possivel assumir o pressuposto de Normalidade e que em menos
de 10% dos estudos se havia tido o cuidado de observar se este pressuposto estava a ser
violado. Keselman et al (1998) referem que muitos investigadores raramente verificam se 0s
requisitos na aplicagdo dos testes paramétricos sdo satisfeitos. E um facto que os dados
recolhidos no &mbito das Ciéncias Sociais geralmente violam os pressupostos paramétricos.

Se n#o for possivel assumir que as populagdes X e ¥ seguem distribui¢des Normais, ou
a homogeneidade das variancias ou ainda se as amostras em causa s3o de pequena dimensao
ou as varidveis sdo de nivel ordinal, ndo se verificam os pressupostos paramétricos. Nestas
circunstancias, pode optar-se por um teste néio paramétrico. Se por um lado este tipo de testes
sdo, em geral, menos potentes que os testes paramétricos, por outro, os testes ndo paramétricos
baseiam-se na ordem das observacdes, o que parece constituir uma vantagem para dados do
ambito das Ciéncias Sociais que sdo muitas vezes expressos em escalas de Likert.

O teste ndo paramétrico mais adequado para comparar os valores médios de duas
populagdes foi estudado por Mann e Whitney (1947) e descrito por Wilcoxon, ficando assim
conhecido por Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon. Apesar de se tratar de um teste ndo
paramétrico, a aplicagdo do Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon esta subjacente o pressu-
posto de que as populagdes em causa possuem a mesma forma, diferindo apenas, eventu-
almente, nos pardmetros de localizagdo £, e 4, .

O Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon baseia-se nas ordens atribuidas as observa-
¢oes disponiveis depois de ordenadas. Assim, dadas duas amostras aleatorias
{X, g Xm} e {Yl  j— }, comegam por s¢ ordenar as m-+n observagdes de forma
crescente, atribuindo-se um nimero de ordem a cada uma. No caso de existirem valores
empatados, atribui-se-lhes a média das ordens que lhes corresponderiam caso fossem distin-
tos. A estatistica de teste é dada pela soma das ordens relativas a uma das amostras. Para
simplificar convenciona-se escolher a amostra de menor dimensdo. Seja entdo
{X . SO ,”} a amostra de menor dimensdo, isto é, m<n e U=soma das ordens da
amostra X. Mann e Whitney demonstraram que U tem distribuigdo aproximadamente Normal
para m,n>4 com valor médio e varidncia dados por

_m(m+n+1) , _mn(m+n+1)
. 2 i 12
logo,
y_mm+n+l)
Z, = 2 ~ N(0,1)

' Jmmm+n+Q )

12
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Assim, para um teste bilateral, rejeita-se H, quando Z; < —Z(%) ou Z, > Z(%)

Os procedimentos néo paramétricos séo muitas vezes criticados pela perda de infor-
magdo decorrente da transformagéo dos dados em ordens. Por outro lado, sabe-se que, em
geral, os testes ndo paramétricos sdo menos potentes que os testes paramétricos, ou seja, a
probabilidade de se rejeitar /, quando esta ¢ falsa ¢ superior nos testes paramétricos.

3. AMETODOLOGIA BOOTSTRAP

A difuso em larga escala dos meios informaticos veio contribuir para o desenvolvi-
mento e expansio de metodologias computacionalmente intensivas. Actualmente 0s meios
informaticos e sofiwares disponiveis colocam ao alcance de todos instrumentos eficazes na
resolugdio de muitos problemas estatisticos sem ser necessario o recurso a formulas matema-
ticas complexas. Uma dessas revolucionarias metodologias ¢ 0 bootstrap que permite tam-
bém dar resposta ao problema inicialmente apresentado. O bootstrap esta ligado as técnicas
de Monte Carlo cujo nome resulta da analogia com as casas de jogo na Riviera Francesa. Ao
estudarem como tornar maxima a probabilidade de ganhar, alguns jogadores recorriam a
simulagfo para analisar a ocorréncia de cada caso. Hoje a simulagdio Monte Carlo constitui
uma técnica muito conhecida no Ambito da Estatistica e largamente utilizada em todo o
mundo.

O principio basico da metodologia bootstrap proposta por Efron (1979) € a utilizagio
repetida da amostra original de modo a obter vérias estimativas do pardmetro de interesse
que serdo depois usadas para inferir acerca das suas caracteristicas. Esta metodologia sur-
giu inicialmente numa tentativa de estimar o erro padréo de uma determinada estatistica mas
logo foi aperfeigoada por Efron e Tibshirani (1986, 1993) que a apresentam como uma técnica
de base computacional adequada a varios problemas de estimag&o. O bootstrap veio, sem
davida, revolucionar toda a Estatistica e actualmente aplica-se com frequéncia nas mais
diversas areas de investigac@o.

Quando os testes apresentados na sec¢do anterior ndo se mostram adequados, 0
bootstrap pode revelar-se uma técnica util no contexto dos testes de hipoteses. Tendo em
consideragdo o problema inicialmente apresentado, Efron e Tibshirani (1993) e Davison ¢
Hinkley (1997), descrevem a aplicagdo do bootstrap & comparagdo de valores médios
populacionais através do seguinte algoritmo:

1) A partir de cada uma das amostras iniciais {x, R N xm} e {yl, P yn} ob-
tém-se, com reposicio, B amostras bootstrap independentes de dimensdo m € n,
respectivamente: {x:h,x;b,...,x;f} e {y:b,y;b,...,y:b}, b=1,...,B. Na pratica
convémter B = /000 -

2) Em cada uma das B amostras simuladas calculam-se as médias { e T ,ea
respectiva diferenga T 5t b=1...B.

3) Aproxima-se a distribuicdo da estatistica de teste

_ (j(- - }—) - (U\ = Hy )

’
... @

pela distribui¢do empirica 7", simulada a partir dos valores
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t* s (i*b _y*b)_(f—y)ohj
*h *
S¢’  Sr ®)
m n

onde S/f,'b e Sf, " denotam as variancias amostrais corrigidas nos conjuntos de
dados simulados e (X — /), denota a diferenga das médias amostrais nas amos-
tras originais.
4) Fixando um nivel de significancia o, estima-se / (a) , 0 quantil de probabilidac}\e a
5) Para um teste de hipoteses unilateral a esquerda, rejeita-se //, quando Tom S = (06 ),

sendo Toh\, o valor da estatistica de teste obtido a partir das amostras originais.

Em geral, os softwares estatisticos recorrem ao chamado p-value e ndo a estatistica
de teste para tomar a decis#o estatistica. O p-value representa o menor valor de orpara o qual
os dados observados evidenciam que a hipotese nula deve ser rejeitada, fornecendo assim
uma maior informagdo na medida em que permite analisar até que ponto os dados observa-
dos discordam da hipotese nula.

Para um teste unilateral a esquerda, o p-value é dado por

B+1

onde # { <l obs} denota o nimero de valores 7" que sdo inferiores ou iguais ao valor

p ©

T, Fixado um nivel de significancia ¢, rejeita-se H, quando cc>p.

4. ESTUDO DE SIMULAGAO

Com o objectivo de comparar o desempenho das metodologias apresentadas en-
quanto meio de resposta ao problema da comparacdo de dois valores médios populacionais,
levou-se a efeito, no sofiware estatistico R-Project, um Estudo de Simulagdo que consistiu
na exploragdo de trés situagdes distintas:

* Nasituagéo 1 consideram-se amostras provenientes de populagdes Normais com
varidncias idénticas, sendo portanto um caso favoravel a aplicagdo do Teste T;

* Na situagdo 2 consideram-se amostras provenientes de populagdes que, ndo
sendo Normais, possuem a mesma forma, ou seja, falham os pressupostos de
Normalidade mas verificam-se as premissas necessarias a aplicacio do Teste de
Mann-Whitney- Wilcoxon;

* Na situag@o 3 consideram-se amostras para as quais ndo estdo assegurados os
pressupostos de Normalidade nem a identidade da forma das populagdes em
causa, tratando-se portanto de um caso a que néo pode ser aplicado o Teste T ou
o Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon.

4.1.SITUACAO 1

Suponha-se que as duas maquinas de empacotamento A e B de uma fabrica de ragdes
fornecem embalagens cujo peso tem uma distribuigdo Normal. O director de produgdo sus-
peita que o peso médio das embalagens resultantes da maquina A ¢ inferior ao peso médio
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das embalagens resultantes da maquina B. Para confirmar a sua suspeita recolheu duas
amostras aleatérias A e B de embalagens resultantes das duas maquinas e obteve os seguin-
tes pesos (em kg):

50.068 50.019 49.821 50.027 50.179 49.946 50.164 50.070 50.262

Al 50.087 49.925 49.820 50.032 50.004 49.960 50.003 50.051 50.229
50.115 50.030 50.088 49.873 50.020 49.997 49.947

50.671 50.503 50315 50.586 50.479 50.583 50.480 50.463 50.559
B| 50498 50.756 50517 50.729 50.554 50.448 50.423 50.365 50.310
50.557 50.619 50.384 50.598 50.496 50.418 50.523

As hipéteses a testar sdo H,: O peso médio das embalagens produzidas pela maqui-
na A ndo difere significativamente do peso médio das embalagens produzidas pela maqui-

naB,istoé, (1, = U, versus H O peso médio das embalagens produzidas pela maquina

A é inferior ao peso médio das embalagens produzidas pela maquina B, isto €, L, < Uy
Tratando-se de populagdes Normais, estdo verificados os pressupostos para a aplicagiio do
Teste T.

Calculando-se a estatistica de teste definida em (2), obteve-se t,=-4.304. Para um
nivel de significancia de a=0.05, o valor critico € dado por -1,,(0.05)=-1.677. Tratando-se de
um teste unilateral 4 esquerda, rejeita-se H, dado que £,=-4.304< - (0.035)=-1.677,0u seja,
admite-se que o peso médio das embalagens produzidas pela maquina A ¢ inferior ao peso
médio das embalagens produzidas pela maquina B.

Outra forma de dar resposta a este problema consistiu em testar as hipoteses formu-
ladas através da metodologia bootstrap. Para tal, comegaram por gerar-se 999 amostras
simuladas nas quais se calcularam as réplicas bootstrap definidas em (5), obtendo-se a
distribuigdo empirica da estatistica de teste definida em (4):

S

g o]

3 ]

N

© S—

g —

O fem—y—)

o
T | T T T T T 1 . L
g g8 8 3 8 3 3 3 Fig.1 - Histograma bootstrap
- a2 2 ¢ S S 2 das 999 réplicas bootstrap
[ - - (=} - ol @ <

* . ~
{ para asituagdo 1.
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Considerando um nivel de significncia de =0.05, tem-se — (0.05) =-1.738
(assinalado na Fig.1). Dado que o valor da estatistica de teste nas amostras observadas ¢

T,;. =—15.216, entéo rejeita-se H, uma vez que

T, =-15.216 < —£(0.05)= —1.735.

Como atras se referiu, o calculo do p-value definido em (6) constitui uma forma
alternativa para se chegar a decisfo estatistica. Para esta situa¢do encontrou-se p-
value=0.001, o qual, sendo inferior ao nivel de significdncia a=0.05, indica que deve rejeitar-
se H.

Como se viu, ambas as metodologias conduziram a rejeigio de H,. Com o objectivo de
obter mais informagéo acerca do desempenho das duas metodologias aplicadas, compara-
ram-se as fungdes poténcia resultantes de ambos os testes, para um nivel de significancia

o=0.05:

Funcao Poténcia

1.0

0.8

06

—= Boot
---- Teste t

04

0.2

0.0
1

Fig.2 — Grafico das fungdes potén-
: ' ! I T T T cia associadas ao Teste T e ao
030 -025 -020 -0.15 -010 -0.05 000 bootstrap, para um nivel de

significancia oe=0.03.

6

Note-se que, admitindo que se tem 44, — i, = @ , a fungdo poténciaf(6), represen-
ta a probabilidade de se rejeitar //, quando esta ¢ falsa, para cada valor de 6. Observando a
representagdo grafica das funcgdes poténcia associadas ao Teste T e ao bootstrap, ndo se
encontram diferengas significativas, pelo que se conclui que, para a situagdo apresentada, as
metodologias utilizadas, conduzem a resultados semelhantes.

4.2, SITUAGCAO 2

Suponha-se que um grupo de cientistas pretende estudar se sujeitos que residem a
altitudes elevadas possuem maior concentragdo de hemoglobina no sangue que sujeitos
que se encontram a baixas altitudes. Para tal, seleccionaram aleatoriamente 25 habitantes de
uma vila costeira (X) e 25 habitantes de uma vila situada a 2000 metros de altitude (Y). Depois
de se medir o nivel de hemoglobina a cada sujeito, obtiveram-se as seguintes concentragdes

(em g/dl):
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21.62 9.73 1333 13.72 842 1631 7.7 498 11.63
X| 484 645 637 1454 18.02 7.68 1114 652 823
10.7 11.61 18.03  8.81 432 628 11.71

19.82 19.58 21.82 935 1149 1134 941 9.53 17.54
Y| 242 2022 1925 16.02 1449 11.1 1466 16.03 19.59
11.47 1691 15.66 10.01 1828 2431 25.81

As hipoteses a testar sdo H,: A4 concentragdo média de hemoglobina ndo difere
significativamente entre sujeitos que habitam a altitudes elevadas ou baixas, isto €,
M, = [y versus H: A concentragdo média de hemoglobina em sujeitos que habitam a
baixas altitudes é inferior & dos sujeitos que habitam a altitudes elevadas, isto €, f, < ty-

Com o objectivo de se obter alguma informagdo acerca da forma das distribui¢des em
causa, procedeu-se a observago dos histogramas das amostras X e Y, que apresentam a

seguinte forma:

Histograma de X Histograma de Y

0.08
J

0.08

0.06
1
0.06
1

Density
0.04
1
Density
0.04
1

0.02
I
0.02
1

r T T T T 1 r T T T T 1
0 5 10 15 20 25 5 10 15 20 25 30

0.00
L
0.00
L

Fig.3 - Histograma dos dados observados nas amostras X ¢ Y.

Os histogramas da Fig.3 indiciam que ndo se verifica o pressuposto de Normalidade
e portanto a aplicagdo de um teste paramétrico ndo se adequa a esta situagdo. Assim, optou-
se por recorrer ao Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon.

Da aplicagdo do Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon resultou a estatistica de teste
definidaem (3), Z,=-3.368 . Paraum nivel de significancia de a=0.05, 0 valor critico é dado
por -z(0.05)=-1.645. Visto tratar-se de um teste unilateral a esquerda, o facto de se ter Z,,=-
3.368 < -z(0.05)=-1.645 conduz a rejei¢do de H,, ou seja, admite-se que a concentragdo
média de hemoglobina em individuos que habitam a baixas altitudes € de facto inferior a de
individuos que habitam a altitudes elevadas, com um nivel de confianga de 95%.

De forma analoga ao que se fez na Situagdo 1, também aqui se abordou o problema
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apresentado através da metodologia bootstrap. Calculando a estatistica de teste nas amos-
tras observadas, obteve-se 7, = —4.283 a qual, sendo inferior ao valor do quantil de
probabilidade 0.95, — f (0.05) = —1.760, conduz igualmente a rejeigdo de H,. Se se optas-
se pelo cdlculo do p-value, obter-se-ia p-value=0.001 o qual, sendo inferior ao nivel de

significancia a=0.035, levaria 8 mesma decis#o estatistica.

Como também aqui ambas as metodologias conduziram a rejeigdo de H,, optou-se
pela comparagio das fungdes poténcia resultantes de ambos os testes, para um nivel de
significancia a=0.05:

Funcao Poténcia
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& Fig.4 — Grafico das fungdes po-

Sl téncia associadas ao Teste de
' ' ' ' " Mann-Whitney-Wilcoxon e ao
3 -6 -4 2 0 bootstrap, para um nivel de

0 significancia o=0.05.

A observagdo da Fig.4 permite constatar que a fungdo poténcia associada ao Teste de
Mann-Whitney-Wilcoxon apresenta valores significativamente inferiores a fun¢io poténcia
associada ao bootstrap. Este facto permite concluir que a probabilidade de se rejeitar H,
quando esta € falsa é, em geral, mais elevada para o bootstrap que para o Teste de Mann-
Whitney-Wilcoxon, ou seja, o teste bootstrap revela-se mais potente que o Teste de Mann-
Whitney-Wilcoxon.

4.3. SITUACAO 3

Suponha-se que a Direc¢@o Regional de uma dada institui¢do de crédito pre-
tende averiguar se o volume de empréstimos contraidos para habitagdo pelos clientes da
cidade de Castelo Branco ¢ menor que na cidade da Covilha. Para tal, foram seleccionados
aleatoriamente 20 clientes da dependéncia bancaria de Castelo Branco e 20 clientes da de-
pendéncia bancaria da Covilhd, registando-se o respectivo montante dos empréstimos con-
traidos para habitacdo (em milhares de Euros):

10471 99.96 100.79 99.94 100.48 95.68 102.09 98.24 103.16
102.01  96.73  97.04 96.27 103.19 101.69 100.46 100.44 101.67
99.78 92.16
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101.98  99.11 105.1 101.8 100.03 100.57 99.68 103.49 103.26
101.97 100.92 100.75 100.88 102.19 100.82 103.56 100.12 99.35
105.72  100.41

As hipoteses a testar sdo H,: O volume médio de empréstimos contraidos para
habitagdo pelos clientes de Castelo Branco e da Covilhd ndo difere significativamente,
isto &, oy = U versus H,: O volume médio de empréstimos contraidos para habitagdo

pelos clientes de Castelo Branco é inferior ao volume médio contraido na Covilha, isto é,
Hep < e

Numa primeira fase observaram-se os histogramas relativos as amostras CB e C:
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Fig.5 - Histograma dos dados observados nas amostras CB ¢ C.

Dado néo se verificarem os pressupostos necessarios quer & aplicagio de um Teste
Paramétrico, quer a aplicagao do Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon, o problema em questdo
foi abordado com base na metodologia bootstrap.

A partir das 999 réplicas bootstrap aproximou-se a distribui¢éo empirica da estatistica
de teste definida em (4):

i

A‘J’ | | _l———._ Fig.6 - Histograma bootstrap das 999 réplicas bootstrap
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Para um nivel de significancia de a=0.05, tem-se — f (0. 05 ) =—1.579 (assinalado

na Fig.6), enquanto o valor da estatistica de teste nas amostras observadas ¢ de

T, =—2.225 Dadoquesetem T, =—2.225<—1(0.05)=~1.579, rejeita-se H,

g
Em termos de p-value, tem-se p-value=0.007, o qual sendo inferior ao nivel de
significncia a=0.05, conduz a rejeigdo de H,, isto ¢, com uma margem de erro de 5%, valida-
se a hipotese de que o volume médio de empréstimos contraidos para habitagdo pelos
clientes de Castelo Branco ¢ inferior ao volume médio contraido na Covilha.
A fungdo poténcia resultante do teste bootstrap, para um nivel de significancia o=0.05
é a seguinte:

Fungéo Poténcia

N

1.0

08

08
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Fig.7 — Grafico da fungio
poténcia associada ao Tes-
te bootstrap, para um nivel
b de significancia a=0.05.

Note-se que a fungéio poténcia mantém-se no seu valor maximo sensivelmente até
6 =—3, o que indica que, para uma grande parte das situagdes, a probabilidade de se
rejeitar H, quando esta ¢ falsa, ¢ maxima, indiciando que, alteragdes as diferengas dos valores
médios sdo rapidamente detectadas.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho procedeu-se a uma revisdo dos testes paramétricos, ndo paramétricos
e bootstrap enquanto metodologias adequadas & abordagem da questdo da comparagéo de
dois valores médios populacionais. Apesar de serem, em geral mais potentes que os testes
ndo paramétricos, na pratica, os testes paramétricos nem sempre sao aplicdveis por ndo se
verificarem os pressupostos necessarios. Por sua vez, o bootstrap surge como uma
metodologia alternativa aos testes conhecidos cuja aplicagéio ndo exige a verificagdo de
qualquer tipo de pressuposto.

Num estudo de simulagio comparam-se as fungdes poténcia resultantes da aplicagio
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do Teste T, do Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon e do bootstrap a amostras geradas artifi-
cialmente com o objectivo de comparar os respectivos valores médios populacionais. Con-
clui-se que, além de ser uma técnica de aplicagdo muito geral, o bootstrap revela-se, em
muitos casos, mais potente que o Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon e uma alternativa
valida ao Teste T quando os pressupostos de Normalidade ndo estdo assegurados.
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