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RESUMO

No ambito do Design, e graficamente, sistematiza-se e aprofunda-se o conhecimento
das curvas conicas e, em especial, sobre as suas constru¢cdes geométricas, contribuindo
para o reconhecimento da importancia do estudo destas curvas e das superficies geradas a
partir delas no ensino da geometria no Design. Utiliza-se um método expositivo de analise
critica do conhecimento existente, propondo-se angulos de abordagem menos usuais.
Procura-se, ainda, suprir o insuficiente conhecimento e divulgacao cientifica das conicas em
Portugal, e em particular no Design, de trés modos: pela sistematizacdo do conhecimento
existente, pela adaptacdo do conhecimento da geometria projetiva, com expressdo na
geometria plana e na geometria analitica, para a linguagem dos tragados geométricos em
geometria plana e em geometria descritiva e, ainda, pela contribui¢cdo para a utilizagdo mais

generalizada, designadamente com 0s meios tecnol6gicos atuais.

Paralelamente, identificam-se potencialidades das curvas na capacidade de
resolucdo de problemas de representacdo grafica rigorosa, por designers e outros
profissionais, designadamente os das areas das artes visuais e da arquitetura, com reflexos
no ensino e na prética profissional. Exemplificam-se utiliza¢cdes dos tracados das curvas
cbnicas e das superficies geradas com elas, no Design e em outras areas, simplificando
solucdes e reafirmando a importancia e atualidade da geometria plana e da geometria
descritiva, tanto no processo de construcdo do conhecimento e no desenvolvimento do

projeto, como nas aplicagdes praticas, enquanto suporte concetual e representacao gréafica.

Tendo em vista a simplificacdo da aplicagdo das cénicas e das superficies geradas
com elas em projetos de Design, resolveram-se alguns problemas com solu¢cdo complexa,
ou sem solucdo, na literatura consultada. Para tal, utilizdmos métodos menos usuais,
designadamente alguns derivados da geometria descritiva e, sobretudo, procurando integrar

0s conhecimentos mais recentes sobre as conicas.

Tal abordagem permitiu ainda o aprofundamento de conhecimento com potencial
interesse tedrico em diversas areas e o0 enunciar de algumas propriedades das conicas que
ndo se encontraram descritas na literatura, numa relagdo dialética entre teoria e pratica,
num contexto que contribui para a reafirmacédo da geometria descritiva, na sua capacidade

de desenvolvimento do pensamento criativo.

Palavras-chave: conicas, curvas conicas, superficies, superficies quadricas, design.
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Conical curves and surfaces generated by conical curves:
Their geometric constructions and applications in Design.

ABSTRACT

In context of Design, and graphically, this research aims to systematize and to
deepen the knowledge about the conical curves, and especially on their geometrical
constructions, contributing to the recognition of the importance of the study of theses curves
and of the surfaces generated from them, mainly in the teaching of geometry in Design
courses. An expositive methodology of critical analysis of literature is used, proposing less
usual approaches. It also aims to compensate insufficient knowledge and scientific
dissemination of conical curves in Portugal, particularly in Design, in three ways:
systematizing the existent knowledge, adapting knowledge of projective geometry in plane
and analytical geometry for the language of geometrical constructions in plane geometry and
descriptive geometry and, still, contributing to a more generalized use involving recent

technology.

Parallel, the study identifies potentialities of the conical curves in solving problems of
rigorous graphic representation for designers and other professionals, namely those from the
areas of visual arts and of architecture, with reflexes in the teaching and in the professional
practice. It gives examples of practical uses of graphic resolutions of conical curves and of
their generated surfaces in Design and other areas, reassuring the importance and relevance
of plane geometry and descriptive geometry, both in the construction of knowledge and in
the development of the project and in practical applications, as a conceptual framework and

graphic representation.

Within the scope of simplifying the use of conics and surfaces generated with them in
Design projects, are presented solutions for some problems with complex solutions, or

without solution, in reviewed literature.

The study approach contributes not only to deepen the theoretical frame in several
areas but also enunciates some proprieties of conics not mentioned yet in literature, in a
dialectical relationship between theory and practice, in a context that contributes to the

reaffirmation of descriptive geometry and its capacity of development of creative thinking.

Keywords: conics, conical curves, surfaces, quadric surfaces, design.
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GLOSSARIO

Abcissa — em geometria cartesiana € a medida no eixo horizontal x que define a distancia a origem da projecéo

ortogonal de um ponto. Ordenada sera a distancia do ponto a sua projecao ortogonal no eixo x.

Abcissa da ordenada de um ponto de uma curva conica — de acordo com a definicdo utilizada pelos gregos
na antiguidade classica e também utilizada em geometria projetiva, € a parte do didmetro conjugado
relativamente a corda que passa num ponto da cénica, definindo a ordenada, parte essa entre um extremo do
didmetro e a intersecdo com a corda. De notar que os didmetros conjugados ndo sdo obrigatoriamente

perpendiculares entre si.
Apex — 0 mesmo que vértice.
Apex de uma curva conica — 0 mesmo que vértice da curva conica.

Assimptota ou assintota — reta que é tangente a uma curva hum ponto desta no infinito, por exemplo, as

hipérboles tém duas assimptotas.

Baricentro de um tridngulo — na fisica € o centro de gravidade, ou centro de massa, ou centréide do tridngulo.
Geometricamente corresponde ao ponto de intersecdo das medianas do triangulo, sendo medianas os

segmentos que unem o ponto médio de cada lado ao vértice oposto.

Base do cone — é a figura plana, normalmente um circulo, cujos pontos definem, em conjunto com o vértice do

cone, os contornos do soélido.
Bomba — é o espaco livre, normalmente cilindrico, que pode existir no interior de uma superficie helicoidal.

Circulo de gola — nos hiperboloides de revolugdo de ramo Unico € o circulo definido pelos vértices da hipérbole
geradora ao rodar em torno do eixo de geragdo da superficie. Por analogia pode também utilizar-se para
designar o circulo que se pode estabelecer com centro no centro de uma hipérbole e diametro definido pelos

vértices da hipérbole.
Circulo focal — nas curvas conicas centrais € o circulo com centro no centro da curva e que passa nos focos.

Cone — é o espago compreendido entre uma superficie conica e o plano da diretriz.
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Cone de revolugédo — é o cone reto de base circular.

Cone escaleno ou obliquo — é o cone em que 0 segmento que une o Vvértice ao centro da base nédo é

perpendicular ao plano da base do cone.

Cone reto - € 0 cone em que o segmento da altura, unindo o vértice ao centro da base, é perpendicular ao plano

da base do cone.

Conica — consoante o contexto pode ser uma forma simplificada de designar uma curva cénica mas também

pode designar que um objeto tem a forma de cone.

Cébnica central — curva conica com centro: a elipse, a circunferéncia enquanto caso particular da elipse, e a

hipérbole.

Cénicas degeneradas — sdo todos os tipos de sec¢Bes em superficies conicas que ndo sdo graficamente
curvas: um ponto (plano de secc¢do a passar no veértice), uma reta (plano de secc¢do tangente a superficie), duas
retas concorrentes (plano de seccdo a passar no vértice e a cortar a diretriz) ou duas retas paralelas (plano de
secgdo paralelo a todas as geratrizes e vértice improprio, ou seja, no infinito, tornando-se a superficie cilindrica).

Contornos aparentes de visibilidade — sdo o conjunto de linhas que delimitam exteriormente uma

representacdo plana de qualquer objeto tridimensional.

Corda de uma conica — € o segmento de reta que une dois pontos da curva coénica.
Corda de uma curva — é o0 segmento de reta que une dois pontos da curva.
Cubica — é uma curva ou superficie de 32 grau (ver ordem ou grau).

Curva cénica — é qualquer seccéo plana que se pode produzir numa superficie cénica. E uma elipse se o plano
intersetar todas as geratrizes, € uma parabola se o plano for paralelo a uma geratriz ndo passando no vértice e
intersetando a diretriz, e € uma hipérbole se o plano de secao for paralelo a duas geratrizes ndo passando no
vértice e intersetando a diretriz. Se o plano de seccao for paralelo a diretriz circular € uma circunferéncia. Se o
plano de seccdo passar no vértice da origem a secg8es designadas por conicas degeneradas, isto €, se nao
intersetar as geratrizes a sec¢do € um ponto, o préprio vértice, se contiver uma geratriz, e s6 essa, a secgao &
uma reta, a propria geratriz, se o plano de sec¢do passar no vértice e intersetar a diretriz a seccao sao duas
retas geratrizes concorrentes, que se podem tornar duas retas paralelas se o vértice da superficie se situar no

infinito definindo-se uma superficie cilindrica.

Curva discriminante das conicas — é a pardbola, por delimitar a transicdo entre elipses e hipérboles. Se
consideremos uma parabola, dois pontos dela e respetivas tangentes e a reta com a dire¢do do eixo, que passa
no ponto médio da corda entre os dois pontos da parabola, o feixe de conicas centrais que passa hos mesmos
dois pontos e tem as mesmas tangentes € constituido por hipérboles, que intersetam a reta direcdo em pontos
situados entre o da interse¢do com a parabola e o ponto de intersecdo das tangentes, e por elipses, que

intersetam a mesma reta para o lado contrario relativamente a parabola.
Curvatura de uma curva num ponto desta — é a curvatura da circunferéncia osculante nesse ponto.

Curvatura da curva, do ponto A ao ponto B — sera a curvatura média medida em todos os pontos da curva entre

os dois, incluindo os préprios pontos limite da curva.

i B



Curvatura de uma circunferéncia ou arco de circunferéncia — é o inverso do raio, ou seja € C=1/r. Interessa
igualmente, para esta defini¢cdo, lembrar que uma circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos equidistantes r

de um outro designado por centro, sendo r o raio.

Curvatura de uma superficie — € a definida pelas curvaturas normais num ponto da superficie. As curvaturas
normais num ponto sdo as curvaturas das linhas de interseccdo da superficie com planos perpendiculares a
superficie passando nesse ponto, e que contém a normal a superficie nesse ponto. Sendo que a curvatura é zero
nas retas e, nas curvas, analiticamente, pode ser orientada como positiva num sentido e negativa no contrario,
estamos perante diversos métodos de abordagem sendo o mais usual o dos maximos e dos minimos, ou seja,
definir a curvatura da superficie naquele ponto como o produto das curvaturas maxima e minima encontradas. As
curvaturas méaximas e minimas sdo designadas por curvaturas principais. Se a minima corresponder uma reta o
valor é zero que multiplicado pelo valor da curvatura maxima da sempre zero, 0 que corresponde a uma
superficie planificavel. Quando o referido produto é diferente de 0 a superficie € de dupla curvatura, e logo ndo
planificavel, podendo ser positiva quando a maxima e minima sdo do mesmo sinal, ou seja no mesmo sentido,

ou negativa quando de sinais diferentes, ou quando as dire¢des de curvatura forem opostas.

Degenerada — € a curva conica que, em circunstancias particulares assume as propriedades geométricas do

ponto ou retas ou segmentos de reta.

Didmetro conjugado (de outro didmetro da cdnica) — é o didmetro paralelo as tangentes nos extremos do
outro didmetro e que bisseta todas as cordas paralelas a este. Dizem-se conjugados dois diametros da elipse
guando as tangentes a curva nas extremidades de um deles sdo paralelas ao outro. Um exemplo seriam os eixos
da elipse resultante da representacdo de uma circunferéncia em axonometria. Mantém a propriedade de passar
no centro da elipse, e, portanto, determinarem-se mutuamente o meio das respetivas longitudes. Na hipérbole
um dos didmetros conjugados fica apenas definido pela dire¢cdo paralela as tangentes nos extremos do outro
didmetro. Na parabola um didmetro é conjugado da direcdo de cordas paralelas, passando nos seus pontos
médios e sendo paralelo ao eixo da parabola.

Diametro de uma coénica — qualquer corda que bisseta uma sequéncia de cordas paralelas e que passa no

centro da cénica.

Diametro transverso — (0 mesmo que eixo transverso) usualmente é definido como segmento de reta que
define a distancia entre os vértices da hipérbole, embora possa igualmente designar o eixo maior da elipse.
Encontra-se por vezes também utilizado como a reta que contem o eixo transverso da hipérbole ou o eixo maior

da elipse.

Diretriz — é a linha sobre a qual se apoia a geratriz para a definicdo da superficie. Numa superficie conica é

usualmente utilizada uma circunferéncia.

Diretriz de uma conica — é a reta que é perpendicular ao eixo a uma distancia dos focos determinada,

designada por parametro, e que permite, em conjugagdo com os focos, definir a cénica.

Distancia focal — na elipse e na hipérbole é a distancia entre os dois focos, na parabola é a distancia do foco a

diretriz.

Dualidade — é um principio enunciado por Poncelet que significa que, em geometria plana, dois teoremas sao
duais quando se mantém validos quando permutamos as palavras pontos por retas e retas por pontos. Baseado
nos conceitos de pélo e polar, associados ao estudo das conicas, foi posteriormente generalizado a diferentes
teoremas da geometria. No espaco, aplica-se a todas as propriedades de posi¢cdo a que correspondem outras
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segundas propriedades que se obtém substituindo no enunciado da primeira as palavras pontos por planos e

planos por pontos.

Eixo — reta que em geometria plana corta uma figura em duas metades simétricas relativamente a esse eixo. As
figuras planas podem ter um ou dois eixos. Na parabola, por exemplo, s6 existe um eixo. Também em relacéo as
outras curvas conicas, a elipse e a hipérbole, pode-se utilizar a designacado de eixo, em vez de eixo maior ou eixo
transverso. Em geometria tridimensional o eixo é uma reta em torno da qual se pode girar 360° uma qualquer
linha geratriz de uma superficie, do mesmo plano ou ndo. Se a geratriz for do mesmo plano da origem a uma
superficie de revolugéo.

Eixo maior e menor de uma elipse — sdo diametros conjugados perpendiculares entre si no ponto médio de
cada um deles, e que definem a maior e menor cordas da curva. Também sdo por vezes utilizadas estas
designagdes numa hipérbole por associagao desta com a elipse de igual “figura”, cujo eixo maior coincide com o
eixo transverso de hipérbole e é a largura de um reténgulo, e cujo eixo menor da elipse define a altura do
retangulo, sendo que as retas que contém as diagonais do retdngulo sdo as assimptotas da hipérbole.

Eixo transverso — (0 mesmo que didmetro transverso) usualmente € definido como segmento de reta que define
a distancia entre os vértices da hipérbole, embora possa igualmente designar o eixo maior da elipse. Encontra-se

por vezes também utilizado como a reta que contem o eixo transverso da hipérbole ou o eixo maior da elipse.

Eixos conjugados da elipse — considerando a elipse uma transformagao homoldgica de uma circunferéncia, em
que se representem dois didametros perpendiculares entre si, e, por exemplo, se a transformacao resultar numa
representagdo em perspetiva cénica com dois pontos de fuga correspondentes as dire¢cdes dos dois eixos, 0s

eixos representados na elipse serdo conjugados ndo passando no centro da elipse.
Elipse — é a secg¢édo conica produzida por um plano obliquo a todas as geratrizes e que ndo passa no vértice.

Figura — para os geémetras gregos designava o retangulo circunscrito a qualquer figura plana e que permitia,
pelos processos de quadratura, calcular as areas das proprias figuras planas. Relativamente as curvas conicas
trata-se do retangulo de lados paralelos aos eixos da elipse e tangentes a esta, e do retangulo de lados paralelos
aos eixos da hipérbole e cujos vértices resultam da interse¢do das tangentes nos extremos do eixo transverso
com as assimptotas, ou do retdngulo em que o lado maior € uma corda da parabola paralela a tangente no

vértice da parabola e cujos lados menores séo definidos pelas perpendiculares nos extremos da corda.

Figura (de uma coénica central) — designacdo que 0s gregos atribuiam ao retdngulo que tem por base o

didmetro transverso e como outro lado o parametro ou latus rectum.

Figura plana — é qualquer linha curva ou quebrada, ou curva e quebrada, cujos pontos se situam num Unico

plano, embora esta expressao seja mais usualmente utilizada para designar unicamente figuras fechadas.

Figuras semelhantes — sdo duas ou mais figuras com propriedades geométricas iguais mas que variam de
tamanho e orientacdo espacial. Se tiverem a mesma orientacdo espacial diz-se que s&o figuras semelhantes e

de lados paralelos.

Focos de uma conica — sdo pontos do eixo da cénica que séo utilizados desde os gregos da antiguidade
classica como uma das formas para definir as curvas conicas. Na elipse a soma das distancias de qualquer dos
seus pontos aos focos é igual ao eixo maior. Na hipérbole a diferenca das distancias de qualquer dos seus
pontos aos focos € igual ao eixo transverso e na parabola a distancia de qualquer ponto ao foco é igual a
distancia do ponto a diretriz. Com nome originado pelas propriedades 6ticas designadamente nos espelhos

curvos, é um ponto do eixo que dispde da propriedade de, nos espelhos parabdlicos, ser o ponto de intersegdo
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dos raios refletidos pelo espelho resultantes de raios incidentes paralelos ao eixo. Nos espelhos elipticos os raios
de luz emitidos a partir de um dos focos, depois de refletidos no espelho, intersetam-se no outro foco. Nos
espelhos hiperbdlicos os raios luminosos emitidos cuja reta que contem o sentido do raio passe num foco séo
refletidos no espelho com uma direg¢éo que contem o outro foco no prolongamento de sentido contrario ao do raio
refletido. Estas propriedades da Otica s&o igualmente verificadas em outras areas da Fisica, designadamente na
Mecénica, e comprovaveis por exemplo através de mesas de bilhar com a forma de curvas conicas. Em
Astronomia o foco é a posi¢éo de um corpo celeste relativamente a érbita eliptica descrita por um seu satélite.

Geratriz — é a linha que ao deslocar-se sobre pontos da diretriz gera a superficie. Se a geratriz for reta a

superficie diz-se regrada.
Grau — 0 mesmo que ordem

Hipérbole — é a secg¢do conica produzida por um plano paralelo a duas geratrizes, ndo as contendo e
intersetando a diretriz da superficie.

Hipérboles conjugadas — s@o as que tém as mesmas assimptotas e a mesma distancia focal, situando-se os

seus ramos em quadrantes simétricos relativamente as assimptotas.

Latus rectum (ou parametro das ordenadas) — é 0 segmento de reta que tem um extremo no ponto de
intersecdo de um didmetro com a curva coénica, perpendicular ao didmetro e pertencente ao plano da secgéo,
com dimenséo constante. Sendo p o latus rectum ou pardmetro, 0 a ordenada e a a abcissa, d o diametro e k um
acréscimo ou subtracdo ao parametro, na parabola obtemos p = 02 / a, na hipérbole obtemos p + k = 0?/ (d + a)
parad /p=(d+a)/ (p + k), e na elipse obtemos p - k = 0*/ a parad /p = (d — a) / (p — k). De notar que a
definicdo referida € a correspondente a considerar a cénica apresentada pelos eixos, se esta se apresentar por
dois diametros conjugados o parametro € um segmento de grandeza constante para cada conica, a passar hum
extremo de um didmetro e paralelo & diregdo do didmetro conjugado.

Locus ou Lugar Geométrico — é o conjunto de pontos que satifazem uma condi¢cao determinada.

Normal ou perpendicular num ponto (de uma reta, curva, plano ou superficie curva) — é a reta
perpendicular a uma reta, a tangente a uma curva, nesse ponto, a perpendicular a um plano nesse ponto, ou
seja, a perpendicular a duas retas ndo paralelas do plano e a perpendicular a uma superficie curva nesse ponto,

ou seja, a perpendicular ao plano tangente a superficie nesse ponto.

Ordem ou grau de uma superficie — € o nUmero maximo de pontos em que ela pode ser cortada por uma reta.
A ordem de uma superficie é igual a ordem mais elevada das suas sec¢Oes planas. Quadrica € uma superficie

do segundo grau. Cubica é uma superficie do terceiro grau. Quartica € uma superficie do quarto grau.

Ordenada de um ponto da cénica — é a metade da corda que passa num ponto da conica entre este e o

didmetro conjugado da dire¢&o da corda.

Parabola — é a secgdo coénica produzida por um plano paralelo a uma Unica geratriz, ndo a contendo e

intersetando a diretriz da superficie.
Parametro das ordenadas — € mesmo que latus rectum.

Parametro de uma conica — designado pelas letras p ou k, é a distancia de um foco a diretriz situada do mesmo
lado do eixo nas conicas centrais. Na parabola é a distancia do foco a diretriz, ou seja, o dobro da distancia do

foco ao vértice.
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Plano diretor — plano relativamente ao qual a geratriz, curva plana ou reta, no movimento de geracdo da

superficie, se mantém paralela.

Pdlo e polar relativamente a uma cénica — O ponto P, interior ou exterior a conica, é o P6lo sendo p a polar de
P em relacéo a conica. A polar é a definida pelos pontos conjugados harménicos com P, nas retas que a partir de

P intersetam a conica, relativamente aos pontos de interse¢éo com a conica.
Ponto de contacto — é o ponto em gue uma tangente toca uma curva.
Quéadrica — é o grau de uma curva ou superficie de 22 grau (ver ordem ou grau).

Quadrilatero completo — figura geométrica definida por qualquer conjunto de quatro retas complanares, em que
ndo existe intersecdo simultanea de quaisquer trés das retas. A figura demarca no plano um quadrilatero e dois
triangulos adjacentes e tem trés diagonais, duas do quadrilatero e uma terceira definida pelos vértices dos dois
triangulos opostos a adjacéncia.

Quaértica — é o grau de uma curva ou superficie de 42 grau (ver ordem ou grau).
Quintica — é o grau de uma curva ou superficie de 52 grau (ver ordem ou grau).

Seccdao conica — interseccdo de um plano com um cone ou superficie conica. Se for paralela a base ou diretriz

circular & uma circunferéncia.

Secc¢des subcontrarias — sdo secgdes num cone produzidas por planos perpendiculares a um plano
perpendicular & base e contendo o eixo do cone, que produz no cone um tridngulo semelhante aos triangulos
definidos pela interseccao dos dois planos de sec¢cao com o mesmo triangulo. Nas condi¢des descritas ha duas
séries de secc¢des no cone, cada uma produzida por planos paralelos aos das duas secc¢des subcontrarias uma
da outra. Como caso particular, se um plano de secc¢éo é paralelo a base circular de um cone a sec¢éo e a sua

subcontréaria sdo circunferéncias assim como todas as sec¢fes paralelas a estas.

Superficie conica — é a superficie gerada por uma reta designada geratriz, considerando que a reta se desloca
fixa num ponto proprio ou impréprio, ou seja situado no infinito, tendo como diretriz qualquer das curvas conicas
ndo degeneradas, embora usualmente seja apresentada com diretriz circular. Aprofundando a definicdo, é a
superficie definida por retas, designadas por geratrizes, passando por um ponto ndo pertencente ao plano da
diretriz, préprio ou impréprio, ou seja, situado no infinito, designado vértice ou apex, e que passam igualmente
por pontos da diretriz, que €, em regra, uma circunferéncia, embora possa ser qualquer curva coénica. A
superficie define um duplo cone, ou seja, dois cones semelhantes com dire¢cdes opostas relativamente ao
vértice. Se o vértice estiver no infinito a superficie torna-se cilindrica, com geratrizes paralelas. Tendo em conta
que a elipse, e 0 seu caso particular o circulo, podem ser considerados poligonos com um ndmero infinito de
lados, nessa perspetiva também sao superficies cénicas as superficies prismaticas e piramidais. Por outro lado,

se a curva diretriz degenerar numa reta a superficie € um plano.

Superficie curva — é a superficie em que existem curvas planas. As superficies curvas podem ser de curvatura
simples relativamente a um dos seus pontos, se existir um plano de sec¢do a passar no ponto que nesta dé
origem a uma reta, ou de curvatura dupla, se quaisquer dois planos de sec¢do a passar no pontos derem origem

a curvas.

Superficie de revolugdo — é a que resulta da rotacdo de uma geratriz reta ou curva em torno de um eixo.
Podem ser geradas por retas ou curvas complanares com o eixo de revolugdo, situacdo mais vulgar, ou as

geratrizes podem ser retas ou curvas ndo complanares com o eixo.
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Superficie empenada — é a superficie regrada que ndo pode se planificar.
Superficie planificavel — é a superficie regrada que pode desenvolver-se num plano.
Superficie regrada — € a que € gerada por uma reta.

Tangente a uma curva num ponto T — é a posic¢ao limite de uma secante que gira em roda do ponto até que o
seu segundo ponto de interseccéo com a curva se confunda com T. Se T € imprdprio, ou seja, esté no infinito a

tangente chama-se assimptota.

Tangente a uma coOnica — € a tangente a curva num ponto dado, pertencendo ao plano da curva, é
perpendicular a normal, que é a bissetriz do angulo formado pelos segmentos de reta que, nas conicas centrais,
unem o ponto dado aos dois focos, sendo na parabola o angulo definido pelo segmento de reta que une o ponto
ao foco e pela reta que passa no ponto paralela ao eixo da parabola.

Tangente a uma curva — € areta que toca a curva num Unico ponto.
Tridngulo axial de um cone — é a secc¢ao produzida num cone por um plano que contenha o eixo.

Tronco de superficie ou s6lido — é uma das partes resultantes da interseccao da superficie ou sélido com outra

superficie.

Vértice — nas figuras planas é um ponto em cada extremo dos segmentos de reta que definem a figura. Nos
sélidos sdo pontos de intersec¢éo de arestas ou de confluéncia de geratrizes. Quando os vértices sdo interse¢fes
de arestas da base sao vértices da base.

Vértice da base de um sdélido — é cada ponto no extremo dos segmentos de reta que definem a base do sélido.

Vértice de um cone ou superficie cOnica — € um ponto por onde passam todas as geratrizes que definem a

superficie conica

Vértice de uma curva — é o ponto sobre o eixo de uma curva, ou parte de curva, na inflexdo desta no ponto de

maior curvatura, e que permite dividir essa curva ou parte de curva em dois ramos.

Vértice de uma curva cdnica — sdo 0s pontos da curva no eixo desta e que tém como tangentes paralelas a
diretriz. Na elipse s&o os pontos extremos do eixo maior e na hipérbole os pontos extremos do eixo transverso.
Na parabola é o ponto da curva no eixo. Nos cones retos alguns autores consideram apenas um vértice, 0 ponto

da curva de seccgdo a maior distancia a base do cone.

NOTACOES ADOTADAS E REPRESENTACAO

Ao longo do texto sdo utilizadas nas figuras tracados de geometria plana e a representacdo de formas
tridimensionais.

Assim, quanto aos tracados de geometria plana, designam-se 0s pontos por letras mailsculas do alfabeto
latino e as linhas por letras mindsculas do mesmo alfabeto, tal como tem sido habitual no ensino portugués de
matematica e geometria descritiva.

Quanto as formas tridimensionais utiliza-se a representacdo em dupla projecdo ortogonal, no método

europeu, ou seja, projecao horizontal positiva abaixo do eixo x e frontal positiva acima do eixo x. O sistema de
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notacdes utilizado é o adotado desde 1999-2000 no ensino secundario portugués de Geometria Descritiva,
partindo do principio que a maioria dos utilizadores deste texto ja sera detentora de conhecimentos anteriores na
area da Geometria Descritiva e conhecera tal sistema de notag8es. Deve, no entanto, salientar-se que na histéria
do ensino da Geometria Descritiva no ensino secundario portugués encontramos sistemas de notagdes com
algumas diferencas de época para época, e que, sobretudo, no ensino superior e na bibliografia de outros

paises, ha diferentes sistemas de notagées.

Sistema de referéncia
- plano horizontal de projecdo V.
— plano frontal de projegdo @,.
— plano de perfil de referéncia 7.
- reta de interseccdo de @, e V,, eixo X.
- reta de intersecgdo de V, e 7, eixo Y.

- reta de intersecgdo de @, e 7, eixo Z.

Coordenadas
— abcissa - distancia ao plano 7. E positiva para a esquerda.
— afastamento — distancia ao plano @,. E positivo para a frente.

- cota - distancia ao plano V. E positiva para cima.

Notacoes
Pontos — (alfabeto latino maitsculo em estilo itdlico) — A, B, ... P, Q... .
A, — projecéo de A no eixo X.
A, — projecdo horizontal do ponto A.
A, — projecéo frontal do ponto A.
A, — projecéo de A no plano de perfil 7z,.

A, — rebatimento do ponto A.

Retas e linhas em geral — (alfabeto latino min. em estilo itdlico) — a, b, ...r, ...

r, — projecéo horizontal da reta ou linhar.
r, — projecéo frontal da reta ou linhar.

r, — projecéo de r no plano de perfil 7.
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r. — rebatimento da reta ou linhar.

H, — trago horizontal da reta r. Intersecgéo de r com V,,
F, — traco frontal da reta r. Interseccéo de r com @,
(r,) — reta projetante frontal.

(r,) — reta projetante horizontal.

[d1] — linha d curva, ou poliédrica, fechada, em projecao horizontal.
[d2] — linha d curva, ou poliédrica, fechada, em projecéo frontal.

[ds] — linha d curva, ou poliédrica, fechada, em projecéo lateral

Planos — (alfabeto grego mindsculo em estilo italico)

a,Brdednb LK ALuv,Eo0mp o, T @  YEO

6, — traco do plano @ no eixo X. Intersec¢éo do plano #com o eixo x.
h, — traco horizontal do plano é. Interseccdo do plano &com o

f, — traco frontal do plano 6. Intersecgéo do plano &com o

p, — traco de perfil do plano 6. Interseccdo do plano dcom o

(fs ) — plano projetante frontal.

(hg) — plano projetante horizontal.

Sdlidos ou Superficies — (alfabeto grego mailusculo em estilo italico) —
ABIAEZHOLKAMNSEOILPLTY OX YO
Linha fechada curva ou poligonal — (linha entre paréntesis retos) — [s] ou [ABCDE].
Interseccdo de dois planos —retai=an S.
Interseccdo de umaretacom um plano —ponto P =r n 6.
Coincidéncias de pontos, retas, linhas, superficies ou suas projegdes
A=Ay=(rp)=For
r,=(f)
[d,] =(9)

Tipos de linhas

Dada a natureza dos temas abordados procurar-se-a cumprir com as normas de desenho técnico, ndo
obstante, por razdes comunicativas, sejam necessarias algumas adaptacdes adequadas. Assim, se em desenho
técnico, linhas de igual relevancia tém espessuras iguais, na resolucdo de problemas geométricos parece
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Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Coénicas:
Os seus Tracados Geométricos e Aplicagcdes no Design.

aceitavel que a solugdo seja apresentada com uma espessura maior, que em desenho técnico corresponde a
delimitacéo dos cortes operados num material. Da mesma forma, se no desenho técnico as linhas trago ponto
traco sdo auxiliares que designam posicdes de eixos ou cortes, serdo aqui utilizadas também como indicacéo de
planos auxiliares. As designagdes fino, médio e espesso tém correspondéncia no desenho técnico em normas
préprias relacionadas com a dimensdo dos desenhos e que, grosso modo, significam aproximadamente a
duplicacdo da espessura fina para a espessura média e, novamente a sua duplicacdo para a espessura maior,
tendo em conta a dimensé&o total do desenho.

Linhas auxiliares — trago continuo fino.

Contornos visiveis ou dados — trago continuo de espessura média.

Contornos invisiveis — traco interrompido de espessura média.

Linhas de apresentacgéo de solugdes — traco de espessura maior, continuo ou interrompido.

Planos auxiliares e linhas de eixo — trago ponto traco de espessura fina.
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1. INTRODUGAO

Este documento corresponde a Tese de Doutoramento em Design que
desenvolvemos na Faculdade de Arquitetura da Universidade Técnica de Lisboa com o titulo
Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Conicas: Os seus Tragados
Geomeétricos e Aplicacdes no Design, sob a orientacdo do Professor Doutor Fernando
José Carneiro Moreira da Silva da Faculdade de Arquitetura da Universidade Técnica de
Lisboa e do Professor Doutor Vitor Manuel Bairrada Murtinho da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade de Coimbra.

Pela natureza do tema, e de acordo com o desenho de investigagéo, propusemo-nos
utilizar uma metodologia n&o intervencionista de base qualitativa, com recurso determinante
a Critica Literaria nas suas componentes de recolha, selecdo, analise e sintese e
aprofundamento da investigacdo sobre a expressao grafica dos conhecimentos sobre as

cOnicas através de modelos, algoritmos graficos, de geometria plana fixa e dinamica.

O tema inscreve-se no campo da Geometria aplicada ao Design, ou seja, no campo
da relacdo das diversas areas do Design com a Geometria, em particular com a sua
expressao grafica, sobretudo com a aplicacdo no desenho técnico e, logo, com reflexo na

atividade projetual dos profissionais do Design.

Por outro lado encontrando-se a disciplina Geometria Aplicada em alguns planos de
estudo de cursos de ensino de Matematica, normalmente é considerada como parte prépria
desta &rea do conhecimento, e ndo como campo de desenvolvimento de aplicacdes para
outras areas da acdo humana. De facto ndo existem conhecimentos de Geometria que
sejam especificos para utilizacdo exclusiva noutra area, logo, também ndo existe uma
Geometria Aplicada ao Design, com corpo conceptual e contetidos préprios. Nao obstante,
tal ndo impede o reconhecimento de que diversos temas de Geometria tém tido importancia
significativa para o Design, desde a sua autonomizacdo como area disciplinar, apesar de
serem diferentes os conhecimentos mais utilizados em cada area de especialidade do
Design e igualmente diferentes os que aplicamos em cada problema concreto. Neste sentido
sdo inumeras as relacdes que se podem estabelecer entre Geometria e Design, por

exemplo, as aplicacdes de regras geométricas na criacdo de padrdes no design grafico, ou a
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utilizacdo dos sistemas de representacdo rigorosa como 0 método europeu ou as

axonometrias no design de equipamento, entre muitas outras que se poderiam estabelecer.

Entendendo que “...a geometria ndo pode dizer-se grega, egipcia, babildnica,
chinesa ou hindu... ndo porque ela tenha nascido aqui ou acold, neste ou naquele més, mas
porgue a sua lingua e os pensamentos que ela suscita ndo se referem, nem pelo sentido
nem pelo tempo, a nenhuma terra conhecida...” (SERRES, 1997, 10) estaremos a
reconhecer a universalidade e intemporalidade da geometria e da prépria definicdo de
medida da terra como medida das coisas, ou seja, unificando em terra a natureza e o
préprio homem. Por outro lado, se “...a area de intervencéo do design industrial continua a
ser a que se relaciona com o processo formativo dos objetos como elementos estruturais do
ambiente humano...” (MALDONADO, 1999, 81) igualmente no design encontramos
universalidade e identificacdo das coisas com o0 homem que as concebe e as usa, ou seja,
também podemos concluir da inexisténcia de limites nas possibilidades de contacto entre

Geometria e Design, ou seja, da universalidade desta relagéo.

Alias, as curvas coénicas desempenharam sempre um importantissimo papel na
Geometria desde a descoberta de muitas das suas propriedades pelos gregos da
Antiguidade Classica, sobretudo com Menaechmus e depois com Apolénio de Perga, ou
também por exemplo com o reconhecimento da sua importdncia para a Astronomia,
designadamente com Kepler e Newton, ou 0 seu papel na origem das geometrias nao
euclidianas, com Bolyai, Lobatschevsky e Riemman, e, logo, o contributo para as teorias de
Einstein, ou a sua utilizagcdo para a concecdo dos radares durante a Segunda Guerra
Mundial, ou ainda a recentissima utilizacao de propriedades projetivas dos feixes de conicas
na programacado de maquinas video/computador para identificacao de rostos em tempo real.
No entanto, em grande medida o estudo e divulgacéo das cénicas no meio académico tem
decorrido através da sua expressao analitica, ou seja através de equagcbes matematicas,
com fraca ou nula utilizacdo dos seus tracados geométricos. Assim sendo, é manifesta a
importancia e atualidade de um trabalho de adaptacdo de conhecimentos, designadamente
os analiticos, para os tracados geométricos e a sistematizacdo destes conhecimentos na
sua expressao grafica. Tendo em conta as consideracfes anteriores esta também mais que
justificada a utilidade dos tracados geométricos das conicas também para o design. Nao
obstante, praticamente ndo existem referéncias na literatura as conicas no Design. Esta &

uma das lacunas que esta investigacao se propde comecar a preencher.

Tendo em conta a evolugéo por que passou a geometria e 0 seu ensino no ambito da
matematica a partir do final do século XIX, com um quase integral abandono da geometria
euclidiana, e tornando-se a geometria de expressdo quase integralmente analitica,

constatamos que sdo muito raras as publicagBes periddicas internacionais com artigos de
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geometria euclidiana, mais raras ainda as publicacdes sobre a geometria do ponto de vista
gréfico e, neste contexto, sdo quase inexistentes os artigos que abordem relacdes entre
geometria e design. Assim a literatura disponivel € quase integralmente constituida por livros
de geometria e de design e alguns, poucos, sobre a relagdo entre geometria e arquitetura e
artes visuais. Neste contexto, identificamos em primeiro lugar a existéncia de campos da
geometria aplicada a diversas areas. E assim que ressalta da literatura a existéncia de
aplicacdes da Geometria as areas da imagem. Por exemplo ALSINA (1995), de forma quase
exaustiva, apresenta como campos de interacdo a Teoria de grafos e da férmula de Euler no
estudo dos mosaicos e outros, desenvolve estruturas em arvore e a andlise de malhas para
chegar ao P.E.R.T.. Ao mesmo tempo aborda a geometria linear, a geometria homolégica e
a de afinidade, refere-se a matrizes e determinantes, a geometria euclidiana e a Teoria da
Simetria. E um dos poucos a abordar neste contexto as cénicas, as quadricas e a geometria
projetiva, para além de incluir “a régua e o compasso” e o tema da Teoria da proporgao,
designadamente o numero de ouro, propor¢des divinas, numeros de Fibonacci e o Modulor
de Corbusier. Também KAPPRAFF (1990) tem objetivos e uma estrutura de texto similar,
estabelecendo uma diversificada relacdo entre geometria, enquanto ciéncia, e a arte. O
tema da Teoria das proporges € um que surge quase sempre nos textos que relacionam a
geometria e as artes visuais, e por vezes de uma forma quase exclusiva, como é o caso de
ELAM (2001) relativo as propor¢des no design grafico e industrial. Por outro lado, se IVINS
Jr. (1964) escreve sobre a geometria e a histéria de arte, numa perspetiva histérica, ja
PEDOE (1983) aborda as rela¢cdes da geometria e artes visuais através da historia de arte
com forte pendor geométrico, incluindo referéncias diversas as curvas conicas. Também
encontramos textos que manifestam uma atitude intermédia, como o de GHYKA (1946) ou o
de NAVARRO de ZUVILLAGA (2008) que embora desenvolvendo questdes de ambito
diverso no campo da geometria e suas relagbes com as artes e a técnica ndo revelam tédo
evidente intencdo de serem exaustivos no tema, antes se preocupando com a qualidade e
rigor da informagéo produzida. BLACKWELL (1984), BARRAT (1989), EVANS (2000) e
CALTER (2008) utilizam outra estratégia, limitando os temas abordados nas relagdes da
geometria e arquitetura e artes visuais, mas com rigor e verdadeiras sugestbes de
abordagem com forte pendor geométrico. Também BAGLIVO; GRAVER (1983) se inscreve
na mesma linha desenvolvendo os temas da incidéncia e simetria no design e na

arquitetura, como exemplos de aplicacdo de uma abordagem topoldgica.

Uma outra perspetiva é a dos matematicos como HILBERT; COHN-VOSSEN (1999),
FIELD; KOMKOV (1992), ou SAURI (2009) que escrevem enquanto matematicos sobre
assuntos de geometria com aplicacdo em diferentes areas, mas sem se debrucarem sobre

aplicacdes concretas em areas especificas.
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Foi necessario analisar, para um enquadramento histérico do tema, as Historias da
Matemética de BOYER (2005) ou de ESTRADA [et al] (2000) e ainda de ZEUTEN (1901)
entre outras. Coolidge assume também importancia pelo conjunto dos seus escritos, de que
se referem quatro indispensaveis a historia das conicas e das superficies quadricas e ao
estudo das suas propriedades, designadamente um que se refere a desenvolvimentos
tedricos especificos propiciados por grandes mateméaticos (COOLIDGE, 1990), outro que diz
respeito a curvas planas do ponto de vista algébrico (COOLIDGE, 2004), outro ainda que se
debruca sobre a histéria dos métodos geométricos (COOLIDGE, 2003) e também, e
porventura 0 mais interessante para a investigacdo um compéndio (COOLIDGE, 1945)
sobre as curvas conicas e as superficies quadricas. Da mesma forma, para o adequado
enquadramento do estudo das conicas desempenham um importante papel as Histérias das
Mateméaticas de MONTUCLA (1799 a 1802) e BALL (1906). Se a geometria das cénicas
esteve desde a antiguidade classica no centro das investigagdes em geometria a publicacédo
do Tratado das Propriedades Projetivas das Figuras (PONCELET, 1822) e da sua
fundamentacio por geometria analitica (PONCELET, 1862) criou a geometria projetiva. E
comum encontrar-se na literatura como antecedentes os trabalhos de Philippe de La Hire
(1640-1718) em 1685 (LA HIRE, 1995), pela sistematizacdo dos conhecimentos sobre as
conicas, e de Desargues (1591-1661), divulgado inicialmente no &mbito de aplicacdes
préaticas por BOSSE (1643), e reconhecido posteriormente sobretudo pelo seu teorema que
define a esséncia da geometria projetiva, e da perspetiva linear rigorosa, inicialmente que
teve divulgacdo por Poncelet e sobretudo através da sua publicacido por POUDRA (1864). E
ainda de ter em conta o contexto histérico designadamente o facto de Poncelet ser o
professor que sucedeu a Gaspard Monge, criador da Geometria Descritiva, na Escola
Politécnica de Paris. Nao esquecamos o contexto de guerra na Europa com forte
antagonismo entre a Franca e a Inglaterra e o confronto entre as ideias republicanas e
monarquicas, antagonismo com repercussdes no meio académico. Para confirmar a
importancia e atualidade do trabalho de Poncelet, e da geometria projetiva, deve consultar-
se por exemplo FLATTO (2009) e DRAGOVIC; RADNONIC (2011).

Durante todo o século XIX igualmente sdo produzidos avangos na expressao
analitica na geometria, com crescente tendéncia para se passar a matematica como a
ciéncia e a geometria como apenas uma das suas areas. Paralelamente, em todo o final do
século XIX e inicio do século XX foram produzidos uma miriade de manuais e artigos
cientificos sobre as cénicas, como por exemplo HATTON (1913) ou ENRIQUES (1920) e
(1930), tanto na sua expressao classica com demonstracées fundamentadas na geometria
I6gico-dedutiva como em demonstrac@es fundadas na geometria analitica. Se esta profuséo
de publicagcdes demonstra o interesse e importancia do tema das coénicas conduziu,

sobretudo nos textos com fundamentacao mais classica, a alguma repeticdo de conteudos e
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até a apresentacdo como novas propriedades de algumas que eram ja repeticdo, ou, por
vezes, apenas novas formas de apresentar a mesma propriedade por outro angulo de
abordagem. Tal pode ter contribuido para se ter criado a ideia do esgotamento da geometria
como disciplina autbnoma e, em particular, do tema das cénicas. Para a demonstracdo de
gque ndo era assim estiveram 0s sucessivos avangos na geometria projetiva e, sobretudo, os
trabalhos de divulgacdo de David Hilbert (HILBERT, 1902) e (HILBERT; COHN-VOSSEN,
1999) e a recuperacdo do tema por Coxeter com ampla divulgacdo nos paises anglo-
saxénicos (COXETER, 1961) e (COXETER, 1974).

Analisando a producéo das ultimas décadas em geometria conclui-se que a maioria
dos estudos sdo meramente algébricos, mesmo os exemplos de geometria aplicada com
desenvolvimento na segunda metade do século vinte, designadamente as aplicacbes
informéticas no campo da imagem. No Ocidente, e ndo obstante os trabalhos de Coxeter na
divulgacado da geometria, pouco ou nada de relevante foi produzido. Praticamente s6 em
Espanha, e na sequéncia da publicacdo, na primeira metade do século vinte, de obras
determinantes como a de HAUSSNER (1928), uma reedicdo em castelhano de um manual
de introducdo a geometria projetiva, de origem alema e para utilizacdo de formacéo
profissional especializada, e que pode ser um bom instrumento para quem se queira iniciar
nesta area de conhecimento, encontramos ainda hoje uma linha de produgdo com base na
geometria projetiva tratada graficamente, designadamente com as obras de lzquierdo
Asensi, em especial duas delas que desenvolvem o tema da geometria descritiva com
profundidade inusual e fazendo a ponte em momentos diversos para a geometria projetiva,
(IZQUIERDO ASENSI, 1985) e (IZQUIERDO ASENSI, 1988), tornando a obra deste autor
uma referéncia incontornavel, ou a obra de NAGORE (1986-1988) que é um exemplo de
sistematizacdo metodolédgica, profundidade e rigor na geometria para 0 ensino em
arquitetura e com toda a pertinéncia para o objeto desta investigagdo, ou ainda Pozo que
para além de reeditar a obra do seu mentor Nagore publica igualmente um trabalho de
referéncia (POZO, 2006), ou Rodriguez Abajo que nos seus diversos trabalhos
(RODRIGUEZ ABAJO, 1982-92) aprofunda e complementa os textos de Izquierdo Asensi,
embora sem o referir. Alias € comum encontrar nas universidades espanholas edicdes de
manuais de geometria descritiva como é o caso de GOMES MARTI (1996), da Universidade
Politécnica de Valencia, dedicado as curvas e superficies em engenharia do ponto de vista
da geometria descritiva. J& por exemplo ALSINA CATALA; JACAS MORAL; TOMAS
BELENGUER (2007), da Universidade Politécnica da Catalunha, na Geometria para a
Arquitetura, sem prejuizo da expressédo gréafica, dao especial enfase a expressao analitica.
Em Franga, LADEGAILLERIE (2003) é um compéndio de geometria para professores de
matematica, mas que nem por isso ignora a importancia dos tragados geométricos gréficos.

Sao estes entre poucos outros, os que publicam em Espanha e Franca no final do século XX
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e inicio do século XXI, registando-se referéncias a publicacBes esporadicas na Europa de
Leste em particular na Pol6nia e na Russia. Nos E.U.A. pouco de relevante existe no final do
século XX, ndo obstante surgir, com importancia crescente, a publicacdo americana de
artigos do leste europeu e, também sobretudo, da China, apesar de muitos publicados em
revistas americanas, embora com forte pendor algébrico, como por exemplo ZHU; PENG
(1999, 645-658). Destes ultimos destaca-se Akopyan; Zaslavsky até por os proprios autores
se enquadrarem no que designam por “...métodos puramente geométricos” (AKOPYAN;
ZASLAVSKY, 2007, contracapa), contendo importantes e atuais contributos sobre as

conicas, constituindo por isso uma das principais referéncias nesta investigagéo.

Em Portugal, € marcante a rara publicacdo de artigos cientificos sobre geometria das
conicas em revistas da especialidade e a quase inexistente publicagdo de livros com
referéncia ao tema. Tomando como referéncia Francisco Gomes Teixeira que, no inicio do
séc. XX, publica uma das obras mais completas de sempre sobre as curvas em geral,
embora com especial incidéncia para aspetos analiticos (TEIXEIRA, 1908), os manuais de
ALBUQUERQUE (1946, 1968 e 1969), professor da Universidade de Coimbra, os trabalhos
de Dias Agudo, professor do Instituto Superior Técnico em Lisboa, AGUDO (1952, 1953,
1954, 1961, 1962 e 1978) e de Rios de Souza, nos anos 50 do século XX, ou ainda os
textos de Peres Rodrigues nos anos 70 e 80, quase todos eles do ponto de vista da
geometria analitica, uma dissertacdo de mestrado com referéncia as curvas conicas e a
algumas aplicacbes destas (CORDEIRO, 2005) e a abordagem de alguns aspetos das
conicas do ponto de vista grafico em CUNHA (1982) e em RICCA (2000), pudemos

constatar o diminuto nimero de trabalhos sobre este tema em Portugal.

Como exemplo do que é pratica corrente em Espanha, tanto RODRIGUEZ DE
ABAJO (1982), (1990), (1991), (1992) e (1992a) como IZQUIERDO ASENSI (1985), entre
diversos outros autores, iniciam o0s seus manuais de Geometria Descritiva com
consideracfes gerais sobre geometria projetiva, em capitulo préprio, com noc¢des tedrico-
praticas, o que se compreende tendo em conta que as nocdes elementares de Geometria
Projetiva continuam a fazer parte da formacao pré-universitaria em Espanha. Em Portugal,
depois de uma notavel geracao de matematicos no final do século XIX e inicio do século XX
ter escrito contributos para o desenvolvimento da geometria projetiva, como por exemplo
Motta Pegado, PEGADO (1867), (1869), (1869a), (1875), (1878), (1880), (1889) e (1902), ou
Francisco Gomes Teixeira, TEIXEIRA (1908), e que mostra que existiu uma geragédo de
matematicos a trabalhar na area da geometria ao nivel do melhor que ia sendo produzido, a
partir de meados do século XX s6 alguns manuais importados eram utilizados na formacéao
de arquitetos, como por exemplo ROUBAUDI (1961), e os textos do Professor Dias Agudo,
AGUDO (1952), (1953), (1954), (1960), (1961) e (1962), na formacdo de matematicos e

engenheiros, ou Luis de Albuguerque na formacdo geométrica em cursos de matematica,
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ALBUQUERQUE (1968) e (1969), ou CUNHA (1982), que teve uma grande difusdo em
todas as areas do desenho técnico e refere aplicagbes préaticas da geometria projetiva, séo
excec¢les, sendo portanto escassas as publicacdes e, embora utilizando diferentes niveis na
sua fundamentacdo, sem grande inovacdo tedrica e, normalmente, restringindo-se a
consideracdes proprias da geometria aplicada. Em regra, na segunda metade do século XX
em Portugal, a geometria projetiva passou a ser tema reservado a formagédo em cursos de
matematica e, mesmo ai, tem sido abandonado. As Unicas excecfes recentes nas
publicagbes sdo RIBEIRO (1991), com algumas utilizagbes praticas, RICCA (2000), que
utiliza conceitos homoldgicos nos seus tracados em Geometria Descritiva, e apresenta a
fundamentacdo em geometria projetiva em capitulo anexo no final, e COSTA (2005), onde
alguns dos tracados que vamos apresentar ja constavam, apesar de se tratar de um texto de
circulacdo limitada, por ndo ter sido editado. Tal permite pensar que possam existir outros
textos de circulag&o limitada, como, por exemplo, sebentas de estudo, mas das quais nao

encontramos referéncias.

Entende-se ser agora de referir o enquadramento teérico e algumas consideracoes
praticas. AGUDO (1952, 3-5), no seu “Complementos ao Curso de Geometria Descritiva”,
lembra que o trabalho de Gaspard Monge, o criador da Geometria Descritiva, cujo primeiro
tratado é de 1799, apesar de escrito varios anos antes, foi prosseguido por um outro
docente da Escola Politécnica de Paris Jean Victor Poncelet, que introduziu o conceito de
homologia e é considerado o precursor da geometria projetiva. Gauss foi, posteriormente, o
primeiro a reconhecer a possibilidade de uma nova geometria ndo euclidiana, baseando-se
nos postulados de Poncelet, mas foram o russo Lobatchevsky e o hingaro Bolyai a fazer as
primeiras publicacdes sobre o tema. Essa nova geometria ficou conhecida por hiperbdlica.
Em 1851 Riemann apresenta uma nova geometria ndo euclidiana, contraria a de Gauss,
Lobatchevsky e Bolyai, conhecida hoje por geometria eliptica. Como exemplo distintivo
destas geometrias, diz AGUDO (1952, 4) que, na geometria hiperbdlica, a soma dos angulos
internos de um triangulo € menor que 180°, na geometria eliptica a mesma soma é superior
a 180° e na euclidiana, ou parabdlica, a soma dos angulos internos do triangulo € 180°. A
geometria euclidiana parte da necessidade de medir distancias e angulos. Poncelet iniciou a
geometria projetiva publicando o “Traité des Proprietés Projectives des Figures” em 1822,
ndo pondo em causa a geometria euclidiana, mas dando origem a que Staudt em 1847
viesse a demonstrar que 0s seus teoremas eram independentes do conceito de distancia, o
qual podia ser expresso por elementos projetivos mais simples. Assim, os teoremas da
geometria euclidiana passaram a ser considerados casos particulares da geometria
projetiva. Por outro lado, com Fermat e Descartes (séc. XVII) ja anteriormente tinha
aparecido um outro método de estudo da geometria. Representando um ponto por um

conjunto de nimeros, e aplicando métodos algébricos a problemas geométricos, Descartes
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originou a geometria analitica, 0 que permitiu enunciar teoremas gerais, que deixariam de
ser validos se apenas tivéssemos em conta os pontos reais. Tal deu origem a uma
importancia cada vez maior da geometria analitica e marcou o desenvolvimento posterior da
geometria projetiva, que cada vez mais passou a utilizar como suporte a demonstracao

analitica.

De notar igualmente que a pesquisa efetuada nas publicacbes da Academia das
Ciéncias de Lisboa e aos patriménios da Universidade do Porto e da Universidade de
Coimbra, permitiu concluir que até aos anos trinta do século XX a producao cientifica na
area da geometria euclidiana, e da geometria das cénicas em particular, estava a par do
melhor que se publicava internacionalmente, com a producéo de dezenas de textos que,
apesar da evidente diferenca de relevancia entre eles, confirmam o interesse pelo tema e a
sua atualidade a época. Tal teve uma interrupcdo subita nas décadas seguintes,
salvaguardando-se as exceg¢Oes anteriormente referidas, porventura por forca das
transformagdes do ensino da matematica no ensino superior portugués. Alias esta nova
atitude sobre as conicas foi similar nos outros paises tendo o tema ficado restringido, de
forma praticamente exclusiva, sobretudo a partir do inicio da segunda guerra mundial, as
investigacbes mais avancadas tanto na emergéncia da computacdo como ho
desenvolvimento do design industrial, sobretudo o ligado ao desenvolvimento da industria
aerondutica, e situando-se muitas vezes estas investigacdes cobertas por segredo militar.
Hoje, a partir por exemplo de LIMING (1979) pode concluir-se da presenca permanente do
tema das conicas nas areas referidas e com FIELD; KOMKOV (1992) confirmar o
alargamento igualmente a area da robdtica. RUZINOV (1968) é neste aspeto particular
elucidativo de como a utilizacdo das transformagcfes geométricas na mecanica permitem o
estabelecimento das bases da robética e de como se pode passar da concecdo de
maquinas elementares para desenhar curvas para a construgdo de equipamentos robéticos
sofisticados. O tema das transformacBes geométricas € igualmente desenvolvido
profusamente em YAGLOM (1962, T. I, Il e lll), sendo que, significativamente atendendo a
época historica, tanto o trabalho de Ruzinov como o Yaglom, apesar de publicados
inicialmente em russo na Unido Soviética, tiveram edicbes com pouca diferenca temporal
em inglés, nos EUA, o que permite concluir da sua relevancia & época. Por outro lado,
ADAMS; BILLOW (1988) e STANDIFORD; STANDIFORD (2000) séo referéncias para a
compreensdo da passagem da geometria descritiva a modelacdo digital de objetos

tridimensionais.

Em sequéncia do desenvolvimento da producdo de imagens por tubos de raios
catddicos, igualmente durante a segunda guerra mundial, a computacdo € igualmente
alargada ao ambiente gréfico, primeiro em aplicagbes de alto dominio tecnoldgico, tendo o

aprofundamento dos conhecimentos no ambito das coénicas levado ao desenvolvimento de
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toda uma nova éarea de trabalho com as curvas, dando origem as splines, curvas que hoje
integram quase todos os programas informaticos de desenho e cujo desenvolvimento se
pode constatar por exemplo em MEYER (1999), FARIN (1991), FARIN (1995) e FARIN
(2002), ou ainda SHIKIN; PLIS (1995) que € um desenvolvimento as splines de um outro
trabalho mais geral sobre todas as curvas (SHIKIN, 1995). A utilizacdo tridimensional de
splines permite igualmente a geracdo grafica de superficies curvas e a modelacéo
tridimensional de tais superficies por métodos expeditos tal como se pode comprovar
igualmente, por exemplo, em YAMAGUCHI (1998) ou BIX (2006), tendo como suporte a
geometria projetiva de acordo com PENNA; PATTERSON (1986) ou HERMAN (1992). Com
esta base a modelacdo tridimensional de imagens com suporte digital alargou-se a areas
muito diversas no campo da viséo tridimensional ou do reconhecimento de imagem. Nestas
areas deve conferir-se por exemplo FAUGERAS (1999), SARFRAZ (2003), KLETTE;
ROSENFELD (2004) ou ainda FAUGERAS; LUONG; PAPADOPOULO (2001). Se o
reconhecimento de imagem teve um profundo desenvolvimento nas ultimas décadas tal teve
um enorme impulso apdés o ataque as Torres Gémeas em Nova Yorque, com 0
desenvolvimento de maquinas de reconhecimento de rostos em tempo real, com uma
profusa publicacéo de artigos cientificos em diversas revistas na area da informatica, onde
foram notérias as referéncias as curvas conicas e a geometria projetiva em geral, sobretudo
no periodo de 2004 a 2009.

Em todas as areas da geometria e também nas curvas cénicas, e ndo obstante o
papel que desempenharam para o surgimento das novas geometrias, designadamente na
representacdo gréfica, a tendéncia dominante no ensino e na producdo cientifica da
matematica transformou-as em meras equagdes, esquecendo o papel da imagem na
comunicagéo e, sobretudo, esquecendo que a geometria aplicada é utilizada por muitos n&o
matematicos, designadamente na criacdo artistica na Arquitetura, na Pintura e Escultura e

nas mais recentes formas de expressao artistica das artes visuais e no Design.

Ndo cabe no ambito deste trabalho desenvolver o tema da imagem e da sua
utilizacdo comunicativa. No entanto, é ébvio que a presente investigacdo pretende refletir a
experiéncia anterior em areas de acgéo paralela, como a Histéria da Arte, a Psicologia da
Percecdo Visual, o Desenho, a imagem e os novos sistemas de informag&o, a Tecnologia
Educativa, a Arquitetura e as Engenharias, e, obviamente, a Matematica, areas que tém
interacdo direta na formacdo em Geometria para cursos de Design. Por outro lado, as
formas geométricas correspondem a processos produtivos, pois existem para responder a
necessidades concretas que cada época determina. Assim sendo, € como muitos outros
problemas da geometria, as curvas conicas tratadas graficamente tém uma utilizacdo muito

préxima da Geometria Aplicada e do Desenho Técnico, o que contribui para a relevancia do
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tema para o Design, entendido este como ponto de cruzamento das areas cientifica, técnica

e artistica.

Decorrendo das consideracdes anteriores, pode apontar-se um outro aspeto deste
estudo, ou seja, o da necessidade de adequacao a mudanca dos instrumentos de desenho.
Hoje é possivel, com recursos de uso generalizado, designadamente o Desenho Assistido
por Computador (DAC) e os programas de desenho vetorial, resolver problemas com rigor e
facilidade. A investigacao decorre na perspetiva de ser possivel utilizar as curvas conicas
como tracados auxiliares, mesmo que implicando a determinacdo ponto a ponto, permitindo
formas expeditas para construir as curvas, o que alarga as possibilidades de resposta a
problemas complexos. Tal implica reflexdo sobre as curvas conicas e, em especial, sobre
como obter novos tragados independentes da determinacdo dos elementos usualmente
conhecidos, como por exemplo 0s pontos notaveis como 0s extremos de eixos ou os focos,
e, sobretudo, centrados na forma grafica da curva. Nesse contexto tem particular relevancia
o trabalho de NAGORE (1986, 1987 e 1988), compéndio de geometria para arquitetos com
expressdo essencialmente gréfica, sobretudo o seu terceiro volume onde sdo abordados os
fundamentos da geometria projetiva e apresentadas solucbes graficas para diversos
problemas relativos as conicas, mas também o livro de LIMING (1981), compéndio dedicado
ao projeto de engenharia aeronautica, com uma componente analitica mas igualmente com
forte componente gréfica e que corresponde igualmente a uma utilizagdo simultanea dos
tracados de papel e lapis mas igualmente das bases analiticas para o CAD (Computer Aided
Design), com uma forte componente sobre o tracado de curvas e, em particular das curvas

conicas e suas derivadas.

Refira-se que, quando obtemos a forma grafica de uma curva cénica, por exemplo
guando representamos a elipse como vista perspética de uma circunferéncia, normalmente
nao ficamos a conhecer o centro, eixos, focos. Ou seja, com 0s procedimentos correntes, a
forma gréfica, so por si, ndo nos diz praticamente nada daquilo que usualmente é utilizado
na construcao grafica das curvas. A nao ser que a abordemos de uma perspetiva diferente,
por exemplo com centro na geometria projetiva, ou socorrendo-nos de processos da
geometria plana. Tal assunto, de aparente detalhe relativamente ao tema central, acaba por
exigir uma nova abordagem, para permitir novas conclusdes e aplicagcdes, implicando
discusséo, tanto de aspetos metodolégicos como também de enquadramento tedrico. N&o
menos importante neste contexto é o estudo sistematizado das superficies e do
conhecimento das suas regras de construcdo, assim como a referéncia a conceitos

fundamentais da geometria projetiva necessarios para a utilizacao pratica.

Esta investigacdo propde-se introduzir a reflexdo simultaneamente tedrica e pratica,

sempre que possivel expressa graficamente, o que obriga ao tracado geométrico das curvas
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conicas de diferentes formas e em diferentes circunstancias. Um dos resultados praticos
deste trabalho serd um contributo para que possamos criar rotinas que nos desenhem as
curvas conicas como linhas auxiliares, nas condicbes em que delas necessitemos, com
rigor, utilizando por exemplo o CAD, néo ficando apenas dependentes das possibilidades
oferecidas por cada programa informatica em concreto. Entdo, estara consequentemente
implicito o repensar das ligacdes entre teoria e préatica, aprofundando o conhecimento
tedrico, mas também o dos procedimentos praticos adequados a construcdo das conicas em
cada situacdo, tendo consciéncia que € uma abordagem diferente das documentadas na
bibliografia e sem resposta completa de momento. Também a articulagéo entre os tragados
das curvas conicas e a exemplificacdo préatica da sua utilizagdo tem desenvolvimento, por
exemplo na construcdo das proprias superficies e nos problemas de secgbes planas,
interseccdo de superficies entre si ou outros. Igualmente sdo abordadas a geracdo de
superficies complexas com utilizagcéo de curvas Bézier, por manipulagdo dos seus pontos de
controlo, embora tal matéria sé lateralmente seja relacionada. Este estudo justifica-se,
mesmo nos problemas de conicas e superficies geradas por estas, pois estas curvas podem
ser a projecdo do contorno aparente de visibilidade das intersec¢fes das superficies a
descrever. De igual forma vem associado o estudo da planificagdo das superficies, porque
os problemas praticos de superficies sdo essencialmente os das superficies planificaveis,
tradicionalmente problemas da engenharia mecéanica, de chapa metdlica para as mais
diversas construcdes, designadamente constru¢des navais, barragens e outras. Hoje, como
se pretende demonstrar, a planificacdo de superficies pode ser aplicada com novos

materiais a novos contextos.

Aborda-se a constru¢cdo geométrica de estruturas aligeiradas para utilizagdo no
design, com recurso as curvas conicas, contribuindo para a redugdo do evidente menor
dominio tedrico dos tragcados geométricos nesta area e consequente menor diversidade de
solucdes e da qualidade estética das mesmas. Reconhecendo-se que, se ja ha um razoavel
dominio qualitativo dos processos construtivos e algumas empresas a trabalhar neste ramo
das estruturas, ha que reconhecer igualmente que é diminuta a diversidade formal das
solucdes propostas. Alias, se na Arquitetura as obras de Félix Candela, Oscar Niemeyer,
Eero Saarinen e mais recentemente Santiago Calatrava, Frank Gehri ou Zaha Hadid, de
entre outros, primeiro libertaram os planos permitindo-os curvos, torcendo-os, até quase
deixar irreconhecivel a sua identidade geométrica, levando o betdo armado a limites
inimaginaveis, e por ultimo, atualmente, aparentando apenas a natureza organica, por vezes
fractal, outras vezes de dificil definicdo geométrica, com o recurso a novos materiais como
as ligas metdlicas e os plasticos, ja no design de estruturas ligeiras ndo tém sido tdo bem
utilizadas as potencialidades dos materiais e a maioria das solu¢gdes sdo mondétonas e

repetitivas. Propomo-nos assim contribuir para a diversidade geométrica de op¢fes formais
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e analise dos processos construtivos tanto de estruturas muito ligeiras com recurso a telas
finas e materiais estruturais flexiveis, como de estruturas ligeiras com elementos estruturais

rigidos e materiais de maior duracao.

Por ultimo ha ainda uma outra frente para a investigacdo. E que € o desafio
permanente de redescobrir, reutilizar e aprofundar todo o suporte teérico e conceptual da
prépria geometria plana e da geometria descritiva, demonstrando, com exemplos concretos,

gue € um erro pensar-se que nesta area ja pouco ou nada resta descobrir.

Nos ultimos anos foram realizadas algumas teses de doutoramento no ambito das
relagbes entre a geometria e as artes visuais, e em especial a arquitetura, ou ao ensino da
geometria, designadamente COSTA (1992), MURTINHO (2001), XAVIER (2004), GOUVEIA
(2006), LIMA (2007), TRINDADE (2008) e que contribuiram para o enquadramento geral da
presente investigacg&o. E neste contexto que nos propomos aprofundar o trabalho ja iniciado
em COSTA (2005) e onde foram abordados alguns aspetos das conicas e das superficies
guadricas e que constituiu a motivagdo proxima e o conhecimento basico que, aliado a

experiéncia letiva anterior, sdo a justificacdo da escolha do tema da investigagéo.

1.1. A ELABORACAO DA TESE
1.1.1. QUESTOES DE INVESTIGACAO

A primeira questdo de investigagdo enunciada resulta da constatacdo de que ha
conhecimentos sobre as curvas conicas dispersos em diversas areas como a geometria
analitica, a geometria projetiva, a fisica do universo, a astronomia, ou a 6tica, e dispersos
igualmente por literatura de diferente natureza e época que podem, se traduzidos
graficamente em construgbes geométricas, ser utilizados na resolugdo de problemas no
Design, na Arquitetura e em outras areas das Artes Visuais, tanto na concec¢éo, no projeto,
como na comunicacdo, ou seja na representacdo técnica. Pelo exposto enunciou-se a

seguinte questéo:

Sera possivel constituir um conjunto alargado e sistematizado de construcdes
geométricas sobre as curvas coOnicas, que permita a sua utilizacdo de uma forma

expedita, quer sistematizando tracados existentes, quer propondo novas solu¢cdes?

No decurso da investigacdo constatou-se a necessidade de precisar o ambito da

investigacao através de outras questdes de investigacdo, a saber:

Serd que estas construcdes de curvas cénicas tém aplicacbes praticas nas

diferentes areas do design? E nessas areas ha diferentes possibilidades de utilizagdo
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direta ou indireta das constru¢fes de curvas conicas? Os problemas que envolvem
curvas cénicas e que tém sido resolvidos por analise mateméatica também tém
solucédo gréafica? Quais as vantagens e inconvenientes de utilizar processos analiticos

ou processos graficos em cada circunstancia?

1.1.2. SINTESE DE OBJETIVOS

Pretendeu-se com esta investigagcdo para Doutoramento em Design contribuir para o
reconhecimento da importancia do estudo das curvas cénicas e das superficies geradas a
partir destas, tanto do ponto de vista tedrico como do ponto de vista das aplicacdes praticas
genericamente, e em particular no ambito do ensino da Geometria em cursos de Design.
Propusemo-nos igualmente aprofundar o conhecimento das curvas cénicas, em particular
dos seus tracados geométricos, contribuindo para a interrup¢éo de um hiato de meio século
sem publicagdes inovadoras sobre o tema no panorama cientifico portugués. Outro objetivo
foi o de criar as bases para a sistematizacdo do conhecimento existente, designadamente
fazendo a adequacdo dos conhecimentos teodricos da Matemética para os tracados
geométricos em Geometria Aplicada e sua utilizacdo no Design, contribuindo assim para a
sua ligacdo ao ensino do Design e a pratica profissional em Design. Pretendeu-se ainda que
a referida sistematizacdo atue de trés formas: na propria sistematizacdo do conhecimento
existente em geometria plana, adaptando conhecimento desta e de outras areas, como por
exemplo da geometria analitica ou da geometria projetiva, para a linguagem dos tracados
geométricos em geometria plana e, ainda, contribuindo com a sugestdo de novos tracados.
Foi igualmente objetivo contribuir para a definicdo das relacdes entre geometria e design,
salientando o papel dos tracados geométricos no design, e preenchendo a lacuna existente
na literatura sobre aplicacbes gréaficas das conicas no design. Paralelamente pretendeu-se
identificar potencialidades que o estudo das curvas coOnicas pode induzir no aumento da
capacidade de resolucdo de problemas de representacao grafica rigorosa por designers e
outros profissionais, designadamente os das areas das artes visuais e da arquitetura.
Propusemo-nos ainda concretizar a exemplificacao de utilizacdes praticas dos tracados das
curvas conicas, e das superficies de que estas curvas sdo elementos constituintes, no
Design em geral, e em particular, no Design de estruturas aligeiradas. Por ultimo
propusemo-nos, no contexto do tema apresentado, redescobrir, reutilizar e aprofundar todo
0 suporte tedrico e conceptual da propria geometria plana e da geometria descritiva
reafirmando a sua importancia e atualidade. De todos os objetivos referidos resulta como
traco comum fundamental a possibilidade de contribuir para a abertura de um ramo na area

da investigacado em Design que, para além dos contributos que pode produzir para o Design,
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e para a Geometria no Design, pode permitir igualmente um mais profundo conhecimento

genérico sobre as curvas conicas.

1.2. ATESE

Da questdo de investigacdo inicial decorreu a formulacdo da Tese de que “é
possivel constituir um conjunto alargado e sistematizado de constru¢cdes geométricas
sobre as curvas cénicas que permita a sua utilizacdo de uma forma expedita,
designadamente na resolucdo de problemas de projeto e representacao técnica em
Design, Arquitetura e outras areas das artes visuais, e com potencialidade de
utilizacdo posterior na criacdo de procedimentos automatizados em programas
informaticos.” Esta proposta de Tese implicou a elaboracdo do seguinte Desenho da
Investigacao:

DESENHO DA INVESTIGACAO

TEMA
Geometria das curvas cénicas e o Design

<

TiTULO
Curvas cdnicas e superficies geradas pelas curvas coénicas:
Os seus tracados geométricos e aplicagdes no Design.

~>

QUESTAO DE INVESTIGACAO
Sera possivel constituir um conjunto alargado e sistematizado de construgdes geométricas sobre as curvas
conicas, que permita a sua utilizagdo de uma forma expedita, quer sistematizando tragados existentes,
quer propondo novas solugdes?
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1.3. DESENVOLVIMENTO DA INVESTIGACAO

A bibliografia consultada permitiu complementar a revisao de literatura, aprofundando a
gue ja tinha sido apresentada na proposta de tese, e orientando a focalizacdo da pesquisa
mas, sobretudo, teve profunda influéncia no desenvolvimento da experimentagéo, nas fases
de resolucéo e sistematizacéo de problemas.

Para tal foram utilizadas de forma exaustiva centenas de bases de dados, sites,
consultas presenciais e/ou a distancia em bibliotecas nacionais e estrangeiras, e aquisicdo
de titulos, com recurso a definicho de uma lista de dezenas de editoras e pesquisa
sistematica das suas bases de dados.

Como resultado do exposto procurou-se alargar a introdugcédo de exemplos praticos de
aplicacdo dos tracados das conicas na resolugdo de problemas concretos no design, na
arquitetura e em outras areas, sem prejuizo da investigagdo sobre a geometria das conicas

propriamente dita.

1.4. RECURSOS

A pesquisa bibliogréfica incidiu sobre a geometria no contexto do design, mas
também no contexto da arquitetura e nas artes visuais, e, nos ambitos enunciados, o papel
atribuido as curvas conicas, a historia das conicas, utilizacdes das curvas conicas na
geracdo de superficies e obtengcdo de formas complexas constituidas por diversas
superficies. Por outro lado dirigiu-se a pesquisa geral aos descritores/ palavras-chave

constantes da tese: conicas, curvas conicas, superficies, superficies quadricas, estruturas.

No ambito definido para o trabalho de investigacdo, a geometria das conicas e suas
aplicacbes no design, procurou-se conhecer o0s trabalhos académicos existentes,
designadamente teses e dissertacfes com temas na mesma area de conhecimento, em
especial em Portugal, efetuando-se pesquisa dirigida aos trabalhos ja concluidos,
designadamente através da Biblioteca Nacional e do RCAAP - Repositério Cientifico de
Acesso Aberto de Portugal em www.rcaap.pt/, e procurados trabalhos em curso, para o que
foi consultado o Registo Nacional de Temas de Teses de Doutoramento em Curso em
http://www.gpeari.mctes.pt/?idc=33&idi=161854.

Neste contexto foram exaustivamente pesquisados presencialmente e/ou por outro

meio de acesso fisico aos documentos existentes:
- Biblioteca Nacional de Portugal — http://www.bnportugal.pt/;

- Biblioteca da Fundacé&o Calouste Gulbenkian — http://www.biblarte.gulbenkian.pt/;
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- Laboratério Nacional de Engenharia Civil — Editorial e Biblioteca — http://www.Inec.pt/;

- Associagdo de Professores de Geometria e Desenho (APROGED) — Boletim -
http://www.aproged.pt/;

- Biblioteca da Faculdade de Arquitetura da Universidade Técnica de Lisboa -
http://www.fa.utl.pt/;

- Academia das Ciéncias de Lisboa — Jornal de Sciencias Mathematicas, Physicas e

Naturaes — http://www.acad-ciencias.pt/;

- Academia das Ciéncias de Lishoa — Memérias da Academia Real das Sciencias de Lisboa

— http://www.acad-ciencias.pt/;
- Biblioteca do Instituto Superior Técnico — http://bist.ist.utl.pt/.

No decurso da investigacdo foram ainda pesquisados pela Internet, e depois

consultados fisicamente os titulos mais relevantes, de:
- Universidade de Coimbra (Bibliotecas) — http://www.uc.pt/sibuc/PesquisaGeral/

Universidade do Porto —
http://sigarra.up.pt/up/WEB_BASE.GERA_PAGINA?P_pagina=122586;

- Universidade do Porto — Fundo Antigo — Monografias e Publicacdes periddicas —
http://www.fc.up.pt/fa/index.php?p=nav&f=html.fbib-Periodico-oa

designadamente:

- Anais da Faculdade de Sciéncias do Porto (antigos Annaes Scientificos da Academia

Polytecnica do Porto);
- Annuario da Academia Polytechnica do Porto;

- Anuario da Faculdade de Sciéncias da Universidade do Porto : (antiga Academia

Politécnica).

- archINFORM International Architecture Database — http://eng.archinform.net/index.htm;
- Biblioteca Nacional de Espafia ( Catalogo ) — http://catalogo.bne.es/uhtbin/webcat;

- Bibliotheque Nationale de France — http://www.bnf.fr/fr/acc/x.accueil.html;

- Cambridge Mathematics Journals — http://journals.cambridge.org;
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- Colegio de Inginieros de Caminos, Canales e Puertos — Espafia - Biblioteca e Libreria —

http://www.ciccp.es/;

- Journal of Mathematics and the Arts — www.tandf.co.uk/journals/artaccess;

- Nexus Network Journal: Architecture and Mathematics Online —

http://www.nexusjournal.com/;

- Saltire Software — http://saltire.com (softwares Saltire’s Geometry Applet Generator e

Geometry Expressions);

- Sociedade Portuguesa de Matematica (SPM) — http://www.spm.pt/;

- The Journal of Symbolic Geometry — http://journal.geometryexpressions.com/;
- The Library of Congress (USA) — http://www.loc.gov/index.html;

- The Mathematica Journal: a free journal of mathematica techniques and applications —

http://www.mathematica-journal.com/.

Através da Biblioteca do Conhecimento Online “b-on” acedida tanto via FAUTL, como
através do IPCB, foram identificadas como disponiveis para consulta diversas revistas de
especialidade na area do design, tendo-se concluido pela inexisténcia nestas de referéncias
a temas relacionados com a geometria. Nao obstante, foram identificados inameros
exemplos de aplicacdes praticas de conhecimentos da geometria na resolucdo de
problemas em diversas areas de especialidade do design, entendido este numa concecéo

lata.

Também quanto a pesquisa na b-on de publicacdes periddicas na area da geometria,
e mais genericamente na area da matematica, verificou-se a quase total inexisténcia de
artigos sobre geometria euclidiana, sendo identificadas apenas duas publica¢des que dizem
aceitar artigos desta area da geometria, uma delas o Balkan Journal of Geometry and its
Applications University Politehnica of Bucharest, Faculty of Applied Sciences, Dept. of
Mathematics - ISSN 1224-2780 - Printed version e ISSN 1843-2875 - Electronic version
mas, de facto, sem qualquer artigo relevante nesta area, e a outra Forum Geometricorum, ¢

”

A Journal on Classical Euclidian Geometry and Related Areas ”, do Department of
Mathematical Sciences — Florida Atlantic University, http://forumgeom.fau.edu, FORUM

GEOMETRICORUM [ISSN 1534-1178.

Igualmente parece de referir o Journal of Mathematics and the Arts, disponivel em
http://www.tandfonline.com/loi/tmaa20#.VduojpdRrJ8, da Taylor & Francis, com ISSN
1751-3472 (Print), 1751-3480 (Online), assim como o Nexus Network Journal: Architecture
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and Mathematics Online — http://www.nexusjournal.com/; ndo obstante ndo se terem

encontrado artigos sobre as conicas.

Foram ainda identificados alguns sites com referéncias a inter-rela¢cdes da geometria
e o design e/ou sobre as curvas conicas, mas em regra apenas de divulgacdo basica, dos

guais somente se citam alguns dos mais relevantes e que estéo disponiveis nesta data:
- http://www.dartmouth.edu/~matc/math5.geometry/unitl/INTRO.html;

- http://mathforum.org/~sarah/shapiro/;

- http://mathworld.wolfram.com/ConicSection.html;

- http://math2.org/math/algebra/conics.html;

- http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/ConicSections_dir/conicSections.html;

- http://mathworld.wolfram.com/ConicSectionDirectrix.html,

- http://smartgeometry.org/.

1.4.1. OUTROS RECURSOS - EDITORES E DISTRIBUIDORES

Foram objeto de pesquisa sisteméatica relativamente aos descritores — palavras-
chave os seguintes editores e distribuidores por se terem revelado os que mais vezes

publicam sobre os assuntos em aprego.

Alibris.co.uk — http://www.alibris.co.uk/;

Alibris.com (U.S.A.) — http://www.alibris.com/books;

Amazon.co.uk — http://www.amazon.co.uk/;

Amazon.com (U.S.A.) — http://www.amazon.com/;

Amazon.fr — http://www.amazon.fr/;

Bibliolife — http://www.eruditor.com/books/publisher/bibliolife_llc.1034524.html.en;
Bulhosa Livreiros — https://www.bulhosa.pt/;

Cambridge University Press — http://www.cambridge.org;

Casa del libro (Espanha) — http://www.casadellibro.com;
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Ediciones Catedra - Madrid — http://www.catedra.com/;

Edicions de la UPC - Universitat Politecnica de Catalunya, SL —http://www.edicionsupc.es;
Editora Reverté - Barcelona — http://www.reverte.com/;

Editorial UPV (Universidade Politécnica de Valéncia) http://www.upv.es/entidades/AEUPV/;
Ellipses — http://www.editions-ellipses.fr/;

Jacques Gabay — http://www.gabay.com/;

Librairie Decitre — http://www.decitre.fr;

Librairie Scientifique et Technique Albert Blanchard — http://www.blanchard75.fr/;

Livraria da Fisica — http://www.livrariadafisica.com.br/;

Springer Science+Business Media — http://www.springer.com;

T6 Ediciones, S. L. — http://www.unav.es/memoria/98-99/ingenieria/99proyectos.html.

1.5. HARDWARE E SOFTWARE INFORMATICOS DE APOIO AO DESENVOLVIMENTO
DA INVESTIGACAO

Tendo em conta o0s objetivos da investigacdo que apontam para o desenvolvimento
de solugbes que permitam utilizacdo expedita e sem limitagdes técnicas, tanto para
aplicacdes futuras em tracados a régua e compasso como no desenho técnico com suporte
informatico, foram utilizados computadores PC de gama baixa-média, designadamente com
processador Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU T5670 @ 1.80 GHz com 3 GB de RAM, placa
grafica ATl Mobility Radeon HD 3400 Series e sistema operativo Windows 7 Ultimate de 32
bits, e um outro Intel(R) Core(TM) i5-2410M CPU @ 2.30 GHz, com 6 GB de RAM, placa
gréfica NVIDIA GeForce GT 525M e sistema operativo Windows 7 Home Premium de 64
bits.

Quanto ao software foi utilizada para a escrita o Word do Microsoft Office, com
corretor ortografico para o Acordo Ortogréfico, e o Adobe PageMaker 7.0 para a edigédo
eletrénica, ou seja, paginacdo. Os tracados gréficos foram executados e/ou preparados para
apresentacdo em AutoCad 2012 da Autodesk e em CorelDraw X5 da Corel Corporation, e
as solu¢des geométricas que necessitam de ferramentas matematicas ndo disponiveis nos
outros programas foram testadas em software open source, designadamente o Geogebra

4.0 da Geogebra.org (www.geogebra.org) por ter apoio em portugués e em Portugal, através
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do Instituto Geogebra — Portugal, e pela facilidade de utilizacdo, validados sempre que

necessario através do Cinderella 2, disponivel em (http://www.cinderella.de/tiki-index.php)

de Jiurgen Richter-Gebert e Ulrich KortenKamp 1996-2012, para testar as solu¢fes, pois o
Cinderella foi objeto de validacdo cientifica na sua concecéo. Refira-se a propdsito que no
decurso da investigacao surgiram inUmeras vezes duvidas sobre a certeza do resultado, ou
davidas sobre possiveis coincidéncias, ou sobre a exatiddo e a aproximacao, ou ainda sobre
se 0 processo seguido influencia o resultado, o que implicou a necessidade de criar
procedimentos especificos, embora de forma pontual, que garantam a validacdo dos

resultados.

1.6. VALIDAGCAO DAS SOLUGCOES DOS DIVERSOS PROBLEMAS INTERMEDIOS

Pretende-se seguidamente enunciar de forma mais detalhada esta preocupacéo
metodoldgica cuja necessidade foi evidenciada pelo desenvolvimento da investigacao.

Torna-se necessario garantir que as solugbes apresentadas sdo validas nas
condigOes propostas, em qualquer circunstancia dentro das condigdes definidas. O tema da
prova e a exemplificacdo de erros € tratado por FETISOV; DUBNOV (2006), tradugéo para
inglés da edigéo russa original de 1954.

Assim, a esmagadora maioria das solu¢fes que estdo desenvolvidas sdo baseadas
em principios geométricos e/ou propriedades das cénicas, identificadas através da revisao
da literatura, e enunciadas pela sua sequéncia construtiva e, também, por deducéo légica de
consequéncias, com demonstracdo da fundamentacgédo tedrica do ponto de vista geométrico

e ndo apenas pela comprovacao pratica.

Noutros casos, ja existe consolidado conhecimento e demonstracdo do ponto de
vista da geometria analitica, e o trabalho de investigacdo decorreu na adaptagdo ao
desenvolvimento gréafico de solugdes, o que pode significar a simples traducéo da linguagem
algébrica para a linguagem gréfica, mas também implica, na maioria dos casos, a criagdo de
instrumentos novos para o desenvolvimento das solugdes, pois a ldgica algébrica ndo tem

por vezes equivalentes graficos apropriados ja desenvolvidos.

N&o obstante, em alguns dos problemas a abordar tornou-se evidente que, pela sua
complexidade, implicam na demonstragédo, ou a utilizagdo de procedimentos algébricos de
elevada dificuldade, e mais ainda para ndo matematicos, e até solugcbes que, porventura,
ainda ndo existiam, ou ainda procedimentos geomeétricos graficos que ndo estavam
desenvolvidos, mas em que a presente investigacdo pode ser um contributo. Assim sendo, e

sO nesses casos, em vez de se procurar a demonstracdo matematica, estdo a ser testadas
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as solucBes concretas, procurando-se a validagcdo através de linhas de deducéo e inducéo
l6gicas, verificadas através de mais que uma diferentes abordagens, e consolidada
experimentalmente pela verificagdo préatica através do Geogebra e da certificacdo pelo
Cinderella, o que justifica a relevancia das consideragdes precedentes sobre hardware e

software.

1.7. CONSIDERACOES COMPLEMENTARES

A nossa experiéncia da geometria e da consulta da literatura cientifica e de escrita
sobre geometria foi confirmada ao longo do trabalho quanto a dificuldade de introducéo de
citagOes diretas no texto. De facto, h4 uma evidente dificuldade de utilizagdo na linguagem
matematica, que é a resultante da precisédo na aplicacdo num contexto definido e de dificil
transposi¢cdo para outro contexto, exceto quando nos referimos a regras e principios de
aplicacdo geral. Por outro lado, se procurdmos ao longo do texto clarificar a origem de cada
passo, € 0 seu contributo para o conhecimento atual, de facto, € muito complexa a
determinagéo exata dos diversos contributos no desenvolvimento do pensamento criativo,
ou seja, na construgdo do proprio conhecimento. De qualquer forma, ha que considerar que
a simples citacdo de uma propriedade obriga, na maioria dos casos, a contextualizar em
linguagem verbal, designando cada elemento exatamente como no contexto de origem mas
indicando o proprio contexto, as imagens associadas e 0 contexto antecedente no texto
citado. Assim, a citacao direta revela-se uma tarefa morosa e ingléria pois, normalmente,
ndo conduz a exatiddo propria de uma citagdo e necessita de contextualizacao no texto que
estamos a escrever. Entdo, sempre que necessario, e tal como é corrente em trabalhos da
mesma natureza, optou-se pela citacdo por parafrase adaptando o texto, o contexto e a
propria apresentacdo grafica e identificando a origem, e, nos casos em que intervém
contributos com origem mudltipla, indicar as diferentes referéncias bibliogréficas,

discriminando de que forma contribuem.

Também é de referir a ocorréncia na investigacdo, embora esporadicamente, e
sobretudo no capitulo 3. de palavras que ndo constam do Iéxico cientifico em portugués.
Nesses casos, quando a designacdo se refere a conceitos complexos e com nome
internacionalmente consagrado, optou-se por manter a designacéo, normalmente em inglés,
guando se encontraram equivalentes em linguas latinas, designadamente francés, espanhol

e italiano, optou-se pela sua adaptacéo para o portugués.
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1.8. CONCLUSAO

A geometria das conicas, tendo acompanhado a histéria do Homem e das suas
criacdes, é paradoxalmente uma das areas da geometria mais presentes em todas as areas
criativas humanas ndo obstante o seu estudo e divulgagdo serem relativamente restritos.
Nesse sentido, o aprofundamento da sua utlizagdo no projeto, e logo no design, é

incontornavel.

Na atualidade, e sobretudo com o projeto e a producéo assistidos por computador,
cada vez mais se exige aos designers o aprofundamento de conhecimentos de diversas
areas, como forma de encontrar linguagens comuns em equipas multidisciplinares,
desenvolver as suas capacidades criativas libertando-se de constrangimentos tecnolégicos
do equipamento utilizado e possibilitando que o designer seja ndo apenas um utilizador de
programas informéticos, mas possa intervir na concecdo e na adaptagdo destes,
adequando-os a cada projeto concreto. Tal pode constituir um salto qualitativo permitindo

chegar a areas de produgdo emergentes como resultante da inovagéo tecnolégica.

Estamos, assim, na area da geometria aplicada ao Design, mas também extensivel a
Arquitetura e as Artes Visuais, numa linha de investigacao e desenvolvimento a semelhanca
de outras ja seguidas anteriormente na geometria, designadamente em areas da fisica
tedrica, ou na dindmica de fluidos ou na resisténcia de materiais e outras, com utilizagbes
diferentes em inUmeras areas das engenharias, e, de facto, em todas as areas de criagdo de
formas e coisas, na criagdo dos objetos do nosso quotidiano, em que, quando ndo estdo
disponiveis demonstracdes geométricas graficas ou matematicas, com demonstracéo

analitica, interessa a comprovacéao e repetibilidade do resultado prético.
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2. CONCEITOS E PROPRIEDADES DAS SECCOES CONICAS

2.1. INTRODUCAO

Nao obstante o tema das seccfes conicas poder fazer parte da formacao escolar
basica em geometria plana, tem relevancia recorda-lo e aprofunda-lo, neste momento, pois
as construcdes geométricas tradicionalmente utilizadas na obtencdo grafica das curvas
conicas, e de tangentes em pontos dessas curvas, implicam o conhecimento da distancia
focal e, consequentemente, obter a partir desta o tragado das curvas cénicas ponto a ponto.
Se definirmos como um possivel objetivo a aplicacdo sistematica de curvas conicas e,
sobretudo, se estivermos a utilizar programas informéaticos de tipo grafico e de uso corrente,
tem-se que ter em conta que, em regra, ndo sdo conhecidos os focos, e, em inUmeras
situacdes, ndo sdo conhecidos até os eixos, ou seja, € apenas conhecida a forma grafica da
curva ou pontos desta, e, por vezes, com uma apresentacdo gréfica diferente da que
tradicionalmente é objeto de estudo, o que por si s6, e sobretudo em utilizagbes na area da
imagem, implica a necessidade de uma andlise mais aprofundada das referidas curvas e,
inclusivamente, da forma de apresentar os problemas do ponto de vista da comunicagdo

grafica.

2.2. PARA UMA DEFINICAO DO CONCEITO DE CURVA

Para encontrarmos uma definicdo de curva conica, também por vezes designada

unicamente por conica, iremos primeiro procurar definir curva.

Uma curva é uma linha. “La linea puede definirse como la trayectoria de un ponto
que se mueve o como el lugar geométrico de las posiciones sucessivas de un punto movil.”
(IZQUIERDO ASENSI, 1985, 149).

Segundo cada autor ha uma diversidade de abordagens diferentes para definir os

diferentes tipos de linhas. Trata-se de um exercicio aparentemente simples, mas que gera



inUmeros problemas tedricos e praticos, pelo gue vamos apenas citar duas das abordagens,

as que melhor se adequam ao estudo em presenca.

Numa das perspetivas do assunto, que resulta da dificuldade tedrica de definir o que
€ uma reta, admite-se por definicdo que todas as linhas sé@o curvas, ou seja linhas retas e
curvas séo conceitos similares, e se a linha pertence a um plano diz-se ser uma curva plana,

e, hesse caso, se a sua curvatura for nula, essa curva designa-se por reta.

Para concretizacdo da definicdo anterior, devemos referir que a curvatura de uma
curva, num ponto qualquer desta, € a curvatura da circunferéncia osculante nesse ponto. A
curvatura da curva, do ponto A ao ponto B, serd a curvatura média medida em todos os
pontos da curva entre A e B, incluindo os proprios pontos A e B. E a curvatura de uma
circunferéncia ou arco de circunferéncia é o inverso do raio, ou seja € C=1/r. Interessa
igualmente, para esta definicdo, lembrar que uma circunferéncia € o lugar geométrico dos

pontos equidistantes de um outro designado por centro.

De notar que as curvas, em geometria euclidiana, tém dimensbes, e, logo, uma
escala de representacdo e proporcdes entre 0s seus elementos e se, em geometria nao
euclidiana, desprezarmos a caracterizacdo dimensional e logo a escala, ou em geometria
euclidiana ampliarmos a curva, o raio de curvatura médio vai aumentando até que, no limite,
com a curva no infinito o raio de curvatura € infinito e, logo, a curva torna-se reta. Assim,

podemos dizer que as retas séo o limite de uma curva.

Numa outra perspetiva de abordagem diz-se que, se um ponto se move sempre na
mesma direcdo gera uma linha reta, e, se pelo menos trés pontos consecutivos ndo sao
colineares, ou seja, ndo pertencem a mesma reta, entdo a linha é poligonal. Se a poligonal
for infinitesimal, ou seja, se todos os pontos intermédios tiverem a mesma propriedade de

ndo pertencer a uma reta, a linha é curva.

Esta evidenciada a complexidade derivada das diversas definicbes que podem
ocorrer dos diferentes possiveis cruzamentos das abordagens citadas, as quais se tera que
associar igualmente a dificuldade de definir o que é um plano, uma linha ou um ponto. Sobre
este Ultimo aspeto, é suficiente lembrar que se deveria entdo colocar a questdo de saber
qgual a dimensao de um ponto e, consequentemente, qual a distancia minima para se poder
dizer que um ponto se deslocou de posicao e portanto descreveu uma linha, tarefa que é
impossivel. Por outro lado, poderiamos dizer que um ponto é a interseccdo de duas linhas e
ndo tem dimensdo. Mas, para definir linhas precisamos do conceito de ponto, logo

estaremos com uma definicdo tautologica, com petigédo de principio.
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Em matemdtica, e ha geometria em particular, desde os gregos, tém sido resolvidos
0s problemas indemonstraveis partindo de axiomas, ou seja, principios ou regras que se
aceitam como verdade, porque o espirito humano é incapaz de conceber a proposi¢ao
contraria. Assim “a fundamentacdo funda-se na impossibilidade de o nosso espirito
conceber a contradicdo (Pierre Janet, Manual de Filosofia)” apud Grande Enciclopédia

Portuguesa e Brasileira ([s.d.], Vol. Ill, 878).

SAURI (2009, 13-68) enuncia a definicdo de curva de forma distinta, comegando pela
definicdo euclidiana de ponto como elemento fundamental e sem dimensao e reta como
conjuntos dos pontos que se situam entre dois pontos ou no mesmo alinhamento. Os pontos
e retas constituem os elementos fundamentais em geometria plana. Os pontos, retas e
planos constituem a geometria do espaco. Daqui, Sauri parte para a definicAo dos
postulados de Euclides e para a andlise dos teoremas fundamentais da geometria plana e
do espago. Com recurso aos conceitos de reta, semirreta e segmento de reta e as posi¢coes
de paralelismo, perpendicularidade e angulares define poligono. Com os conceitos de ponto
e reta define a circunferéncia como o lugar geométrico dos pontos que distam igualmente de
um mesmo ponto, o centro. Depois considera uma linha uma trajetoria seguida por um ponto
deslocando-se num plano, o que da origem a uma linha plana ou deslocando-se no espacgo
0 que da origem a uma linha espacial. Chega assim a definicdo de curva como um poligono
aberto ou fechado, plano ou espacial, com um numero infinito de lados. Esta abordagem
tem a suficiente relevancia para aqui a reproduzirmos pois, de facto, em grande medida, do
ponto de vista da definicdo algébrica e dos tracados graficos das curvas resultam dos
conceitos retilineos que lhe estdo associados, como corda, tangente, secante, normal ou

perpendicular.

Por outro lado, numa curva podem encontrar-se pontos singulares, ou seja, pontos

com caracteristicas especiais.

Assim, é ponto de inflexdo de uma curva o ponto de contacto com uma tangente e
gue origina uma mudanga da curva de cbncava a convexa ou vice-versa. Considera-se
ponto de inflexdo o da curva b e ndo o da curva a, pois este segue na mesma continuidade

do movimento do ponto gerador.

d
& Fig. 2.1 — Ponto de tangéncia na curva a e
\t Ponto de inflexdo na curva b




Encontram-se pontos de tangéncia e ndo de inflexdo, por exemplo, no caso das
curvas resultantes da seccdo plana em superficies conicas, cilindricas, esféricas ou
elipsoidais em pontos de tangéncia no contorno aparente. No caso de interseccfes de duas
superficies dos tipos referidos, por exemplo, podemos encontrar pontos de inflexdo em

pontos intermédios, ndo de tangéncia em contornos aparentes.

Por outro lado, é um ponto multiplo de primeira espécie o resultante da passagem
do ponto gerador da curva mais que uma vez pelo mesmo ponto nao tendo a curva a

mesma tangente nos pontos sobrepostos da curva.

Fig. 2.2 — Ponto multiplo de primeira espécie

E um ponto mdltiplo de segunda espécie um ponto da curva resultante do movimento
do ponto gerador quando este passa mais que uma vez pelo mesmo ponto, tendo nessas

passagens do ponto gerador a mesma tangente.

Fig. 2.3 — Ponto multiplo de segunda

espécie

De notar que, neste caso, verificando-se mais que uma vez a posicdo do ponto
gerador pelo mesmo ponto a sequéncia da curva pode-se ser por qualquer dos tramos
consecutivos da curva. Entdo, quando existe apenas uma dupla passagem para a
continuidade do tramo inicial tem que considerar-se o tramo que retorna ao ponto de
tangéncia, porgue, no outro caso, teriamos de considerar existirem duas curvas

independentes, embora com um mesmo ponto de tangéncia.
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Por outro lado, pode admitir-se que, em algumas curvas, possam existir pontos
multiplos pertencentes a um eixo de simetria da curva. Tais pontos ndo sdo vértices da

curva, ao ndo corresponderem a um circulo osculador da curva de raio minimo ou maximo.

Pode igualmente existir numa curva um ponto de retrocesso sempre que 0 ponto
gerador da curva tomar a posi¢cdo de ponto de tangéncia huma reta e ai mudar de direcéo
na continuidade do movimento. O ponto de retrocesso diz-se de primeira espécie se a
continuidade da curva se verifica para o lado oposto da tangente. O ponto de retrocesso &
de segunda espécie se a continuidade da curva se verifica para 0 mesmo lado da tangente.

Fig. 2.4 — Ponto de retrocesso de primeira Fig. 2.5 — Ponto de retrocesso de segunda
espécie espécie

De notar que, em qualquer dos casos, o0s dois tramos da curva mantém a tangente
comum, porque se néo fosse assim teriamos que considerar que nao se trataria da mesma
curva mas de duas curvas com uma quebra. Os pontos de retrocesso podem encontrar-se,

por exemplo, nas cicloides.

Assim, na questdo das retas e curvas, estamos perante um dos aspetos que
demarcam a geometria euclidiana, que as considera como entidades diferentes e a
geometria ndo euclidiana, desenvolvida a partir dos finais do século XIX, que considera as
curvas enquanto linhas, e as retas enquanto casos particulares dessas linhas. Tal é referido
neste momento, ndo obstante o trabalho que estamos a apresentar dizer respeito
essencialmente ao espaco euclidiano, porque vao ser utilizados procedimentos da
geometria projetiva, que esteve na base e é um dos fundamentos principais da geometria
ndo euclidiana, sendo por vezes dificil, se ndo impossivel, dissociar uma da outra na
geometria das conicas. Por outro lado, as conicas em geral e alguns dos assuntos que

vamos tratar ao longo deste texto, designadamente algumas construcdes e os feixes e
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familias de cdnicas tém igual aplicacdo na geometria ndo euclidiana, com as necessarias

adaptacoes.

2.3. CONCEITO DE TANGENTE E DE ASSIMPTOTA

N&o obstante ndo serem um tema exclusivo das curvas conicas 0s conceitos de
tangente e assimptota sdo aplicados aos tragados das curvas conicas pelo que se torna

importante referi-los.

“Tangente a una curva en un punto T es la posicion limite de una secante que gira alrededor
de él hasta que su segundo punto de interseccion com la curva se confunda com T. Si T es
improprio, la tangente se llama asintota.” (IZQUIERDO ASENSI, 1985, 151)

Indicam-se seguidamente os métodos mais usuais para a determinagéo de tangentes

a uma curva qualquer.

P
P
t t
Fig. 2.6 — Tangente a uma curva — Método das Fig. 2.7 — Tangente a uma curva —
secantes e perpendiculares Método dos triangulos equilateros

Y

Traca-se a partir de um ponto exterior a curva retas que a intersectem definindo
cordas da curva. No primeiro método num dos extremos da corda traca-se um segmento
perpendicular com 0 mesmo tamanho da corda e no outro extremo procede-se da mesma
forma mas em sentido contrério relativamente a corda. O locus dos pontos é uma curva

auxiliar que interseta a curva dada no ponto T de tangéncia. Refira-se a propdsito que
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Locus ou Lugar Geométrico € o conjunto de pontos que satifazem uma condicdo
determinada. Corda é o segmento de reta que une dois pontos de uma curva.

No segundo método procede-se de maneira similar mas tragcando arcos com centro
num dos extremos da corda e a passar no outro extremo até se intersetarem, definindo

tridngulos equilateros. O terceiro vértice destes triangulos define a curva auxiliar.

No terceiro método procede-se de forma idéntica mas utilizando os pontos médios
das cordas resultantes da interseccao do feixe de retas com a curva.

Fig. 2.8 — Tangente a uma curva — Método

dos pontos médios

Se como se referiu, o ponto de tangéncia é improéprio, ou seja, se se situa no infinito,
entdo a tangente designa-se por assimptota. E o caso da hipérbole que tem duas

assimptotas que passam no centro da curva.

2.4. PARA A DEFINICAO DO CONCEITO DE CURVA CONICA

As curvas conicas, tal como os gregos inicialmente as designaram, sdo secces em
cones retos de base circular tracadas perpendicularmente as geratrizes do contorno
aparente do cone. Consoante o angulo formado pelas geratrizes do contorno com o eixo
fosse inferior, igual ou superior a 45° a seccao seria uma elipse ou oxitomo, parabola ou
orthotomo, designacdo que BOYER (2005, 88) atribui a Arquimedes, ou hipérbole ou
amblitomo (ESTRADA et al.,, 2000, 316). Tal implica que cada tipo de seccéo estivesse
ligado a cones de revolucao diferentes. Se o angulo das geratrizes com o eixo fosse de 45°

a seccao seria parédbola, se o angulo fosse inferior a sec¢éo seria uma elipse, e se o angulo
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fosse superior a 45° a secc¢do seria uma hipérbole, sendo que Arquimedes apenas

identificou um ramo da curva por ndo conhecer o cone duplo.

Numa fase posterior, com As Cdnicas de Apoldnio de Pérgamo, foi abandonada esta
definicdo e alargado o ambito pois, de facto, qualquer dos tipos de seccdo pode ser obtido
em qualquer cone, reto ou obliquo, embora, por razdes de natureza diversa, o trabalho de
Apoldnio foi pouco seguido e estudado, até que Isaac Newton (1643-1727) renova a atencao
para o estudo das conicas com a descoberta de novas propriedades e aplicages praticas e
Edmond Halley (1656-1742) que procede a reconstrugdo, a partir do latim e do arabe, do
oitavo livro de Apoldnio, Hieronimus Georg Zeuten (1839-1920), discipulo de Michel Chasles
(1793-1880) na Escola Politécnica de Paris, que analisa a reconstrucéo e a traduz do latim
para o alemdo, e depois, Thomas Little Heath (1861-1940), que o traduz para inglés
acrescentando diversas anotacbes e sugerindo uma leitura mais consentdnea com a
modernidade, designadamente, descobrindo nele indicios de um conhecimento mais
profundo do que o resultante de uma leitura literal, reconhecendo a importancia devida ao
trabalho de Apolénio e tentando a reconstrucdo das suas partes desaparecidas,

designadamente o seu ultimo capitulo.

Podemos comprovar ainda o interesse a atualidade da obra de Apolénio através de
FRIED (2011) que se dedica a traducéo critica da reconstrucdo de Halley salientando, ndo
s6 a sua importancia para o ensino da geometria mas também a necessidade de uma

reflexao critica atualizada.

Nao obstante, muito do conhecimento sobre as coOnicas seguiu outro caminho.
Assim, as curvas cOnicas foram utilizadas durante séculos como sec¢des apenas em cones
de revolucdo, sendo que o que definia o tipo de seccdo era a posicdo perpendicular do
plano de seccdo relativamente as geratrizes. Tal marcou de forma indelével todos os
desenvolvimentos posteriores da geometria, tendo ainda hoje uma forte marca na forma

como as conicas sao, em regra, tratadas.

Como veremos adiante, esta definicdo sofreu diversas evolucbes e, em certa

medida, é ainda um problema em aberto.

Durante todo o século XX e até a atualidade as cénicas tém permanecido no centro
das investigacfes, nas mais diversas areas do saber, com aplicacbes na geometria, na
computacao grafica, na medicina, na astronomia, na fisica teérica e aplicada, nas
engenharias, na arquitetura, no design de ambientes, no design grafico, no design de
vestuario e acessorios de moda, no design industrial, na ética, em suma, nhuma diversidade

enorme de areas, sendo objeto de aplicacdo muitas vezes ndo explicitada mas presente nas
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metodologias, nos processos técnicos de producdo, na prépria tecnologia das maquinas e

equipamentos e numa diversidade de aplicacBes préticas.

2.5. AS SECCOES CONICAS

A definicdo usual em geometria descritiva de sec¢des planas em cones, ou seja,
cénicas, utiliza superficies conicas retas de diretriz circular ou a parte destas delimitadas
entre o vértice e a diretriz num plano perpendicular ao eixo, ou seja, cones retos, sendo o

tipo de seccao determinado pela posicao do plano de secgéo:

— se o0 plano de seccdo passar no vértice a sec¢cado ou € apenas 0 proprio ponto do
vértice se o0 plano ndo mais intersetar o cone, ou sédo duas retas concorrentes no vértice e
que intersetam a base deste. Tanto o ponto como as duas retas concorrentes s&o
designados como cdénicas degeneradas (Fig. 2.9); se considerarmos 0 caso particular de o
vértice se situar no infinito a superficie torna-se cilindrica e as sec¢des conicas degeneradas

serdo constituidas por duas retas paralelas;

(tv)

(
(hO/)/.\ ~

Fig. 2.9 — Seccéo definida por duas geratrizes Fig. 2.10 — Seccéo circular

— se o0 plano de seccao interseta todas as geratrizes em pontos diferentes do vértice
mas é paralelo a diretriz a seccdo € uma circunferéncia, que, por isso, se entende como

caso particular da elipse (Fig. 2.10);
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— se o0 plano de seccao interseta todas as geratrizes, ndo passa ho veértice nem é

paralelo a diretriz, a secc¢ao é uma elipse (Fig. 2.11);

— se o plano de seccdo for paralelo s6 a uma geratriz a sec¢do é uma parabola (Fig.
2.12);

— se o0 plano de seccéo for paralelo a duas geratrizes a sec¢do é uma hipérbole (Fig.
2.13).

(0) &
\
A

v N s
N N &

Fig. 2.11 — Seccéo eliptica Fig. 2.12 — Secc¢éo parabdlica Fig. 2.13 — Secc¢éao hiperbdlica

fo \'\

(
X

A circunferéncia pode ser entendida como uma elipse com eixos iguais. Como casos
particulares, podemos considerar igualmente que o plano da secgdo passa no vértice da
superficie conica e ndo mais a interseta, sendo a sec¢cdo um ponto, ou que o plano da
seccao é tangente a superficie conica sendo a seccdo a geratriz de tangéncia. Estas
secgOes ndo curvas, um ponto, uma reta, duas retas concorrentes, ou duas retas paralelas
se seccionarmos um cilindro por um plano paralelo as geratrizes, designam-se por cOnicas
degeneradas (RICCA, 2000, 297).

Designam-se por cOnicas centrais as curvas conicas que tém centro, ou seja, a

elipse e a hipérbole.

Por outro lado “Las conicas son las curvas que se obtienem al seccionar por un plano
a una superficie radial, cono o cilindro, de directriz circular” (SANCHEZ GALLEGO, 1997,

64). Admite-se nesta definicAo que o vértice do cone pode estar no infinito, tornando as
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geratrizes paralelas entre si e considerando as superficie cilindricas dai resultantes como
um caso particular das superficies coénicas. Na superficie cilindrica reta as seccdes
possiveis passam a ser a elipse quando o plano de sec¢ao € obliquo as geratrizes e 0 caso
particular da elipse, a circunferéncia, quando o plano de secc¢ao é paralelo a diretriz, duas
retas paralelas, quando o plano de seccao é paralelo as geratrizes e interseta a superficie,

ou uma reta, a geratriz, quando o plano de seccéo é tangente a superficie.

Como se podem obter sec¢Bes da superficie conica que sdo pontos ou retas, de
acordo com as condi¢Bes descritas, um ponto, uma reta, duas retas convergentes ou duas
retas paralelas. Esta € outra razao para que se possa considerar o ponto como uma curva,
uma elipse que vemos infinitamente longe de nds ou no vértice da superficie conica, e as

retas como casos particulares das curvas.
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Fig. 2.14 — Seccao elipse Fig. 2.15 — Seccao parabola Fig. 2.16 — Seccao hipérbole

Em HILBERT, D.; COHN-VOSSEN, S. (1999, 1-31) s&do descritas propriedades
fundamentais das coénicas, designadamente as que permitem determinar os focos e as
diretrizes utilizando o método de Dandelin. O método de Germinal Pierre Dandelin (1794-
1847) consiste em introduzir esferas no cone tangentes a este e ao plano a de secgédo. A

propdsito do teorema de Dandelin definamos entédo o que séo os focos das curvas conicas.
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De acordo com IZQUIERDO ASENSI (1985, 169-170), utilizando o processo de Dandelin,
focos séo os pontos de tangéncia no plano da secc¢éo, de esferas tangentes ao cone e ao
proprio plano de seccao. Por outro lado, as diretrizes das curvas sao a intersecgéo do plano
de secc¢do com os planos que contém a(s) circunferéncia(s) de tangéncia das esferas com o
cone. Mais a frente nas paginas 328, 334 e 335 é enunciado o Teorema de Dandelin,
referente a esta matéria, e que permite relacionar as dimensdes dos eixos com a posi¢ao
dos focos e das diretrizes precisamente a partir das esferas tangentes. O mesmo tema é
tratado igualmente em ROUBAUDI (1961, 200, 207 e 209). Também GORDON (1980, 251)
Ihe faz referéncia. Como sera comprovado no capitulo respeitante ao estudo das superficies
geradas com curvas coénicas, o teorema de Dandelin também se aplica ao hiperboléide de

revolugcéo de uma folha.

Por maior facilidade de interpretacéo da representacao, utilizou-se o cone com eixo

vertical e o plano de sec¢ao projetante frontal.

Se a seccdo € uma elipse, para determinar as duas esferas e, em decorréncia, 0s
focos, o trago projetante do plano de seccdo a e as geratrizes do contorno aparente do cone
definem um tridngulo e o contorno aparente da cada esfera € uma circunferéncia inscrita no
triangulo, com centro no eixo do cone, sendo o centro da esfera definido pelas bissetrizes
dos angulos do triangulo. O ponto de tangéncia no plano de secg¢do, o foco, obtém-se
tracando pelo centro um raio perpendicular ao plano de secc¢do. Conhecido o centro e o raio
esta definido o contorno aparente da esfera.

Se a seccdo € uma parabola existe apenas uma esfera real no espaco euclidiano,
logo s6 um foco, tendo a outra esfera um raio infinito, logo situando-se o outro foco no

infinito.

No caso de a sec¢do ser uma hipérbole utilizou-se também, por maior simplicidade
dos tracados, a representacdo de um caso particular na sec¢ao hiperbdlica, em que o plano
de seccdo utilizado é paralelo ao eixo, o que permite que o contorno da superficie conica
defina as assimptotas da hipérbole, e que as esferas auxiliares sejam iguais permitindo a

simetria da projecao frontal da hipérbole.

O caso geral de seccao hiperbdlica seria o resultante de um plano de sec¢do ndo
paralelo ao eixo, desde que intersetando os ramos superior e inferior da superficie cénica,
um plano projetante como por exemplo o plano 6, que aparece representado pelo seu trago
lateral 16. Procuramos assim corresponder a prevencao feita em SILVA [et al.] (2002, 1) que
adverte para os erros comunicativos decorrentes da utilizacdo de planos paralelos ao eixo
do cone, que podem levar a pensar que sdo 0s Unicos a dar origem a uma sec¢ao

hiperbdlica. Para além desta referéncia sera apresentado graficamente o caso geral, na
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parte do texto relativa a comprovacao da coeréncia do teorema de Dandelin com os

métodos da geometria plana.

Assim, a hipérbole é a Unica das sec¢des conicas que resulta da intersecgdo com o
duplo cone, ou seja o prolongamento do cone para o lado oposto. A descoberta do cone
duplo e do segundo ramo da hipérbole parece ser atribuivel a Apolonio de Pérgamo (250-
175 a. C.), dado o énfase que ele préprio d4 no seu texto ao estudo da hipérbole, e da
particularidade do segundo ramo em especial, e hdo se conhecendo textos anteriores que a
tal se refiram de acordo com APOLLONIUS OF PERGA; HEATH, M. A. (1896) e ESTRADA
[et al.] (2000, 321). Alias o trabalho de Arquimedes em meados do séc. lll a. C. utiliza, como
foi referido anteriormente, para determinar cada tipo de seccdo, 0s cones retos com
geratrizes com diferentes angulos relativamente ao eixo e planos de secc¢éo perpendiculares

as geratrizes.

As assimptotas sdo as tangentes as curvas em pontos impréprios, ou seja, no
infinito, de um dos ramos dessa curva (IZQUIERDO ASENSI, 1985, 159). No caso da
hipérbole ha duas assimptotas que correspondem, no cone reto, as proje¢des das geratrizes
do contorno aparente da superficie conica quando o plano de secgéo é paralelo ao plano

das duas geratrizes do contorno aparente.

Por outro lado, e sobretudo na sequéncia de inimeros avan¢os no conhecimento das
conicas, designadamente através dos trabalhos de Isaac Newton (1643-1727) e Edmond
Halley (1696-1742) e, sobretudo com um forte incremento no século XIX, foram-se

desenvolvendo novas formas de definir as curvas conicas.

RANGEL (1974) apud SILVA [et al.] (2002, 3), diz que: “Cénica € o lugar geométrico
dos pontos de um plano cuja relacdo entre as distancias a um ponto fixo, chamado foco, e a
uma reta fixa, chamada diretriz, € constante. Essa constante €, geralmente, designada pela

letra e, e coincide com a chamada excentricidade da cbnica...”.

A excentricidade surge igualmente definida na maioria dos autores como o
parametro que mede a relagdo de uma curva conica com uma circunferéncia. A
excentricidade de uma circunferéncia é 0. A excentricidade de uma elipse varia entre 0 e 1.
A excentricidade de uma parabola é 1. A excentricidade de uma hipérbole é superior a 1.
Sendo d a distancia do foco ao centro da cénica e a a distancia do centro a um ponto da
conica na mesma reta e para o mesmo lado relativamente ao centro, a excentricidade e é
definida por e=d/a. A reta que contem o centro, o foco e o ponto da conica é o eixo da
parabola, o eixo maior da elipse e a reta que contem o eixo transverso da hipérbole. Deve
notar-se que, nesta definicdo, que também encontramos formulada de forma similar em

LADEGAILLERIE (2003, 443), exclui a circunferéncia, quando, em regra, esta € considerada
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um caso particular da elipse. Entdo a excentricidade da elipse deve ser definida como maior

ou igual a 0 e inferior a 1.

A elipse e a hipérbole tém dois eixos de simetria a parabola apenas um. Segundo
SAURI (2009, 69-72) eixo ou eixo principal € o eixo de simetria que contém os focos. Na
elipse e na hipérbole, o outro eixo que passa no centro da figura e € perpendicular ao
anterior € o eixo secundério ou transversal. As interseccGes A e B da curva com o eixo
principal designam-se por vértices ou vértices principais. As intersec¢des C e D da curva

com o eixo transversal sdo designadas vértices secundarios.

Com definicdo que SAURI (2009, 73) atribui a Dandelin, elipse é o lugar geométrico
dos pontos cuja soma das distancias aos focos € igual ao eixo maior. Por igual forma,
hipérbole é o lugar geométrico dos pontos cuja diferenca das distancias aos focos é igual
ao eixo transverso. Parabola é o lugar geométrico dos pontos que tém igual distancia ao

foco e a uma reta, a diretriz.

Em SAURI (2009, 73-75), e relativamente as conicas centrais, a elipse e a hipérbole,
encontramos igualmente as definicdes de Circulo principal [Cp], que designaremos como
Circunferéncia principal, e que é a circunferéncia que passa nos dois veértices principais da
curva, e de Circulo focal ou Circulo diretor [Cd], que desigharemos como Circunferéncia
focal ou Circunferéncia diretora, e que € a circunferéncia com centro num dos focos e raio
igual a distancia entre os vértices principais. Esta circunferéncia é designada por diretora
pois todos os da curva equidistam da circunferéncia e do outro foco. Na parabola a
circunferéncia diretora é substituida pela diretriz. Nas cénicas centrais, elipse e hipérbole
existem, portanto, duas circunferéncias diretoras, mas, do ponto de vista pratico, é suficiente

considerar uma.

De notar, pela confusdo que pode originar com eixo transversal, que, em Portugal,
diversos autores, designadamente de manuais escolares, sempre designaram por eixo
transverso o segmento entre 0s Vvértices principais, sendo que utilizaremos no texto

sequente, sempre que aplicavel, esta designacao.

A circunferéncia principal C, tem como propriedade, entre outras, que qualquer
tangente a curva coénica interseta a circunferéncia em pontos que, se unidos aos focos do

lado respetivo, ddo origem a segmentos perpendiculares a tangente.
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Fig. 2.17 - Circunferéncias diretora e Fig. 2.18 - Circunferéncias diretora e
principal na elipse principal na hipérbole

A circunferéncia diretora tem como propriedade principal a de que, se unirmos, por
um segmento, o foco oposto a um dos pontos da circunferéncia, a reta bissetriz desse
segmento é uma tangente da curva conica. Por outro lado, se tragarmos a reta que passa no
ponto escolhido da circunferéncia diretora e no foco respetivo a intersec¢gdo desta com a

tangente é o ponto de tangéncia na coénica.

y

Fig. 2.19 — Propriedade da tangente a

uma conica




Por outro lado, ENRIQUES (1930, 303 e 317) enuncia-se a seguinte propriedade
relativa a todas as conicas, embora fazendo a ressalva de, no caso da parébola, se ter que

considerar que o segundo foco € improéprio, ou seja, situa-se no infinito:

- se intersetarmos uma tangente da cénica com as tangentes nos vértices desta, 0s

segmentos que unem os pontos de intersec¢do a um dos focos definem um angulo reto.

A propriedade referida por Enriques permite estabelecer procedimentos para a

determinagdo de pontos da curva conica conhecendo o eixo principal e uma tangente.

2.6. FOCOS E DIRETRIZES DAS CONICAS

A propriedade que relaciona os focos com a diretriz é designada algumas vezes
como binémio foco diretriz ou outras vezes por dualidade foco diretriz por as duas
entidades, focos e diretrizes, estarem relacionadas por tal forma que conhecendo-se uma
delas, e a curva cénica, pode-se determinar a outra. As propriedades e teoremas duais, em
geometria projetiva, implicam que por intermutacdo das palavras ponto e reta a propriedade
ou teorema seja igualmente verdadeiro. No caso dos focos e diretrizes, em geometria
projetiva, um foco é o Pélo e a diretriz correspondente é a reta Polar relativamente a conica,
sendo que se o foco mudar para a posi¢éo da interseccao da diretriz com o eixo a reta polar

respetiva passa para a posigéo original do foco.

Apresenta-se de seguida algumas propriedades que, segundo LADEGAILLERIE
(2003, 443-445), relacionam os focos com as diretrizes e, por isso, permitem que a partir
dos focos se possa determinar as diretrizes das conicas e inversamente, conhecendo as

diretrizes determinar os focos.

H
)8

Fig. 2.20 — Elipse (Focos e diretrizes) Fig. 2.21 — Parabola Fig. 2.22 — Hipérbole

(Focos e diretrizes) (Focos e diretrizes)
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Como se mostra nas figuras antecedentes, se tragarmos tangentes nos pontos das
curvas cénicas que se situam sobre as perpendiculares aos eixos que passam nos focos,

as tangentes intersetam o eixo num ponto da diretriz, sendo esta perpendicular ao eixo.

d2
-FZ
Fig. 2.23 — Elipse (corda no Fig. 2.24 — Parabola (corda Fig. 225 - Hipérbole
foco e tangentes) no foco e tangentes) (corda no foco e tangentes)

Generalizando, a partir da propriedade anterior pode demonstrar-se, e de acordo

com as figuras antecedentes, que:

— se tracarmos uma corda que passe num foco de uma conica as tangentes nos

extremos dessa corda intersetam-se num ponto da diretriz.

Este conjunto de propriedades justifica a dualidade foco diretriz e que pode ser
expressa, se pretendermos definir a posicdo do foco a partir da diretriz, pela formulagéo

inversa das propriedades referidas:

— se pelo ponto de interseccdo de uma diretriz com o eixo fizermos passar tangentes
a curva conica a corda definida pelos pontos de tangéncia é perpendicular ao eixo e passa

no foco correspondente;

— se por um ponto de uma diretriz fizermos passar retas tangentes a curva cénica a

corda definida pelos pontos de tangéncia passa no foco do mesmo lado.

Assim, como foi referido, a dualidade expressa-se pela substituicdo da palavra ponto
pela palavra reta com a adaptacdo correspondente. Tal € uma caracteristica de todos os

teoremas duais.
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Fig. 2.26 — Outra propriedade da relacdo Fig. 2.27 — Outra propriedade da relacao
foco — diretriz da parabola foco — diretriz da hipérbole

Outras propriedades da relagdo foco — diretriz sédo igualmente enunciadas em
LADEGAILLERIE (2003, 443-444) e podem descrever-se da seguinte forma:

- se numa parabola tracarmos a tangente num dos seus pontos, 0s dois segmentos
gue unem o foco ao ponto de tangéncia e ao ponto de intersec¢do da tangente com a

diretriz formam um angulo reto;

- na hipérbole os segmentos que passam nos focos, e que sdo tangentes a
circunferéncia que passa nos vértices da curva com centro no centro da hipérbole, séo
perpendiculares as assimptotas e intersetam-nas no ponto de tangéncia que é igualmente

um ponto da diretriz.

2.6.1. ELIPSE

Em IZQUIERDO ASENSI (1985, 172-178) encontramos outros procedimentos para
determinar os focos e as diretrizes a partir dos eixos da elipse ou do eixo e assimptotas da
hipérbole. Para determinar os focos F; e F, conhecidos os eixos da elipse tragca-se um arco
com centro em C, um extremo do eixo menor, e raio igual ao semieixo maior. As
intersec¢cbes do arco com o eixo maior sdo os focos. O método descrito por IZQUIERDO
ASENSI (1985, 173) para determinar as diretrizes da elipse consiste em tragar o segmento
que une o foco F; com a proje¢cdo ortogonal do centro O sobre a circunferéncia cujo

didmetro € o eixo maior e, nesse ponto C’, tracar uma perpendicular ao segmento F,C’ até
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intersetar a reta do eixo maior, determinando G,. Nesse ponto passa a diretriz, a qual é
perpendicular ao eixo maior. A outra diretriz e o outro foco sdo simétricos relativamente ao

centro.

C'
dl D C d2
I2
G1 A @) G,)
1 E = 2

Fig. 2.28 — Determinacgéo dos focos e diretrizes da elipse conhecidos os eixos desta

Pode igualmente deduzir-se deste método que C’G, é tangente em F’, a projecao
ortogonal ao eixo maior do outro foco F, sobre a elipse. Os dois focos sdo simétricos
relativamente ao centro O da elipse. Também se pode concluir que, se projetarmos o foco F;
perpendicularmente ao eixo maior da elipse sobre a circunferéncia de centro O e diametro
igual ao eixo maior, e tracarmos 0 segmento que une esse ponto ao centro, e pelo mesmo
ponto da circunferéncia tragarmos um segmento perpendicular ao anterior até intersetar a
reta do eixo maior obtemos G; ponto da diretriz d;. G; e G, sdo também simétricos
relativamente ao centro O, pelo que d; e d, o sdo igualmente. A figura da elipse é o

retangulo circunscrito a esta com lados paralelos aos eixos.

Assim, a definicdo da elipse pode ser dada pelos seus eixos maior e menor, ou por
um deles e a distancia focal, ou por um dos eixos e pela excentricidade ou, ainda, por um

dos eixos e um ponto da curva.



2.6.2. PARABOLA

Na parébola a diretriz é igualmente perpendicular ao eixo e passa hum ponto deste a
igual distancia do vértice da curva a do foco ao vértice.

A figura da parabola é definida por um retangulo delimitado por uma corda paralela
a tangente no vértice, a propria tangente, e as duas paralelas ao eixo que passam nos

extremos da corda.

A parabola é um caso particular de entre as curvas conicas pois s6é modifica a sua
forma grafica com a distancia do foco ao vértice da curva, ponto de interseccdo desta com
0 eixo, que é mesmo que dizer a distancia do foco a diretriz que é dupla da distancia
anterior. Assim podemos considerar que, do ponto de vista pratico e, sobretudo, quando
utilizarmos programas informaticos de desenho, todas as parabolas sdo semelhantes, sé
aumentam ou diminuem de tamanho, pelo que podemos utilizar graficamente sempre a

mesma parabola, sendo apenas necessario definir a posicdo do eixo e a distancia focal.

Segundo SANCHEZ-GALLEGO (1997, 66-67, Fig. 2-4) cOnicas semelhantes sdo as
elipses que tém a mesma relacdo de proporgcdo entre os semieixos, as hipérboles cujas
assimptotas formam angulos iguais e todas as parabolas de segundo grau. Assim, estamos
perante uma generalizacdo da designacdo a todas as coOnicas graficamente iguais e que

apenas variam no tamanho da representacéo grafica.

Como as pardbolas sdo um caso particular, por serem todas semelhantes,
apresenta-se em seguida um processo que desenvolvemos e que permite determinar, de
forma expedita, a representacdo grafica da uma parabola, e depois utiliza-la nas mais
diversas circunstancias, sendo suficiente para tal aumentar ou reduzir a distancia do foco ao
vértice, ou seja, encontrar parabola graficamente igual mas de tamanho diferente e ajustar a

posicao do eixo.

O procedimento que € apresentado consta de um nosso trabalho anterior (COSTA,
2005, 64) e parte da definicdo da tangente AM a pardbola num ponto desta, que surge
apresentada em ASENSI (1985,189, fig. 10-25) e igualmente em RICCA (2000, 335, fig. A-
29), podendo igualmente deduzir-se a partir de AKOPYAN; ZASLAVSKY (2007, 19, Fig.
1.24 e 1.25). Este método foi desenvolvido e detalhado na resolucao de diversos problemas
construtivos da parabola definida por dados diferentes em [COSTA], J. BONIFACIO (2009).
E um desenvolvimento de diferentes propriedades da parabola cujo fundamento est4d num
teorema de Fermat que provou, por deducdo matematica, que tracando a tangente num

ponto da pardbola, e uma perpendicular ao eixo nesse ponto, a distancia desde a
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perpendicular ao eixo até ao vértice da curva € igual a distancia desde o vértice até a

interseccado da tangente com o eixo (BOYER, 2005, 240).

e
A’) F1
d
A, Y
t
F

Fig. 2.29 — Determinacao do foco e da diretriz da pardbola conhecidos um ponto A qualquer,
0 vértice V e a tangente t no vértice

Partimos da conjugacédo das propriedades da parabola que definem que a tangente
AM num ponto A da pardbola é a bissetriz do &ngulo entre o0 segmento que une o ponto A ao
foco com o segmento AA, perpendicular a diretriz a partir do mesmo ponto. Por outro lado
sendo AM a bissetriz A,M e MF séo iguais pela propriedade que define que a tangente é
perpendicular & reta que passa no foco, situando-se a interseccdo das duas retas sobre a
tangente no vértice. Como M é um ponto da tangente t no vértice resulta que M é igualmente
0 ponto médio de A,V. Tendo em conta 0 exposto anteriormente, se projetarmos um ponto A
qgualguer da parébola sobre a tangente t no vértice obtendo A; e determinarmos o ponto M,
ponto médio de AV, e por este ponto tracarmos uma perpendicular a tangente em A, AM, a
intersec¢do da perpendicular com o eixo e da parabola € o foco F. A diretriz fica igualmente

determinada pois é paralela a t e equidistante de F relativamente ao vértice.

2.6.3. HIPERBOLE

Conceitos associados a hipérbole sé&o o circulo principal ou circulo de gola, com
centro no centro O da hipérbole e que tem como didmetro o eixo transverso AB, e 0
circulo focal, com centro O e que passa nos focos F; e F,. Tal como a elipse, a hipérbole

tem dois eixos de simetria, um, o0 eixo principal que contem o eixo transverso e os focos, e
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outro perpendicular, o eixo transversal, a passar no centro da curva. ENRIQUES (1930,
262) define que, em geometria projetiva, enquanto a elipse tem dois eixos reais, a hipérbole
tem um eixo real e outro idealizado, designando-se 0 primeiro por eixo transverso ou

principal.

Inimeras propriedades fundamentais da hipérbole podem ser deduzidas a partir do
conhecimento da sua figura, o retdngulo [FGHI]. Inversamente, também se pode partir do
conhecimento do eixo transverso AB e da distancia focal F;F, para conhecer a figura. Para
determinar os focos e as diretrizes da hipérbole, sendo conhecida a figura que define a
hipérbole traca-se o circulo focal com diametro igual as diagonais do retangulo. As

assimptotas sao as retas diagonais do retangulo.

a OI1 Cl2 a
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Fig. 2.30 — Determinacéo dos focos, diretrizes e assimptotas da hipérbole conhecidos o eixo

transverso AB e 0 seu conjugado, a reta DE.

Os focos F; e F, sdo a interseccao do circulo com a reta do eixo transverso. Traca-se
seguidamente o segmento que une o foco F; ao ponto J, intersec¢do da projecao ortogonal
do centro, relativamente ao eixo transverso, com a circunferéncia de gola AB, e, por esse
ponto, traga-se uma perpendicular que interseta o eixo transverso num ponto G, da diretriz,

a qual é perpendicular ao eixo. O outro foco e respetiva diretriz séo igualmente simétricos
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relativamente ao centro. Por outro lado, JG, € a tangente a hipérbole no ponto F’, projecéo
de F, perpendicularmente ao eixo sobre a hipérbole. Inversamente, para determinar as
assimptotas, se fossem dados 0 eixo transverso AB e a distancia focal F;iF,, traca-se as
tangentes ao circulo de gola nos pontos A e B até intersetar o circulo focal em F, G, H e |.

Os vértices do retangulo figura, unidos ao centro O, definem as assimptotas a; e a,.

Uma hipérbole equilatera ou hipérbole retangular é uma hipérbole em que as
assimptotas séo perpendiculares entre si e formam, portanto, angulos com os eixos de 45°,

logo, a figura € um quadrado.

Hipérboles conjugadas séo que partilham as mesmas assimptotas mas existem em
gquadrantes diferentes relativamente as assimptotas. Por consequéncia das propriedades
anteriormente referidas, uma hipérbole conjugada de outra tem focos sobre 0 mesmao circulo
focal, e figura igual, pelo que os vértices da hipérbole conjugada da anterior séo os pontos
médios dos lados do retangulo opostos aos que contém os vértices da outra hipérbole.

Fig. 2.31 — Hipérbole equilatera Fig. 2.32 — Hipérboles conjugadas

2.7. CONFORMIDADE DA DETERMINACAO DOS FOCOS E DIRETRIZES ATRAVES DO
TEOREMA DE DANDELIN E DE METODOS DA GEOMETRIA PLANA

Nas figuras seguintes pretende-se demonstrar a conformidade dos resultados
obtidos para a determinacdo de focos e diretrizes das conicas através do Teorema de

Dandelin com os procedimentos resultantes da geometria plana.



Em HILBERT, D.; COHN-VOSSEN, S. (1999, 28) define-se as diretrizes como as
retas de interseccdo do plano da sec¢do cénica com o plano ou planos das

circunferéncias osculantes das esferas de Dandelin com o cone.

(f.)

)

4 N\

Fig. 2.33 — Conjugacéo dos dois procedimentos na seccao eliptica

E possivel verificar a confirmacéo da determinacdo dos focos e diretrizes da elipse pelo
teorema de Dandelin com os procedimentos da geometria plana através do rebatimento do

plano da secc¢éo e dos focos e diretrizes obtidos por este método e depois confirma-los em
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geometria plana, variando a posi¢cdo dos dados, ou seja, altura do cone, raio da base e

angulo do plano de secc¢ao com o plano de secc¢dao.

Tal confirmacéo € importante, apesar de cada um dos processos estar amplamente
fundamentado teoricamente na literatura, para permitir a melhor visualizagdo da passagem
da geometria plana & geometria no espago, mas também porque acessoriamente foi
detetada uma propriedade que ndo encontramos descrita na literatura, a de que um dos

focos da elipse projecdo na base do cone coincide com a proje¢cédo do eixo do cone.

Py

pr tr
F %
J

Fig. 2.34 — Conjugacéo dos dois procedimentos na secc¢ado parabolica
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No caso da pardbola, para além da confirmacdo da coeréncia dos dois
procedimentos na determinacdo do foco e diretriz, ou seja, a partir do rebatimento da
pardbola sec¢cdo podemos comprovar que o foco F € o ponto de tangéncia da esfera de
Dandelin, torna a verificar-se que a projecdo parabdlica da seccdo no plano da base do cone
tem foco coincidente com a projecdo do eixo do cone. De facto, o foco F; da parabola

seccdo em projecao horizontal p; coincide com o eixo do cone.

(t.)
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Fig. 2.35 — Conjugacéo dos dois procedimentos na seccéo hiperbdlica

Quanto a hipérbole, tornou a verificar-se que os resultados obtidos pelo método de

Dandelin e pelos métodos da geometria plana, quanto aos focos e as diretrizes, séo
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resultados coincidentes independentemente do raio da base, da altura e do angulo formado

pelo plano de secc¢do com o plano horizontal, desde que a sec¢ao fosse uma hipérbole.

Comprovou-se igualmente que um dos focos da hipérbole, projecdo da seccao no
plano da base do cone, coincide com a proje¢éo do eixo do cone.

O cilindro reto é um cone reto de vértice impréprio, ou seja, no infinito, pelo que
procuramos verificar as propriedades antecedentes. Estamos, portanto, perante um

alargamento do conceito de cone e sec¢do conica as superficies conicas retas de vértice

e
< ﬁ
20
NG

Fig. 2.36 — Conjugacéo dos dois métodos na sec¢cao num cilindro reto

Comprova-se que as propriedades descritas nos exemplos anteriores se verificam
também no cilindro reto, ndo obstante a Unica curva conica obtenivel como secc¢do ser a
elipse, e 0 seu caso particular, a circunferéncia, para além das degeneradas, duas retas
paralelas, se o plano de seccao for paralelo ao eixo, e uma reta, se o plano for tangente a
superficie.
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Mostrou-se, do ponto de vista prético, a generalizacdo do método de Dandelin, em
cones retos, a todas as sec¢des conicas ndo degeneradas e a sua relacdo com outros
procedimentos préprios da geometria plana. Por outro lado, da comprovacao efetuada,
podemos concluir com a generalizacéo da propriedade, que ndo encontramos documentada

na literatura, e que em seguida se enuncia:

— a seccdo conica num cone de revolucdo tem um dos focos da sua projecao

no plano da base do cone coincidente com a projecado do préprio eixo do cone.
Tal pode ter relevancia a dois niveis:

— porque levanta a possibilidade de ajudar a compreender, do ponto de vista da
Historia da Matematica, como os gregos da Antiguidade Classica identificaram os focos,
tarefa esta incompleta e em que esta propriedade pode ser um contributo em estudos
posteriores. De facto € dificil de comprovar que, conforme indicagdes indiretas, Arquimedes
ja conhecia os focos, dado que o seu estudo sobre as cénicas desapareceu. Por outro lado,
Apolonio refere propriedades que indiciam o conhecimento dos focos mas ndo lhes da
especial relevancia. Tal pode indiciar que, ou ja era matéria conhecida, ou a considerou

pouco util no seu trabalho envolvendo os cones obliquos, ou as duas circunstancias;

— a referida propriedade pode ser util no ensino da geometria descritiva, pois permite
complementar os métodos atualmente utilizados para determinar sec¢cdes em cones retos,
permitindo construir as conicas em projecdo da secc¢do no plano da base, conhecidos um

foco e os vértices das curvas.

Para a validagcédo das conclusdes nédo se partiu do raciocinio I6gico-dedutivo a partir
de propriedades conhecidas, nem se utilizou o céalculo através da geometria analitica, ou
qualquer outra forma de demonstracdo matematica, antes, em coeréncia com todos 0s

procedimentos nesta tese, se procurou obter os resultados de forma gréfica.

Foram utilizados programas informaticos de geometria dindmica plana, pois estes
permitem variar a posicdo dos dados para confirmar se as propriedades se mantém.
Primeiro foi utilizado o Geogebra 4.4 ©, por ser programa informético livre e ter suporte e
apoio técnico de uma equipa portuguesa com disponibilidade para a resolucdo de problemas
e apoio ao ensino, pelo que tem sido adotado como um dos programas para a construcao
das figuras deste trabalho, tendo depois os procedimentos sido replicados no Cinderella 2 ©,
programa de geometria plana validado cientificamente, tendo os resultados obtidos sido

idénticos.

A referida propriedade foi testada relativamente as secc¢fes eliptica, parabdlica e

hiperbdlica, variando de forma independente o raio da base do cone, a sua altura e o angulo
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do plano de seccdo por forma a comprovar a posicdo do foco da sec¢cdo em projecdo

horizontal.

2.8. DO CONE AO DUPLO CONE E A SUPERFICIE CONICA

A descoberta do segundo ramo da hipérbole por Apolénio de Pérgamo e,
consequentemente do duplo cone, ou seja a existéncia da necessidade de, ndo apenas
tracar as geratrizes como segmentos de reta unindo os pontos da base ao vértice, mas
antes considerar antes as retas que contém os segmentos prolongando-as do vértices para
0 lado oposto a base do cone, contribui para a vantagem de nao se utilizar apenas a
superficie curva do cone mas, antes tratar de toda a superficie cOnica, ou seja, tendo uma
circunferéncia que designamos por diretriz e um ponto que designamos por vértice, ndo
pertencente ao plano da diretriz, se, por retas, designadas geratrizes, unirmos o vértice a
todos os pontos da diretriz, a superficie definida por estas geratrizes € uma superficie
cénica. Deve ter-se em conta gque 0s gregos designavam por retas o conjunto de pontos no
mesmo alinhamento entre dois pontos, ou seja, o segmento, podendo, sempre que
necessario para determinar a intersec¢gdo com outra linha, prolongar esse segmento para

cada lado deste ou até para os dois lados.

2.8.1. SUPERFICIES CONICAS OBLIQUAS

O inicio do estudo dos cones obliquos também é de Apolénio de Pérgamo que
desenvolveu um sistema coerente e extremamente detalhado de regras e processos

aplicaveis tanto a cones retos como a cones obliquos.

Esta questdo, a das secc¢bes conicas em superficies conicas obliquas, ndo obstante
poder ser hoje um dado adquirido, ndo se encontra na literatura cientifica desde o final do
século XIX pois s6 séo referidas as seccfes em cones retos, tal como se ignorassemos 0s
cones obliquos e suas aplicacdes, tendo, porventura, a ver com um tratamento analitico das
conicas baseado nos focos e diretrizes, ou seja, propriedades de pontos e retas
relacionados com o0s eixos, e excluissemos a definicdo das conicas por diametros

conjugados, porventura mais dificeis de utilizar analiticamente.

Procede-se de seguida ao alargamento do estudo as superficies conicas obliquas
com vista a comprovar a validade das propriedades anteriormente descritas. Procurou-se,
para este fim, utilizar superficies conicas e planos de sec¢do que representassem 0 caso
geral para cada uma das situacdes. Tal foi tido em conta na definicdo da superficie conica e

na posicao relativamente ao plano de seccéo.
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2.8.1.1. SUPERFICIES CONICAS OBLIQUAS DE DIRETRIZ ELIPTICA

(fo)

(for)

&jﬁ

Fig. 2.37 — Diretriz elipse e Secc¢ao elipse Fig. 2.38 — Diretriz elipse e Secgao pardbola

7

&N

[

Fig. 2.39 — Diretriz elipse e

Seccdo Hipérbole

Sendo utilizadas superficies conicas de diretriz eliptica verifica-se, como é sabido,
gue se podem obter como secgdes a elipse, a parabola ou a hipérbole consoante o plano de
seccdo é obliguo a todas as geratrizes, paralelo a uma geratriz ou paralelo a duas

geratrizes.
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2.8.1.2. SUPERFICIES CONICAS OBLIQUAS DE DIRETRIZ PARABOLICA

Com superficies conicas de diretriz parabdlica utilizou-se novamente, para cada
caso, um plano de secc¢édo obliquo a todas as geratrizes, um plano paralelo a uma geratriz e

um plano paralelo a duas geratrizes.
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\ Fig. 2.40 — Diretriz parabola
q e seccao elipse
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Fig. 2.41 — Diretriz parébola e secgéo Fig. 2.42 — Diretriz parabola e sec¢éo
parabola hipérbole




No caso da diretriz parabdlica e seccédo eliptica, e logo, o plano da sec¢do sendo
obliquo a todas as geratrizes, da um resultado aparentemente paradoxal pois sendo a
pardbola normalmente identificada como uma curva aberta, em gue 0s seus pontos se vao
afastando do eixo a medida que nos afastamos do vértice da curva, e a superficie conica
resultante seria igualmente aberta, obtém-se no entanto uma elipse, uma curva fechada. Tal
aparente paradoxo resulta de que a parabola efetivamente € uma curva fechada no infinito e
a superficie é igualmente fechada por uma geratriz que se dirige para o ponto de fecho da

pardbola, no infinito, ou seja, é a reta que passa no vértice e é paralela ao eixo da parébola.

2.8.1.3. SUPERFICIES CONICAS DE DIRETRIZ HIPERBOLICA

No caso das superficies conicas de diretriz hiperbdlica, repetindo o procedimento
anteriormente descrito, utilizou-se para cada caso um plano de secc¢éo obliquo a todas as
geratrizes, um plano paralelo a uma geratriz e um plano paralelo a duas geratrizes. No
primeiro caso verificou-se 0 mesmo aparente paradoxo, ja referido no caso da diretriz
parabdlica, de uma superficie aparentemente aberta para o infinito admitir sec¢des planas
em curva fechada, a elipse.

ki
\

Fig. 2.43 — Diretriz hipérbole e seccao elipse

62 N I



(fa)
/ \ <
NS
[d [d2]
v

\ 7
— |
—F =N
//

//
Fig. 2.44 — Diretriz hipérbole e seccéo Fig. 2.45 — Diretriz hipérbole e seccao
pardbola hipérbole

Em todos os casos e independentemente de qualquer que seja a curva conica que
utilizamos como diretriz é possivel obter como sec¢des qualquer das curvas conicas, sendo
constante o principio de que, se o plano de seccdo ndo é paralelo a nenhuma geratriz, a
seccao é eliptica, se o plano é paralelo a uma geratriz, a sec¢do é parabdlica, e se o plano é
paralelo a duas geratrizes, a secgdo € hiperbdlica. Tal & aparentemente paradoxal, pois
estamos habituados a ver a parabola e a hipérbole como curvas abertas, cujos ramos se
vao afastando indefinidamente, e, logo, as superficies cbénicas com estas curvas como
diretrizes como igualmente abertas, pelo que seria aparentemente impossivel uma secgéo
em tais superficies poder ser eliptica. Tal ilusério paradoxo € facilmente ultrapassavel, se
considerarmos uma superficie conica de diretriz circular ou eliptica e cujas seccdes
parabdlicas ou hiperbdlicas passam a ser consideradas a diretriz da superficie. Entdo, por
reversao légica, todas estas superficies sdo fechadas e a parabola e a hipérbole também
séo curvas fechadas. Nesse sentido todas as conicas, incluindo as degeneradas, sao uma e

a mesma coisa, ou, dito de outro modo, sdo casos particulares de uma mesma entidade.

Note-se que, como ficou demonstrado, tém que ser tidas em conta geratrizes
paralelas ao plano da diretriz logo sem qualquer ponto comum com esta, em geometria

euclidiana, o que contraria a definicdo de geratriz. Mas estas geratrizes existem e tém que
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ser tidas em conta, logo o ponto de intersec¢cdo com o plano da diretriz € no infinito. Por
certo, que estd subentendido, que estamos a quebrar o quinto postulado de Euclides, o
axioma das paralelas, que enuncia que duas paralelas ndo tém qualquer ponto comum, e,
portanto, estamos na fronteira da geometria ndo-euclidiana. Mas, para efeitos praticos em
geometria euclidiana, tal também pode ser util, pois permite fazer validar qualquer
demonstracdo para uma superficie conica obliqua ou reta com diretriz em qualquer curva

cbnica, numa superficie de diretriz eliptica.

Dito de outra forma, todas as superficies definidas anteriormente sdo superficies
cbnicas de diretriz conica que podemos, por simplicidade de compreensédo, considerar de

diretriz eliptica.

2.8.2. OBTENGAO DE UMA SECCAO CIRCULAR EM QUALQUER SUPERFICIE CONICA

Tendo confirmado que todas as superficies cénicas que tém como diretriz uma curva
cbnica qualquer podem ser estudadas como superficies de diretriz eliptica, procederemos
em seguida a comprovagdo de que todas as superficies conicas de diretriz eliptica admitem
seccdes circulares. Vamos utilizar para o fim descrito acima superficies conicas de diretriz
circular existente num plano ndo paralelo ao plano horizontal de projecéo e depois intersetar
a superficie gerada com o plano horizontal de projecdo, obtendo elipses em diferentes
condicoes.

Na Fig. 2.45 o cone é reto, com eixo perpendicular ao plano da circunferéncia,
verificando-se que o eixo coincide, em projecdo horizontal, com o0 eixo maior da elipse.
Cumulativamente, e sendo frontal o eixo maior da elipse, o eixo do cone é, nas duas
projecGes, a bissetriz das geratrizes do contorno aparente. As Fig. 2.46, 2.47 e 2.48
demonstram que, sendo o cone obliquo, com eixo obliquo ao plano da circunferéncia
portanto, o eixo pode coincidir, em projecdo no plano da elipse, com o eixo maior, com 0
eixo menor, ou ndo coincidir com qualquer diametro, antes coincidir com uma corda da
elipse. Recorde-se que uma corda de uma coénica é o segmento de reta que une dois
quaisquer pontos da curva. Um didmetro de uma coOnica é qualquer corda que passe no

centro.
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Fig. 2.46 — Cone reto de eixo coincidente, em Fig. 2.47 — Cone obliquo de eixo

projecéo no plano da elipse, com o eixo maior coincidente em projecdo com 0 eixo

da elipse menor da elipse
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Fig. 2.48 — Cone obliquo e eixo coincidente Fig. 2.49 — Cone obliquo e eixo coincidente

em projec&o com o eixo maior da elipse em projegdo com uma corda da elipse
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Se invertermos as condicdes dadas, ou seja, se em qualquer dos casos
considerarmos a elipse do plano horizontal como diretriz entdo podemos concluir que, em
gualquer um dos casos, existe sempre a possibilidade de encontrar seccbes circulares

nestas superficies conicas.

//

/

Fig. 2.50 — Superficie conica de diretriz circular e sec¢éo circular de direcdo antiparalela

Pela Fig. 2.50 comprova-se que a seccdo pode igualmente ser uma circunferéncia.
Para além disso, a diretriz € uma circunferéncia em plano nao paralelo ao da seccdo mas,
mesmo assim, as duas sao circunferéncias. O mesmo é valido para as restantes curvas
conicas, ou seja, existem na mesma superficie curvas semelhantes com duas direcdes
diferentes. E sabido que todas as sec¢des numa superficie paralelas a diretriz sdo figuras
semelhantes a diretriz. Designam-se portanto por sec¢cdes semelhantes ou ciclicas. Pode
assim considerar-se que € possivel tragar uma seccdo paralela ao plano da diretriz que
produza na superficie uma secc¢éo circular de raio igual a da circunferéncia em plano de

topo. Estas duas secc¢des iguais e com direcdo diferente designam-se como anti ciclicas
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ou antiparalelas, de acordo com IZQUIERDO ASENSI (1985, 331-333). As seccOes
antiparalelas sao utilizadas muitas vezes, por poderem ser a resultante da interseccéo de

duas superficies em penetracdo mdtua ou maxima.

Em LOBJOIS (2002, 134) encontramos, do ponto de vista da aplicacdo préatica no
tracado de concordancias de tubagens de secgdo circular, o processo para determinar

seccgOes antiparalelas circulares em cones.

-————— 9— —8

Fig. 2.51 — Aplicacdo de seccao antiparalela

Como se pode comprovar pelo grafismo a secgcdo antiparalela ocorre quando, no
plano perpendicular aos planos da base do cone e da seccéo, tragcarmos perpendiculares
aos planos nos centros respetivos, e com centro na intersec¢cdo das perpendiculares, se
pode tracar uma circunferéncia que passa nos pontos de intersecc¢éo do plano auxiliar com a
base e nos pontos de intersec¢édo do plano auxiliar com a secc¢do. De notar, ainda, que uma
regra tedrica se encontre num manual pratico, o que implica a vantagem de se partir da

teoria para a pratica mas, também da pratica tirar consequéncias teéricas.

Em conclusédo, se agora considerarmos como diretrizes as elipses dos exemplos
anteriores pode deduzir-se, portanto, que todas as superficies conicas de diretriz eliptica

admitem secgbes circulares, ou seja, que todas as superficies coOnicas, retas ou
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obliquas, de diretriz eliptica, parabdlica ou hiperbdlica, podem ser consideradas
superficies de diretriz circular, e que o0s cones contidos nessas superficies sejam retos ou

obliquos admitem bases circulares.

Se a diretriz for um poligono, sendo este regular, inscrito portanto numa
circunferéncia, a superficie gerada, piramidal ou prismatica, pode ser entendida como caso
particular da superficie conica, ou, caso ndo existir vértice no espago euclidiano, da
superficie cilindrica, e os mesmos procedimentos das cénicas serdo validos com as
necessarias adaptacdes as condicdes concretas. Se a diretriz for um tridngulo irregular ha
uma circunferéncia que passa nos trés vértices pelo que podemos utilizar como auxiliar a
superficie que tem esta circunferéncia como diretriz. Tendo como diretriz um quadrilatero
irregular podemos utilizar como auxiliar uma conica que passe pelos quatro pontos e por um
guinto ponto qualquer. Se a diretriz for pentagonal irregular h4 sé uma conica que passa
pelos cinco pontos e podemos utilizar os tragados genéricos dessa superficie conica. Tendo
como diretriz um hexagono irregular, se considerarmos que cinco dos vértices definem uma
cbnica, 0 sexto pode ou ndo pertencer a mesma conica. Se o sexto ponto ndo pertencer a
cOnica, e se excluirmos qualquer um dos outros pontos, podemos definir uma nova cénica,
ficando com duas, e pela exclusdo de cada um dos outros pontos, podemos obter diferentes
conicas, sendo suficiente, do ponto de vista pratico, utilizar duas. E assim sucessivamente
para poligonos com maior nimero de lados. Daqui conclui-se ser esta uma das abordagens

possiveis no estudo dos problemas relativos aos feixes de conicas.

Podemos concluir que uma seccao plana cénica, uma curva coénica, ou, uma
conica, como usualmente é designada, é qualquer seccdo que se estabeleca numa
superficie conica de diretriz circular, com um vértice préprio ou improéprio, ou seja, no infinito,
sendo, neste caso, uma superficie cilindrica. Tal permite, em geometria euclidiana, que se
considere que a diretriz da superficie seja a propria secgdo, pelo que esta pode ser
igualmente uma elipse, parabola ou hipérbole, ou seja, qualquer das coénicas nao

degeneradas.

Se tivermos em atencao a referéncia feita aos poligonos, uma superficie piramidal
também pode ser considerada uma superficie conica. Por outro lado, se o vértice se situa no
infinito as geratrizes tornam-se paralelas e as superficies cilindricas e prisméaticas serdo
igualmente superficies conicas. Ainda, entendendo-se que através de transformacdes
geométricas qualquer linha plana, poligonal ou curva, aberta ou fechada, pode ser
convertida numa curva cénica entdo genericamente podemos considerar que uma superficie
cbnica é a gerada por retas que a partir de um ponto fixo passam nos pontos de uma diretriz

plana qualquer ndo complanar com o vértice.
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2.9. APOLONIO DE PERGA E O ESTUDO DOS CONES RETOS E OBLIQUOS

A atualidade do trabalho de Apoldnio verifica-se em inUmeros aspetos, desde logo,
ao definir um sistema de andlise coerente e véalido tanto para os cones retos e obliquos de

diretriz circular e que pudemos confirmar como um método exaustivo para todas as conicas.

Por outro lado também ao ter descoberto o cone duplo e o segundo ramo da
hipérbole, o que permitiu o desenvolvimento do conceito da superficie curva do cone, sendo
ele um sdlido, e o aparecimento do conceito de superficie conica como algo ilimitado, e,

sobretudo, pelos seus contributos para os fundamentos posteriores da Geometria Projetiva.

Para um melhor entendimento do método de Apoldnio apresentamo-lo segundo o
método da dupla projecdo ortogonal, para podermos utilizar processos meramente graficos.
A fundamentacédo e as demonstracdes de Apol6nio foram executadas com o conhecimento
e procedimentos geométricos da época, e com origem, sobretudo, nos processos de
guadratura, desenvolvidos com conhecimentos relativos as proporcdes e que hoje

fundamentam a geometria projetiva.

Tal como ja referimos anteriormente, as designacdes elipse, parabola e hipérbole
aos diferentes tipos de curvas conicas também foram atribuidas por Apolénio. O método de
Apolénio tem a vantagem de ser generalizavel a cones retos e obliquos, permitindo
igualmente a determinacdo de qualquer sec¢do conica, seja elipse, parabola ou hipérbole, e

ndo caso a caso, como no método de Arquimedes.

Este método encontra-se descrito na literatura em interpretagfes a partir do original,
adaptando a linguagem da época para a linguagem da geometria plana no momento da
traducdo e, mais recentemente, para a geometria analitica, ou genericamente como em
ESTRADA (2000, 322-328), nao se tendo encontrado a explanacdo em linguagem atual da

geometria descritiva.

Assim sendo, vamos proceder a descricdo do método de Apolonio utilizando a

Geometria Descritiva.

Considerando um cone obliquo, caso geral, comeca-se pela definicdo da intersecgéo
do plano de secc¢édo com o plano da base. Depois define-se, no plano da base do cone, uma
reta perpendicular a essa interseccdo e que passa no centro da base do cone. Esta reta
pertencente a um plano que passa no vértice do cone e é perpendicular ao plano de seccéo
e que é designado por plano axial. Este determina no cone uma seccéo triangular designada
por tridangulo axial. Por outro lado a reta de intersec¢do do plano de sec¢do com o plano
axial interseta o triangulo definindo, como veremos, o tipo de sec¢do. O segmento da reta

interior ao triangulo € um didmetro da seccéo cénica.
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Por outro lado, se por um ponto deste diametro fizermos passar um plano auxiliar
paralelo & base do cone, este plano determina no cone uma seccéo circular, com centro na
interseccdo do plano auxiliar com o eixo do cone e tangente ao seu contorno aparente. Se
pelo mesmo ponto do didmetro fizermos passar uma reta, do plano de seccédo, paralela a
interseccdo deste com o plano da base, esta interseta a circunferéncia definindo os
extremos de uma corda da seccdo conica, com dire¢cdo conjugada do diametro
anteriormente obtido. O didmetro e a corda definem a secc¢do, 0 que permite determinar,

outros pontos da secc¢ao e o didmetro conjugado do anterior e paralelo a corda.
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Fig. 2.52 — O método de Apolonio aplicavel a cones retos e obliquos
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Na pratica, faz-se um plano de sec¢do qualquer a que ndo passe no vértice. Se o
plano a for paralelo ao plano da base a sec¢do € uma circunferéncia cujo centro é

determinavel diretamente através da intersecc¢éo do plano de seccdo com o eixo do cone.

Caso o plano de secc¢do ndo seja paralelo a base comeca-se por representar a base
circular do cone com centro O e o vértice V. Traca-se depois uma reta que representa a
interseccdo do plano de seccdo com o plano da base e que, em dupla projecédo ortogonal
designamos por ha. Pelo centro da circunferéncia da base traca-se a reta r perpendicular a
ha. Esta reta interseta a base segundo o didametro AB. O triangulo [VAB] designa-se por

triangulo axial.

O plano que contém [VAB] é o plano axial e que, em verdadeira grandeza, nos vai
fornecer dimensdes fundamentais para a construcdo da sec¢ao conica. H € a interseccédo de
ha com r. Escolhnemos em VA ou VB um ponto C pertencente a seccao. CH definem a reta d
de intersecc¢do do plano de seccdo a com o plano axial. A reta d interseta a outra geratriz do
plano axial em D. CD, ao pertencer simultaneamente ao plano de secc¢édo e ao plano axial, &

um didmetro da seccao.

Faz-se passar seguidamente um plano auxiliar © qualquer paralelo ao plano da base
intersetando o cone segundo uma circunferéncia de centro na intersec¢éo do plano com VO.
O diametro EG é definido na interseccao da circunferéncia com o triangulo axial pelo que
EG é paralelo a AB. Por | fazemos passar a corda JK perpendicular a EG. Esta corda, por
passar em | e ser paralela a ha, € uma corda da sec¢éo conica, com dire¢do conjugada com
o diametro CD. Rebatendo AB e EG sobre o plano da base obtemos os dois segmentos em

verdadeira grandeza e que sao suficientes para definir a seccao.

E evidente que o método permite, por si s6, a determinacéo de outras cordas e até
de outro didmetro da seccao. Para tal utilizar-se-ia como auxiliares outros planos paralelos a
base e a diferentes distancias desta. Para obter o didmetro conjugado de CD podia

determinar-se o ponto médio de CD e o plano auxiliar passaria por esse ponto.

Do procedimento exposto podemos concluir que as cordas paralelas a um

didmetro séo bissetadas pelo diametro conjugado.

Por outro lado, as cordas numa coénica sdo paralelas a um diametro e as

tangentes a conica nos extremos do didmetro conjugado daquele a que séo paralelas.

Vamos seguidamente, por procedimento grafico em geometria plana, demonstrar
como se determina o didmetro conjugado de outro dado, conhecida uma corda que

sabemos ser paralela ao diametro conjugado.
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Fig. 2.53 — Dado um diametro CD da elipse e uma corda JK, de diregcdo conjugada,
determinar o didmetro conjugado LN

Determinamos o ponto médio M do didmetro CD e, com centro nele, tragamos a
circunferéncia de igual didmetro. Pelo ponto |, de interseccdo da corda dada com o
didmetro, tracamos uma perpendicular ao didmetro até o intersetar no ponto J’. Unindo JJ’
construimos o tridngulo que define a relacdo entre um ponto da elipse e um ponto da
circunferéncia. Para todos os outros pontos os triangulos respetivos serdo semelhantes e de
lados paralelos. Para obter o didmetro conjugado por M tragcamos uma paralela a corda JK e
a perpendicular ML’ ao diametro e por L’ uma paralela a JJ. A paralela a corda e a paralela
a JJ’ intersetam-se em L. O outro extremo do didmetro é N que € simétrico de L
relativamente a M. Assim, se quisermos obter mais pontos da curva podemos marcar novas
cordas e proceder da mesma forma. De notar que figuras semelhantes sdo duas ou mais
figuras com propriedades geométricas iguais mas que variam de tamanho e orientacéo
espacial. Se tiverem a mesma orientacao espacial diz-se que sao figuras semelhantes e de

lados paralelos.

Por outro lado deduz-se igualmente do método de Apolonio que as tangentes a
seccdo nos extremos de um diametro, neste caso CD, sdo paralelas a direcdo das
cordas conjugadas. De facto, ao serem retas do plano a nos pontos de menor e maior cota
sdo retas horizontais e, logo, paralelas a ha. Se ndo quisermos utilizar conhecimentos da

geometria descritiva para realizar a demonstracéo, é suficiente tracar em A e B tangentes a
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base do cone que serdo paralelas a ha. Estas tangentes e VA e VB definirdo dois planos de
tangéncia ao cone. As interseccdes destes planos com o plano de seccdo a sédo as
tangentes nos pontos C e D. Como as retas de interseccdo de a e dos dois planos de
tangéncia com o plano da base do cone sao paralelas, as intersec¢des dos trés planos entre
si sdo paralelas e paralelas a ha. Este processo pode, igualmente, ser entendido como a
aplicacdo aos cones obliquos de um dos métodos mais utilizados para a determinacéo de

seccBes em cones de revolucdo, o dos planos auxiliares paralelos a base.

Fig. 2.54 — Triangulo axial com sintoma de Fig. 2.55 — Triangulo axial com sintoma de
elipse parabola

Fig. 2.56 — Tridngulo axial com sintoma de

hipérbole

E de salientar que o triangulo axial permite, através do Teorema de Tales de Mileto,
estabelecer uma série de relac6es proporcionais entre diversos elementos. Dado que GE é
paralelo a AB podemos estabelecer uma razdo de semelhanca entre os tridngulos [VGE] e
[VAB]. Assim, GE esta para GV como AB estd para AV, GE esta para EV como AB esta
para BV, GV est4 para EV assim como AV esta para VB, GE estd para AB como VG esta

para AV. E assim sucessivamente. Tal permite que a partir do conhecimentos das medidas
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de trés termos da proporcao seja determinado o quarto termo. Por outro lado, a reta HC da-
nos indicacdo, em grego sintoma, do tipo de curva conica em presenca. Considerando que
se definiu que C era um ponto da sec¢do em VA ou VB, se HC intersetar a outra geratriz do
cone em D na mesma folha deste a seccdo € uma elipse, se HC for paralelo a uma das
geratrizes VA ou VB a seccdo é uma parabola, se HC intersetar a outra geratriz na outra

folha do cone a seccédo € uma hipérbole.

Pelas propriedades antecedentes pode-se concluir que didmetros conjugados de
conicas centrais, ou seja, elipses e hipérboles, sdo aqueles em que as tangentes a conica

nos extremos de um deles séo paralelas ao outro diametro.

Fig. 2.57 — Diametros

conjugados na elipse

Entdo, numa conica central qualquer conjunto de dois didametros conjugados define
uma figura da cOnica, ou seja, o poligono que circunscreve a curva conica, definido pelas
interseccdes das tangentes nos extremos dos diametros conjugados. No exemplo seguinte,
podemos considerar como figura os poligonos [ABCD] e [OPQR]. Estes, tém igualmente a
propriedade de as suas &reas serem iguais, independentemente dos didmetros conjugados

gue estdo em causa.
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Fig. 2.58 — Duas figuras

Considerando que os eixos maior e menor da elipse sdo diametros conjugados, e
designando por a o semieixo maior e b o semieixo menor, entdo a area da figura da elipse é
4ab. A area da elipse é TTab.

S /%\ T

Area de STUV = 39.63

M

U Area de LKNM = 39.63

Fig. 2.59 — Areas iguais das figuras

Por outro lado, segundo Heath em APOLLONIUS (1896, 114-116), encontra-se

igualmente ndo sO a identificacdo da determinacdo dos focos, como também de uma
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propriedade relativas aos focos, embora sem lhes dar particular importancia, o que é
compreensivel tendo em conta que o0 método de Apoldnio se baseia no estudo de cones
obliquos, e nestas condi¢cdes, os focos ndo desempenham qualquer funcdo singular,
tratando-se quase de uma constatacdo de algo que alguém j4 teria antes demonstrado. A

referida propriedade € a que apresentamos em seguida.

| C, G J

E AD, D B \F
6

L H K

Fig. 2.60 — Focos em Apolénio

Adaptando para linguagem atual, os focos aparecem indicados em Apol6nio, como
pontos do eixo maior da elipse cujo produto das distancias de um deles aos extremos

do eixo maior é igual ao quadrado do semieixo menor.

Traduzimos assim graficamente o produto referido, rebatendo o segmento BF para
BM, constituindo o retangulo [ENMB] cuja area depois, convertendo pelo processo de
guadratura utilizado na geometria grega da antiguidade, ou seja, rebatendo EN para NO,
determinando P, ponto médio de OM, e, com centro em P, tracando o arco OQ até intersetar
o prolongamento de EN. NQ é o lado do quadrado [NQST] cuja area é igual & do retangulo.
Depois por translacdo deslocamos o quadrado para [GDD;C,] demonstrando a definicdo de

Apolénio.

Parece também estar relativamente evidente a confirmacdo de que ndo s6 na
expressao verbal, tal como se pode comprovar pela utilizagdo profusa de expressdes do tipo

o produto do segmento a pelo segmento b € igual ao produto do segmento ¢ pelo segmento

7% 0 I



d, como no préprio processo grafico, como viemos a demonstrar, 0S Pprocessos
demonstrativos de Apoldnio utilizam implicitamente, ou muitas vezes mesmo explicitamente,

0 processo de quadratura, embora tal ndo apareca explicito no texto.

Fig. 2.61 — Diametros conjugados na hipérbole

Da analise da determinacdo de diametros conjugados, e da sua utilizacdo
relativamente a elipse, podemos igualmente concluir algumas consequéncias relativas a
hipérbole, com ENRIQUES (1930, 262), salientando que, na hipérbole, em cada par de
didmetros conjugados ha um didmetro real e um idealizado, situado nos quadrantes

definidos pelas assimptotas onde nao existem pontos da hipérbole.

As tangentes nos extremos de didmetros conjugados da elipse definem a figura que,
nesse caso, € um paralelogramo. Na hipérbole da Fig. 2.61, a um diametro d; qualquer, por
exemplo a passar por CD, corresponde um didmetro conjugado que é uma reta d,. Todas as
cordas paralelas a d,, como por exemplo NU, sdo divididas ao meio pelo diametro d;.

Também a interseccdo da reta NU com as assimptotas verifica a mesma propriedade, ou
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seja NT é igual a UV. Entdo, o segmento de reta que resulta da interseccdo de uma reta
com as assimptotas da hipérbole e a corda da hipérbole contida pelo segmento sdo
bissetados por um diametro conjugado da corda, pelo que os segmentos da reta entre
os pontos da hipérbole e as assimptota sado iguais. Por outro lado, tendo em conta que
as tangentes t; e t;, em C e D, intersetam as assimptotas em [RSPQ)], pelo que definem um
paralelogramo que se pode entender como a figura da hipérbole. Ora este paralelogramo é
igualmente figura de uma elipse de didmetros conjugados d; e d,. Por outro lado, a area do
paralelogramo € igual a do retangulo [HIJK].

Como se mostra na Fig. 2.62, também na parabola uma corda é bissetada pelo
diametro conjugado. Na parabola todos os diametros tém a mesma direcao, a qual é
paralela ao eixo. A tangente no ponto D de interseccao do diametro com a parabola é

paralela a corda.

Fig. 2.62 — Corda e didmetro conjugado na Fig. 2.63 — Tangentes nos extremos de

parabola uma corda de qualquer conica

Por outro lado, como se pode concluir através das Fig. 2.62 e Fig. 2.63, em todas as
conicas as tangentes t; e t; no extremo de uma corda intersetam-se num ponto | da
reta que contém o diametro conjugado. No caso da parabola o ponto D é o ponto médio

de IM e a tangente t; em D € paralela & corda AB.

Como a parabola passa em P,, o ponto médio do segmento MI, é designada como
discriminante projetivo de todas as conicas que tém AB como corda. Se a curva passa
entre M e P, ou para além de M na mesma reta € uma elipse e se passa entre P, e | é uma

hipérbole.
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DISCRIMINAN
MP2=P2I

PROJETIVO

Pl, Ql, A e B - pontos da elipse
P2, Q2, A e B - pontos da parabola
P3, Q3, A e B - pontos da hipérbole

LIMING, 1979, 114

Fig. 2.64 — Discriminante projetivo das cénicas

2.10. IDENTIFICAGAO DO TIPO DE CURVA CONICA

Embora ndo conste na revisdo de literatura efetuada, tendo em conta as
propriedades anteriormente descritas, concluimos que € possivel proceder a identificagdo do
tipo de curva cénica, conhecida graficamente uma parte da curva e sabendo que se trata de

uma curva conica.

Tal conclusdo tem diversas aplicagbes quando se trabalha com imagens,
designadamente nos tracados em que se conhece uma parte da curva ou em restituicdo
perspética. O método tem ainda a vantagem de ser generalizavel a qualquer dos diferentes
tipos de cénicas ndo degeneradas. Traca-se dois pares de cordas paralelos. Une-se por
uma reta os pontos M e N, pontos médios de um dos pares de cordas, e por outra reta M; e
N;, pontos médios do outro par de cordas. Se as retas forem paralelas, a curva é uma
pardbola, e as retas definem a direcao do eixo. Se as retas se intersetarem interiormente a
curvatura da curva esta € uma elipse. Se as retas se intersetarem exteriormente a curvatura

da curva € um ramo de hipérbole.



Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Cénicas:
Os seus Tracados Geométricos e Aplicacoes no Design.

Fig. 2.65 — Parabola Fig. 2.66 — Elipse Fig. 2.67 — Hipérbole

O ponto de interseccdo das duas retas, quando existe, € o centro da curva, e esta €

uma das conicas centrais.

2.11. CIRCUNFERENCIA DE MONGE

- 1

Fig. 2.68 — Elipse e circunferéncia de Monge
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Em LADEGAILLERIE (2003, 452), encontra-se a definicdo de circunferéncia de
Monge, C,, ou curva ortéptica. A designacdo ortéptica resulta da definicdo dos pontos a
partir dos quais se vé as tangentes a uma curva formarem angulos retos. Assim a
circunferéncia de Monge é a que, relativamente as cénicas centrais, é o lugar geométrico
dos pontos a partir dos quais se pode tracar tangentes a curva conica, t; e t,, que sao

perpendiculares entre si.

No caso da parabola a circunferéncia é substituida por uma reta, a diretriz.

Fig. 2.69 — Hipérbole e circunferéncia de Monge

Fig. 2.70 — Parabola e curva ortoptica
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A partir das propriedades descritas na literatura fomos analisar as relacdes de cada
uma das curvas conicas centrais, elipse ou hipérbole, com a outra que tem a mesma figura,
ou seja, 0s mesmos eixos, concluindo que a circunferéncia de Monge da elipse passa nos
focos da hipérbole e que a circunferéncia de Monge da hipérbole passa nos focos da elipse.
Tal permite construir qualquer das curvas referidas a partir da outra que Ihe esta associada,
designadamente através das tangentes envolventes. Se modificarmos sucessivamente a

posicao do ponto P da circunferéncia de Monge podemos obter todas as tangentes a curva.

No caso da pardbola esta relacdo dual estabelece-se através do foco com a diretriz
pois a corda definida pelos pontos de tangéncia das tangentes a partir de um ponto da
diretriz passa no foco. Por outro lado, como se enunciou anteriormente, se projetarmos um
ponto da parabola sobre a diretriz e tragarmos o segmento de unido desse ponto ao foco, a
sua bissetriz, ou seja, a sua perpendicular ao meio, € a tangente que passa no ponto da

parébola.

2.12. PROPORCIONALIDADE ENTRE CORDAS PARALELAS

Encontra-se igualmente na literatura consultada referéncias diversas a uma
propriedade enunciada por Newton aplicavel a todas as curvas algébricas, e portanto

também as conicas.

A propriedade enuncia que se, como na figura, tragarmos uma corda da conica DE e
intersetarmos com outras duas cordas paralelas FG e 1J, com intersecc¢do respetivamente
em K e H, verifica-se que DK.KE/FK.KG=DH.HK/IH.HJ, ou seja, o produto das distancias
dos extremos da corda de referéncia a intersecgcdo com a primeira corda a dividir pelo
produto das distancias dos extremos dessa corda até a intersecc¢do é igual ao produto
dos segmentos dos extremos da corda de referéncia até a intersec¢cdo com a segunda
corda paralela a dividir pelo produto dos segmentos medidos desde os extremos da
segunda corda até a intersecc¢do, sendo este valor constante para todas as cordas

paralelas.

Referimos aqui esta propriedade ndo a pensar na sua aplicacdo algébrica, o que
estaria em contradicdo com a metodologia aplicada neste texto, mas antes antevendo
potencialidades de investigacdo utilizando os procedimentos graficos das quadraturas.
Lembremos a propésito que o produto de dois segmentos pode ser expresso pela area de

um retangulo, o que permite a determinacao gréfica das dimensbes e trabalhar com elas.
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Fig. 2.71 — Propriedade de
proporcionalidade

2.13. ARELACAO ELIPSE - HIPERBOLE

Segundo HATTON (1920, 165-175) a relacdo entre a elipse e a hipérbole é
estabelecida algebricamente através de nUmeros imaginarios, ou seja, a cada ponto da
elipse corresponde um ponto da hipérbole expresso em ndmeros imaginarios e vice-versa.

Tal permite que através dos pontos de uma das duas curvas se possa obter a outra.

Tal relacédo corresponde graficamente ao tracado de uma hipérbole que tem como
definidora o retangulo envolvente de uma elipse cujas diagonais definem as assimptotas da
hipérbole, ou de uma elipse cujas diagonais do retangulo envolvente sao as assimptotas de

uma hipérbole sendo comuns os eixos e 0s vértices das duas curvas.

A partir desta propriedade, pudemos deduzir que é possivel encontrar uma forma
operativa para a partir de uma curva determinar a outra. Um procedimento possivel parte da
circunferéncia de Monge C,, que aqui apresentamos relativa a elipse. Como podemos
comprovar, apesar de nao referido na literatura consultada, a circunferéncia de Monge da
elipse passa nos focos da hipérbole e nos vértices do retangulo que define a figura
comum a elipse e a hipérbole. Por outro lado, tal como constatamos no ponto anterior
relativo & circunferéncia de Monge, na sua aplicacdo a hipérbole, este passa nos focos da

elipse.



Fig. 2.72 — Relacéo elipse — hipérbole por nimeros imaginarios

Tal permite-nos enunciar outra propriedade que ndo encontrdmos reproduzida na

literatura:

- a circunferéncia de Monge, ou seja, a circunferéncia ortéptica de uma conica
central passa nos focos da outra conica central que tem a mesma figura e o mesmo

eixo principal.

Também foi estudada a relagdo entre elipse e hipérbole sendo as curvas definidas
por dois didmetros conjugados comuns, ou seja, através do paralelogramo que define a
figura comum as duas curvas conicas, tendo-se concluido que tal é impossivel porque os

dois segmentos ndo sao didmetros conjugados comuns as duas curvas.

Na fig. 2.73 a partir dos didmetros conjugados da elipse assim como da sua figura o
paralelogramo [ABCD], estabeleceu-se relacdo com pontos da hipérbole e com o diametro
comum a elipse e a hipérbole. Foi analisada a hipétese de as retas r; e r, serem as
assimptotas tendo-se comprovado que a hipotese era falsa. Lembre-se que na Fig. 2.61 o
ponto N ndo pertence a reta RQ, pelo que na Fig. 2.73 a figura da elipse ndo é figura da

hipérbole.
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Fig. 2.73 — Elipse e hipérbole por didmetros conjugados

2.14. PROPRIEDADES REFLEXIVAS DAS CONICAS

H& na literatura referéncias diversas a métodos construtivos das curvas conicas
utilizando materiais fisicos como fios, réguas ou estacas, assim como se encontram diversas
referéncias ao recurso a maquinas expressamente construidas para desenhar curvas
conicas e ainda a métodos construtivos com origem nas propriedades fisicas destas curvas,
designadamente as reflexdes ou as dobragens, normalmente associadas as propriedades
fisicas focais das curvas, designadamente a reflexdo da luz e outras radiagbes. N&o
desenvolveremos tal tema por, na maioria das situagdes, envolver o estudo de propriedades
fisicas que implicariam o enquadramento tedrico adequado, o que ultrapassa o ambito deste
trabalho. No entanto, ndo deixaremos de enunciar em termos gerais tais principios e
aplicacbes praticas sempre que se entenda adequado. Nesse sentido, abordaremos

seguidamente, de forma sucinta, as propriedades reflexivas das curvas conicas.

Se sobre um ponto de uma cénica central, elipse ou hipérbole, incide um raio vetor
com direcdo que passe num dos focos, ele reflete-se na direcdo que une o ponto ao outro

foco. No caso da parabola, existindo apenas um foco, os raios incidentes paralelos ao eixo
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refletem-se na direcdo do foco e, inversamente, os raios com dire¢cdo a passar no foco

refletem-se na curva paralelamente ao eixo.

Fig. 2.74 — Elipse Fig. 2.75 — Parébola Fig. 2.76 — Hipérbole

Se o raio incidente tiver uma dire¢do qualquer, incidindo neste caso num ponto
designado por C, o angulo que forma com o segmento que une o ponto de incidéncia ao
foco é igual ao angulo que o raio refletido forma com o segmento, ou 0 seu prolongamento,
gue une o ponto ao outro foco, no caso das conicas centrais, e na parabola os angulos que
os raios incidente e refletido formam com a paralela ao eixo a passar em C, e a reta FC, séo

iguais.

Tais propriedades séo validas tanto para incidéncias interiores como para incidéncias
exteriores a curva e sdo confirmaveis através da determinacao da tangente e da normal, a
perpendicular a tangente, num ponto da curva. Os angulos do raio incidente com a normal
ou com a tangente séo iguais aos do raio refletido com a reta em causa. As propriedades
reflexivas tém aplicac@o pratica designadamente na reflexdo de luz, tanto natural como
artificial, de radiacdo, como por exemplo as ondas radio, e no impacto de objetos em

movimento com superficies.
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2.15. CONCLUSAO

Como se pode comprovar, da diversidade de propriedades das conicas enunciamos
apenas algumas, as de que ja identificamos aplicacbes nos tracados praticos ou que
antevemos possibilidades de exploracéo futura.

Neste capitulo foram abordados os conceitos e propriedades que fundamentardo os
tracados graficos no capitulo seguinte. Para tal procurou-se abordar de forma coerente e
sequencial conhecimentos oriundos de fontes e perspetivas diversas, cruzando métodos e
processos para analisar coeréncias, potencialidades de investigacéo e aplicacdes praticas.
Para tal enunciam-se as metodologias praticas utilizadas por forma a tornar percetivel a
abordagem de alguns temas que usualmente n&o sdo referidos na literatura, porventura por
serem dados como adquiridos, mas que induzem a hiatos no conhecimento ou, pelo menos,

na sua exposicao.

Ficou evidente ao longo do estudo efetuado que as conicas, se exigem um forte
suporte tedrico escrito, ndo dispensam a sua componente grafica, pois a explanacao escrita
ndo é suficiente para a exposicdo de todos o0s aspetos da questdo e, muito menos, para
evidenciar novas propriedades, tal como se comprova com a propriedade que enunciamos
sobre o foco em projecdo no plano da base, que € de origem visual e gréfica e, portanto, de
dificil intuicdo tedrica verbal ou analitica. Constatou-se igualmente a existéncia de novas
potencialidades no estudo das conicas, relacionadas com a utilizagdo de meios informaticos,
permitindo processos graficos mais expeditos, e em especial o recurso a programas de
geometria dindmica, por permitirem analisar, através da alteracdo dos dados, a

aplicabilidade de processos ou até a comprovacao de enunciados teoricos.

De forma implicita, procurou-se encontrar uma explicacdo para o quase exclusivo
estudo das seccOes coOnicas a partir de cones retos. Parece ser evidente que, a
preponderancia do tratamento algébrico pela maioria dos matematicos leva a maior
facilidade de trabalhar com as propriedades relativas aos focos das curvas conicas e, logo,
com 0s eixos das curvas conicas. Concluiu-se que, quando se analisa as sec¢des em cones
obliquos, estas, na maioria dos casos da sua determinagdo pratica, apresentam-se por
didmetros conjugados, ndo representando os eixos e 0s focos qualquer papel particular na
determinagdo geométrica da coénica. Pode concluir-se, portanto, que um exclusivo
tratamento algébrico pode ser fortemente limitador nas aprendizagens iniciais e no

desenvolvimento da investigacdo aplicada.

As propriedades destas curvas descritas neste capitulo sdo apenas algumas das
mais conhecidas e utilizadas, escolhidas de entre um conjunto imenso, para fundamentarem

a execucdo dos tracados que no capitulo seguinte se apresentam. Da pesquisa, efetuada a
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livros e artigos de revistas cientificas, conclui-se existir uma infinidade de propriedades ja
estudadas, mas por vezes pouco divulgadas, ou até esquecidas, estando o tema das
cbnicas longe de esgotado, apesar de tal ideia se poder por vezes subentender. Neste
processo de investigacdo igualmente se criou a convic¢do que ha muitas propriedades das
cbénicas por descobrir, e possivelmente angulos novos de abordagem, e que o
desenvolvimento cientifico e tecnoldgico trara no futuro. Assim, além de estar longe de ser

um tema fechado, € um tema central e aplicavel numa diversidade de areas.

Neste capitulo questiona-se, igualmente de forma implicita, o limite da geometria
euclidiana e da sua axiomatica, quando a proposito das secgdes em superficies conicas de
diretriz em curva conica fomos conduzidos a ter em conta pontos de intersec¢do de retas,
geratrizes, paralelas ao plano da diretriz, com a propria diretriz, caminho esse ja
anteriormente percorrido por diversos matematicos, mas do qual ndo conhecemos outra
expressao grafica, em geometria descritiva. Talvez esteja aqui igualmente a resposta a
qguestdo de saber qual a razdo de ndo se encontrar na literatura referéncias as seccdes em
superficies conicas com diretriz em curva coénica qualquer, quando a sua necessidade é
Obvia pois, se numa superficie conica de diretriz circular podemos obter qualquer curva
conica como seccdo, entdo essa seccdo pode passar a ser considerada como diretriz da

superficie.

Concluiu-se ainda as curvas conicas resultam da seccdo plana em superficies
conicas, de vértice proprio ou impréprio, retas ou obliquas, de diretriz circular, podendo
igualmente ser obtidas em superficies conicas tendo como diretriz qualquer curva conica
ndo complanar com o vértice. Paralelamente, e através de um problema concreto, o das
seccdes antiparalelas, concluiu-se da utilidade de, no estudo das secc¢fes conicas, consultar
tanto os textos tedricos como os de aplicacdo pratica, pois estes, por vezes, levam a
contributos para a teoria, conclusdo que se considera poder ser generalizavel quando

abordamos a geometria com métodos essencialmente geométricos.

O estudo das conicas por Apoldnio, ao introduzir os cones obliquos e o duplo cone,
modificou de forma indelével a forma como as conicas eram entendidas e abriu um campo
de desenvolvimento no conhecimento destas curvas com repercussao durante todo o
periodo histdrico decorrido até hoje, de tal forma que é incontornavel no estudo das coénicas,
sobretudo por alargar o ambito de estudo aos cones obliquos enunciando igualmente a

existéncia do cone duplo.

O teorema de Dandelin representou, a época, um enorme avango no conhecimento e

ainda hoje é de grande utilidade pratica. Tem no entanto a limitacdo de sé se aplicar as
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superficies conicas de diretriz circular em que o vértice se situe sobre a perpendicular ao

plano da diretriz e que passa no centro desta e ndo as restantes superficies conicas.

Neste capitulo enuncia-se igualmente uma propriedade que n&o encontrdmos
descrita na literatura, relativa a proje¢éo do eixo do cone reto e da secc¢ao no plano da base,
com potencialidades de aplicacao pratica, e que pode ter implicagdes no aprofundamento do
conhecimento de como e quando os focos foram descobertos.

E igualmente apresentada uma propriedade da parabola que tem raras referéncias
na literatura, e por vezes incompletas, mas de grande utilidade porque permite simplificar os

tracados graficos em iniUmeros problemas concretos.

Foram analisadas as duas coénicas centrais, elipse e hipérbole, que apesar de se
situarem em posicbes opostas relativamente ao discriminante projetivo, tém muitas
propriedades comuns, 0 que permite a sua inter-relacdo e a determinacdo de uma delas a
partir da outra. De uma propriedade de Hatton muito pouco divulgada, por se referir a outro
contexto, o do tratamento algébrico das cénicas, concluiu-se da sua aplicabilidade para a
partir do tracado da elipse se obter o tracado da hipérbole com igual figura. Desta relagéo
resultou o enunciado de uma propriedade que nao encontrdmos descrita na literatura e que
é: a circunferéncia de Monge de uma das coénicas centrais passa nos focos da outra conica

central que tem a mesma figura.

Este ponto de conclusGes ndo fica completo sem se indicar que, no contexto da
investigacdo sobre as propriedades das curvas conicas que acabamos de descrever, como
em inUmeras outras situacdes relativamente ao estudo das conicas, ha potencialidades a
explorar na investigacao, através do cruzamento de conhecimentos de épocas diferentes e,
igualmente de contextos tedricos e de aplicacédo pratica diferentes, estando o tema longe de
esgotado, antes, pelo contrario, surgindo constantemente novo conhecimento tedrico e

aplicacdes praticas.
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3. DA GEOMETRIA DAS CONICAS AOS TRACADOS GRAFICOS

Decorrendo das definicbes e propriedades das conicas, algumas das quais
enunciamos no capitulo anterior, podem deduzir-se diferentes constru¢bes, muitas vezes
encarados como mera aplicagdo pratica. Nao obstante, verificou-se que estes tracados, pela
sua intima ligacdo com o suporte tedrico, constituem também constru¢cdes mentais,
propiciadoras da elaboracdo de raciocinios logico-dedutivos, com desenvolvimento do
processo cognitivo e na construcdo da imaginacdo criadora, sempre que sejam objeto de
uma correta aprendizagem que ndo se resuma aos proprios tracados como instrumento para
resolucdo de problemas caso a caso. Por outro lado, a resolucdo de diversos problemas
levou a reconsideragfes do suporte tedrico e da sua explanagéo e até, em alguns casos, a
enunciacdo de novas propriedades. Assim, procuraremos fazer acompanhar as diversas

construcdes da fundamentacgéo tedrica subjacente.

3.1. OS TRAGCADOS DE CONICAS DADOS OS EIXOS E OS FOCOS

Os tragados mais utilizados, a régua e compasso, e decorrentes da geometria plana,
utilizam os eixos e os focos para a construcdo gréfica, sendo as curvas obtidas ponto a

ponto.

P P4
A[ F; F2\B

Fig. 3.1 — Construcdo da elipse sendo dados os
P2 P3 eixos maior AB e menor CD




A elipse é definida pelos seus eixos, que sdo perpendiculares entre si, e centrados
um relativamente ao outro, situando-se os focos no eixo maior, e a distancia de um foco ao
extremo do eixo menor € igual a metade do eixo maior. Tal decorre de que a soma das
distancias de qualguer ponto da elipse aos dois focos seja igual ao eixo maior. Sendo F; e
F, os focos, CF; e CF, sdo iguais a metade do eixo maior. Para obter novos pontos da
elipse marca-se um ponto R qualguer no semieixo maior, e com a medida de RA traca-se
arcos com centro em F; e F, acima e abaixo do eixo maior. Com a medida RB traca-se
arcos com centro em F; e F, a intersetar os arcos anteriores sendo P,, P,, P; e P, pontos da
elipse. Para determinar mais pontos da elipse define-se outro ponto R qualquer no eixo
maior e repete-se 0 processo.

Fig. 3.2 — Construgdo da parabola sendo dados o foco F e a

diretriz d

Os pontos da parabola satisfazem a condi¢do de que a sua distancia ao foco é igual
a distancia do mesmo ponto a diretriz. Assim traca-se um arco, com centro no foco F, acima
e abaixo do eixo e um raio r qualquer, e uma paralela a diretriz a distancia r desta. As
intersecgbes do arco com a paralela sdo pontos da pardbola. Repete-se 0 processo com

outra medida r para obter novos pontos.

P P4

Fig. 3.3 — Construcdo da hipérbole sendo dados a

distancia focal F,F, e o eixo transverso AB
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A hipérbole é definida pela condicdo de que a diferenga das distancias de qualquer
dos seus pontos aos dois focos ser igual ao eixo transverso, ou seja, a distancia entre os
dois vértices A e B dos dois tramos da hipérbole. Assim, marca-se R, sobre o eixo e fora do
eixo transverso, e com raio igual a distancia RA e com centro em F; e F, traca-se arcos
acima e abaixo do eixo. Depois, com raio igual a RB, traga-se novos arcos com centro em F;
e F, a intersetar os anteriores definindo Py, P,, P; e P, pontos da hipérbole. Para obter mais

pontos da curva procede-se da mesma forma com R a outra distancia.

Se tragcarmos o circulo que passa nos focos e as tangentes nos vértices A e B e
intersetarmos as tangentes com o circulo obtemos pontos das assimptotas a; e a,, retas que
passam no centro e nos pontos de interseccdo. Estas, como sera apresentado
posteriormente, podem ter especial interesse na construcdo das hipérboles em
determinadas condigoes.

Da mesma forma o tracado de tangentes a estas curvas € usualmente descrito com
recurso aos focos das curvas e, em regra, apenas para o tracado de tangentes em pontos
da curva, pois ndo permite o tragado de tangentes a partir de um ponto exterior ou as

tangentes paralelas a uma direcdo dada, sem recorrermos a outras propriedades das
{
P
/ F2

Fig. 3.4 — Tangente e normal Fig. 3.5 — Tangente Fig. 3.6 — Tangente num

conicas.

t
F e

num ponto da elipse num ponto da pardbola ponto da hipérbole

Na elipse a normal € a bissetriz do angulo F;PF, e a tangente & perpendicular a
normal. A tangente num ponto da pardbola é a bissetriz do angulo de PF com a
perpendicular a diretriz que passa em P, na hipérbole a tangente é a bissetriz do angulo

F1PF,.
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3.2. ANALISE DA UTILIZACAO MAIS GENERALIZADA DAS CURVAS CONICAS

Importa agora referir as possibilidades de utilizacdo das curvas cénicas na prética e
de forma mais generalizada. Embora os tracados até aqui referidos sejam os de utilizacédo
mais frequente, por serem 0s mais conhecidos, séo por vezes inadequados, atendendo aos
dados ou condi¢Bes concretas de resolucdo dos problemas. H& diversos outros tracados
dos quais referiremos de seguida alguns, aqueles que o desenvolvimento do trabalho

demonstrou serem de mais utilidade ou com implicacBes em outros niveis de teoricos.

A abordagem do tema curvas conicas implica, segundo IZQUIERDO ASENSI (1985,
199 a 201), utilizar o método das constru¢cfes homoldgicas. Este método implica um
estudo mais aprofundado da geometria projetiva em geral. Dado que a exposi¢do do tema
ultrapassa o ambito deste trabalho, limitar-nos-emos a enunciacdo e representacdo de
algumas propriedades com aplicagdo pratica mais evidente, tendo, no entanto, em conta a
necessidade de fundamentar os tracados propostos. Nao obstante, indica-se na bibliografia
geral diversos textos que permitem o aprofundamento do tema e saber do estado atual do

conhecimento nesta area.

E perfeitamente claro dos textos dos diversos autores, como por exemplo
IZQUIERDO ASENSI (1985) ou RICCA (2000), que as curvas conicas estdo no centro das
regras das construgbes projetivas. Por outro lado, a geometria projetiva permite o
desenvolvimento conceptual e a resolugdo tedrica de problemas independentemente dos
tracados, embora utilize procedimentos que foram desenvolvidos inicialmente, no concreto,
para a utilizagdo em construgdes a régua e compasso ou na sua traducdo algébrica. A
prova-lo, por exemplo, esta o facto de se evitar na préatica a utilizacdo das proprias curvas
conicas como auxiliares na resolucdo de problemas. Até ao advento da computagéo gréfica,
a construcdo gréafica das curvas em geral e, portanto, também das coénicas, era ponto a
ponto, com régua e compasso e, assim sendo, a forma grafica das curvas, salvo a
circunferéncia, tinha limitacdes de rigor por obrigar a representacdo aproximada dos pontos
intermédios entre dois pontos determinados ou a sua determinagcdo por interpolacdo ou
outro processo. Hoje, com os meios informaticos disponiveis, e com o aprofundamento
tedrico entretanto operado, a relevancia pratica das construgbes projetivas, nas mais
diversas areas, € inquestionavel, ndo obstante ser, na maioria dos casos, desenvolvida
apenas na sua forma algébrica, em geometria analitica. Tal facto, para todos os que
trabalham com imagens, é uma forte limitacao, pelo que aqui pretendemos contribuir para a

divulgacao e aprofundamento dos conhecimentos nesta area.

Para definir procedimentos expeditos para a constru¢cdo de curvas coénicas, para
além das questfes relativas ao encontrar de respostas praticas a partir da fundamentacéo

tedrica, a razdo mais importante que dificulta a utilizacdo de tal metodologia com recurso a
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programas informaticos de uso corrente, é que estas constru¢cdes homoldgicas em inUmeras
situacdes vao dar origem a uma qualquer das curvas conicas, sem permitir determinar
previamente o seu tipo. Ora, os programas informéticos de uso mais diversificado no
desenho técnico por utilizagdo direta dos icones dos menus sO permitem, em regra, a
construcdo da elipse, conhecidos os eixos, sendo a pardbola e a hipérbole construidas
ponto a ponto e definidas por um conjunto de pontos e, por vezes, respetivas tangentes, ou
seja, sdo de construgdo aproximada. Tal dificuldade pode ser ultrapassada construindo
previamente uma parabola qualquer definindo o seu eixo e distancia focal e depois por
rotacdo do eixo e fazendo zoom, ou seja, aplicando a relagdo de semelhanca a sua
distancia focal obtemos a pardbola pretendida. Para a hipérbole podemos proceder da
mesma forma que para a parabola, rodando o eixo e adaptando a escala pretendida, por
exemplo, ou o eixo transverso ou a distancia focal de uma hipérbole previamente desenhada
e, depois, por procedimentos que descreveremos mais a frente, determinar a hipérbole
pretendida, de acordo com a outra das dimensdes referidas. De notar, igualmente, que tanto
a parabola como a hipérbole tém ramos que se prolongam até ao infinito e estamos a referir
tracados ponto a ponto apenas de partes das referidas curvas. Assim, havera que ter
sempre em conta a necessidade de garantir que, na parte da curva representada, os pontos
mais préoximos dos extremos tém uma determinacdo o mais rigorosa possivel e as tangentes

nesses pontos tém a direcdo adequada.

As consideragfes feitas anteriormente sdo apenas a constatacdo de algumas
dificuldades préticas, pelo que diversas construcdes s&8o apresentadas neste texto,
atendendo ao interesse tedrico e tendo em conta que permitem procedimentos praticos da
geometria plana, tanto nos tragados de lapis e papel, como na utilizacdo com programas
informaticos, ou seja, construir graficamente no computador com as ferramentas mais
difundidas e admitindo que, num futuro proximo, programas informaticos de uso vulgarizado
passem a incluir op¢bes de construcdo das curvas conicas em geral, designadamente com

recurso as cinco condicdes, tema que sera desenvolvido mais a frente.

3.2.1. DETERMINACAO DO CENTRO E DOS EIXOS DAS CONICAS

Vamos agora proceder a determinacdo dos elementos definidores de uma conica
conhecida esta graficamente. Relembre-se que, no capitulo anterior, no ponto 2.10.,
abordou-se o caso de existir apenas 0 conhecimento grafico de um troco da curva, sabendo
gue € uma conica, e a partir dai proceder a determinacdo do tipo de curva em presenca,
tendo-se concluido que o fundamento tedrico depende da prépria determinacdo do centro,
da sua existéncia ou ndo em geometria euclidiana, e da posicdo deste relativamente a

curva. Desenvolvendo o processo referido, e concretizando-o para o caso de serem
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conhecidas zonas da curva que incluem os vértices, procede-se em seguida a determinacao
do centro, caso exista, e dos eixos da coénica, tendo em conta que tal determinacédo tem
interesse no desenvolvimento da exposicdo da passagem da teoria a prética, mas

igualmente tem aplicacdo direta, por exemplo, nos problemas de restituicdo perspética.

3.2.1.1. DETERMINAGAO DO CENTRO DE UMA CONICA QUE E DADA GRAFICAMENTE

Para a determinacdo do centro, conhecida graficamente a conica, tracam-se duas
cordas paralelas AB e CD e os seus pontos médios M e N. A reta MN é diametral. Se a
curva for uma conica central, elipse ou hipérbole, a reta interseta a curva em dois pontos E e
F que definem o didmetro e o centro O é o ponto médio de EF. Se a curva € uma parabola a
reta MN s0 interseta a curva num ponto e, ndo existindo centro, tragamos uma perpendicular
a reta, a qual interseta a parabola segundo a corda EF. No ponto P, ponto médio da corda
tracamos uma paralela a MN, que é o eixo e da pardbola, o qual interseta a curva no seu
vértice V.

u B
D
Fig. 3.7 — Centro da elipse Fig. 3.8 — Centro da hipérbole

Fig. 3.9 — Eixo e vértice da parabola
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3.2.1.2. DETERMINACAO DOS EIXOS DAS CONICAS CENTRAIS DADAS
GRAFICAMENTE

Conhecida a curva graficamente e o seu centro O procede-se a determinacdo dos
eixos de acordo com CUNHA (1982, 158, Fig. 6.42a), onde se encontra o procedimento
seguinte aplicado a elipse, mas generalizavel a hipérbole. Traca-se uma circunferéncia com

um didmetro qualquer e que intersecte a conica. Os pontos de intersec¢do definem um

retangulo [ABCD] cujos lados sdo paralelos aos eixos.

Fig. 3.10 — Eixos da elipse Fig. 3.11 — Eixos da hipérbole

3.3. GEOMETRIA PROJETIVA, CONCEITOS DE HOMOLOGIA E AFINIDADE

Tendo em conta o contexto descrito na revisdo de literatura, e a praticamente
inexistente formag&o em geometria projetiva atualmente em Portugal, propomo-nos enunciar
parte dos fundamentos da Geometria Projetiva e passar de seguida as aplicacdes praticas.
Seguiremos a metodologia de apresentacdo que ja utilizamos em COSTA (2005),

adaptando-a e atualizando-a de acordo com 0s objetivos deste texto.

Assim, e de acordo com IZQUIERDO ASENSI (1985, 66, fig. 4.5.) define-se a
existéncia de homologia entre os triangulos da Fig. 3.7, com centro de homologia em O e
eixo de homologia r, dado A, se A’ for o correspondente e, logo, B corresponder a B’e C a
C’. Segundo IZQUIERDO ASENSI (1985, 67, fig. 4.6.) a homologia é afim, ou simplesmente
afinidade, quando, em vez de um centro, tivermos uma direcdo d de afinidade. Nas
aplicacGes praticas em geometria euclidiana tal corresponde, respetivamente, a projecao
central ou conica e a projecao paralela ou cilindrica, ou seja, nas aplicacdes praticas mais

usuais, as projecdes ortogonais e axonometrias.
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Fig. 3.12 — Homologia Fig. 3.3 — Afinidade
A
C
B
B
C!
A’
Fig. 3.14 — Homotetia Fig. 3.15 — Simetria polar
A
A
B
B
M P PN M
e e
B B’
A A

Fig. 3.16 — Simetria por afinidade Fig. 3.17 — Simetria por afinidade obliqua

ortogonal
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A homotetia é um caso particular da homologia, implica a semelhanca de figuras e
em que os lados retos das figuras se mantém paralelos aos correspondentes da homotética.
Ainda, como casos particulares, temos a simetria polar, derivada da homologia, e as
simetrias afins, de direcdo obliqua ou ortogonal. A homotetia permite aplicacbes como o
escalar dimensional das figuras geométricas, e correspondendo a um desenvolvimento do
teorema de Tales, tem aplicacdo, por exemplo, na determinagdo da direcdo de uma reta
conhecido um ponto dela e sabendo que a reta € concorrente com outras duas num ponto
situado fora dos limites do desenho, as simetrias obliquas aplicam-se, por exemplo, na
representacdo de figuras geométricas em axonometria. Na homologia designa-se por Pélo o
centro O da relacdo homoldgica e polar a reta r que intermedeia a relagdo homoldgica.

Fig. 3.18 — Determinacdo por homotetia da

concorréncia de retas fora do desenho

Um problema muito frequente em geometria projetiva, em funcédo dos dados, é a
necessidade de determinar pontos de concorréncia de feixes de retas e, por vezes, no
desenho a papel e lapis, o ponto de concorréncia situa-se fora do desenho, ou, no desenho
com programas informaticos, o ponto esta fora do ecrd, tornando pouco pratica a sua
determinacgéo. Este problema pode ser resolvido determinando a direcdo de cada reta, pelo
que o problema se passa a enunciar com sendo dadas duas retas a e b e um ponto P e
pretendendo-se a determinagdo da reta ¢ que passa em P e é concorrente com a e b no
ponto de concorréncia destas. Tragca-se duas paralelas, com qualquer direcdo, que
intersectem a e b respetivamente nos pontos A, A’e B e B’. Constroi-se o triangulo [PAB] e
0 seu semelhante e de lados paralelos [P'’A'B]. PP’ define a reta c pretendida. A
fundamentacédo deste método pode ser demonstrada por desenvolvimento do teorema de

Tales e pela homotetia estabelecida entre os dois triangulos.

As transformacdes geomeétricas descritas, acompanhadas da rotacdo e translagéo,

constituem o fundamental das operacdes que podemos realizar com as figuras geomeétricas.
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3.3.1. OPERACOES HOMOLOGICAS APLICADAS A CIRCUNFERENCIA

~| Fig. 3.19 — Circunferéncia e quadrado

As operacdes seguintes sdo apresentadas para possibilitar
uma melhor compreenséo da ligagcéo das regras e processos da
geometria projetiva com a obtencéo gréfica de figuras geométricas.
Estes exemplos foram obtidos a partir de uma circunferéncia e de
um quadrado que a circunscreve, e respetivas medianas e
diagonais, com programa informatico que cria um bloco Unico de
todos os elementos e aplicando a operagdo em simultaneo a todos
os elementos do bloco. Se todos os pontos da figura forem sujeitos
as mesmas transformacdes geométricas, a mesma homologia, a
deformacéo da circunferéncia €, nos casos exemplificados, uma
elipse, podendo-se obter igualmente parabolas ou hipérboles ou
até curvas degeneradas. E acrescentado na Fig. 3.19 e), como
exemplo, um cilindro reto de base eliptica que é seccionado
obliqguamente. A secgéo continua a ser uma elipse. Para completar
a exemplificacéo na Fig. 3.19 f) o quadrado envolvente foi
deformado apenas por deslocacao de um dos seus vértices nao
aplicando a transformac&o a toda a figura. E 6bvio que a curva

resultante ndo é uma curva conica.

(f0)

Fig. 3.19 e)

L5

Fig. 3.19 a)

Q)

Fig. 3.19 b)

7

Fig. 3.19 ¢)

.

Fig. 3.19 d)

IONVAN

D~ \ U\

Fig. 3.191)

ho
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3.3.2. O TRAGCADO DE TANGENTES AS CONICAS DEFINIDAS GRAFICAMENTE
UTILIZANDO METODOS PROJETIVOS

Como veremos, alguns dos problemas centrais do trabalho com as cénicas tém a ver
com a sua prépria definicdo por pontos e tangentes. Assim, em seguida, propomo-nos
abordar o tracado de tangentes as coénicas por um método projetivo, pelas diversas
consequéncias praticas que permite, designadamente na definicdo da propria conica e pelo

papel que desempenham nos tracados.

O tracado de tangentes a coénicas é igualmente um problema relevante porque, por
exemplo, a tangente a uma elipse a partir de um ponto exterior pode corresponder a
representacdo dos contornos aparentes de um cone em axonometria ou em perspetiva
conica. Refira-se que, no procedimento usual em geometria descritiva, a determinagédo dos
contornos de um cone, com base circular ndo paralela aos planos de projecdo, ou seja, em
projecéo, uma elipse, implica fazer passar pelo vértice uma reta projetante relativamente ao
plano de projegéo, determinar o ponto de intersec¢do da reta com o plano, rebater esse
ponto e a base, determinar as tangentes a circunferéncia a partir do ponto rebatido, e os
respetivos pontos de tangéncia. Inverte-se o rebatimento dos pontos e unem-se ao vértice
obtendo os contornos de visibilidade. Como se comprova € um procedimento moroso e com
diversos passos. Da mesma forma, os tracados de tangentes a elipses paralelas a uma
direcdo dada podem corresponder a representacdo dos contornos aparentes de um cilindro
nas condicdes de representacdo descritas. Ou seja, sdo problemas com interesse pratico,
de resolucao complexa pelos métodos mais usuais, e para 0S quais aqui se procura,
adaptando processos documentados na bibliografia, criar solugdes gréficas de aplicacdo

geral simples, pela generalizagdo de regras tedricas de procedimento geométrico.

3.3.2.1. TRACADO DAS TANGENTES A UMA CURVA CONICA CONHECIDA
GRAFICAMENTE, A PARTIR DE UM PONTO P EXTERIOR

t4

t2

Fig. 3.20 a) — Elipse Fig. 3.20 b) — Parabola Fig. 3.20 c) — Hipérbole
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to

P
W | N
Fig. 3.20 d) — Método alternativo

Adaptadas a partir de IZQUIERDO ASENSI (1985, 103), estas constru¢des baseiam-
se nos conceitos de geometria projetiva de Pélo e polar. O ponto P, interior ou exterior a
conica, é o Pdlo sendo p a polar de P em relacdo a conica. A polar € a definida pelos pontos
conjugados harmonicos com P, nas retas que a partir de P intersetam a coénica,
relativamente aos pontos de intersec¢cdo com a conica. Nas Fig. 3.20 a) b) e c) faz-se passar
pelo ponto P trés retas que intersectem a curva cénica em dois pontos cada, dentro dos
limites do desenho. Tragam-se as diagonais dos quadrilateros assim obtidos, e unindo os
pontos de intersec¢do dessas diagonais e prolongando até & conica obtemos os pontos A e
B de tangéncia das tangentes t; e t,. Como método alternativo tracam-se as mesmas trés
secantes e unem-se por retas os pontos de interseccdo de cada um dos lados da curva. Os
pontos de interseccdo destas retas definem a reta p, reta polar relativamente ao Pélo P. A
reta p interseta a cénica nos pontos A e B de tangéncia.

3.3.2.2. TRACADO DAS TANGENTES A UMA CURVA CONICA CONHECIDA
GRAFICAMENTE E PARALELAS A UMA DIRECAO d DADA

N

Fig.3.21 a) — Elipse Fig.3.21 b) — Parabola
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. —
t2 P
% Tt t1
A
B t2
d
Fig.3.21 c) — Hipérbole Fig. 3.21 d) — Método alternativo

Igualmente adaptado de IZQUIERDO ASENSI (1985, 103), sendo o fundamento
tedrico idéntico ao caso anterior. Neste caso o Pélo P esta no infinito, pelo que as retas
secantes sdo paralelas. Com trés paralelas a direcdo dada intersetamos a conica. Com 0s
pontos de intersec¢do determinamos as diagonais dos quadrilateros. Unindo as interseccdes
das diagonais por uma reta e intersetando-a com a cénica obtemos A e B que, neste caso, é
um diametro. O ponto médio de AB é o centro e por ele passa o diametro conjugado que é
paralelo a d. Nos pontos A e B tracam-se as tangentes paralelas a d. No caso da parabola
s6 existe um ponto de tangéncia A, sendo que, a reta que une as interseccdes das
diagonais € o didametro conjugado da direcao d. Como na parabola os diametros sdo todos
paralelos ao eixo, se tracarmos uma corda perpendicular ao didmetro, e determinarmos o

ponto médio da corda, este € um ponto do eixo, o qual é paralelo ao diametro.

3.3.2.3. TRACADO DA TANGENTE NUM PONTO P DA CURVA CONICA CONHECIDA
PARTE DESTA GRAFICAMENTE E O CENTRO O

Se a curva for uma cénica central, elipse ou hipérbole portanto, necessitamos
conhecer o centro O. Tracando a reta PO esta interseta a cdnica em R que € 0 outro
extremo do didmetro PR. Traca-se uma corda ST paralela a PR e determina-se o0 seu ponto

médio M. MO € o didmetro conjugado de PR ao qual a tangente t em P é paralela.

Se a curva for uma parabola, traca-se uma corda PR qualquer a partir de P e uma
outra corda paralela ST. M e N sdo os pontos médios das duas cordas e definem d,
didmetro conjugado das cordas, o qual é paralelo ao eixo e. Traca-se a corda PD

perpendicular a d e, no seu ponto médio E, faz-se passar e paralelo a d. A intersecgéo de e
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com a pardbola define V que é o vértice da parabola. Obtemos o ponto E’, que é um ponto

da tangente, fazendo VE’, simétrico de VE relativamente a V.

Fig. 3.22 a) — Tangente hum ponto da Fig. 3.22 b) — Tangente hum ponto da

cbnica central parabola

3.3.2.4. TRACADO DAS TANGENTES A UMA CURVA CONICA PARALELAS A UMA
DIRECAO d DADA, CONHECIDA PARTE DA CURVA GRAFICAMENTE E O SEU CENTRO

Fig. 3.23 a) — Tangentes a conica central Fig. 3.23 b) — Tangente a pardbola com

com direcdo dada direcdo dada

Se a conica for central € necesséario conhecer o centro O para resolver o problema

por este processo. Traca-se uma corda ST paralela a direcdo d dada e determina-se o seu
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ponto médio M. MO é um diametro conjugado da direcdo d pelo que se determinam o0s seus
extremos P e R por onde passam as tangentes t; e t,. Se n&o for conhecido o centro
procede-se como para a pardbola e determinam-se os dois pontos de tangéncia.

Se a curva for uma parabola, traca-se duas cordas paralelas a direcdo d dada e os
seus pontos médios M e N definem um di@metro conjugado da direcdo, 0 que permite

determinar P, ponto de tangéncia, na intersec¢do com a parabola.

3.3.2.5. TRACADO DA TANGENTE t DESDE UM PONTO EXTERIOR P A UMA CONICA
CONHECIDA GRAFICAMENTE UMA PARTE DESTA

Fig. 3.24 — Tangente a conica por ponto exterior

Utilizam-se duas propriedades descritas anteriormente. Por P tracam-se duas
secantes a curva conica intersetando-a, cada uma, em dois pontos da curva. Determina-se
em seguida o ponto M e o ponto O que sdo as intersec¢cfes de cada par de retas que
passam por pontos distintos de cada secante. A reta OM interseta a curva determinando o

ponto T de tangéncia da reta t.

3.3.2.6. TRACADO DA TANGENTE NUM PONTO P DA CURVA CONICA DE QUE SE
CONHECEM, PELO MENOS, CINCO PONTOS

Neste ponto, e nos imediatamente a seguir, teremos como fundamento as
consideracdes expressas nos pontos anteriores, mas também a definicdo de cdnicas por

cinco condi¢des que desenvolveremos mais a frente.
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Fig.3.25 a) — Elipse Fig.3.25 b) — Parabola

Fig.3.25 c) — Hipérbole

Da definicdo de coénicas por cinco condicbes deduz-se este procedimento para
determinar a tangente num ponto da cénica. Neste caso, tal como nos anteriores, a conica
pode ser conhecida graficamente, mas é suficiente conhecer cinco pontos, ou seja, 0 ponto
P de tangéncia, e outros pontos quaisquer A, B, C e D na conica. PB e CD intersetam-se em
E. AB e PC intersetam-se em F. EF define r e AD define s. As retas r e s intersetam-se em T

que é um ponto da tangente.

3.3.2.7. TRACADO DA TANGENTE NUM PONTO P DE UMA CURVA CONICA CENTRAL,
CONHECIDO O CENTRO O E A CURVA GRAFICAMENTE, OU DE QUE SE CONHECEM
O CENTRO O, O PONTO P DE TANGENCIA E OS PONTOS A E B DA CURVA

Obviamente que este problema so se aplica as conicas centrais, porque as parabolas
ndo tém centro. Tal como no ponto anterior, ndo é necessario conhecer graficamente a

curva, é suficiente conhecer apenas algumas condi¢des, ou seja, neste caso, o ponto P de
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tangéncia, o centro O e outros dois pontos A e B da curva. Traca-se PO e o ponto C,
simétrico de P relativamente a O. Onde PA interseta CB é o ponto D. Onde AC interseta PB
€ o0 ponto E. DE define a reta r que € paralela a tangente t. Utilizamos como fundamento as
coénicas por cinco condigbes e as propriedades do diametro.

Fig. 3.26 a) — Elipse Fig. 3.26 b) — Hipérbole

3.3.2.8. TRACADO DA TANGENTE t NUM PONTO P DADO DE UMA CONICA CENTRAL,
SENDO IGUALMENTE CONHECIDOS UM DIAMETRO AB E AS TANGENTES t; e t, NOS
EXTREMOS DO DIAMETRO

Fig. 3.27 — Determinacao da
tangente num ponto P da conica
dadas as tangentes em pontos

de um diametro
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Tracam-se as retas AP e BP e intersetam-se com t, e t;, determinando C e D. A reta

CD interseta a reta AB em E, que € um ponto da tangente t.

3.3.2.9. DADAS AS TANGENTES ty, t; E t; E OS PONTOS DE TANGENCIAAEB,EMt; E
t,, DETERMINAR O PONTO C, DE TANGENCIA EM t;

Como aplicacdo das propriedades de Poélo e Polar desenvolvemos um método
expedito para, dadas trés tangentes a uma coénica e 0s pontos de tangéncia em duas delas,
determinar o terceiro ponto de tangéncia. Consiste em tracar as retas AG e BF, que unem
cada ponto dado com a interseccdo das duas outras tangentes a que o ponto ndo pertence,
e intersecta-las em P. Por outro lado, as tangentes que contém A e B, t; e t,, intersetam-se
no ponto E. A reta EP interseta a tangente t; em C, que € o ponto de tangéncia.

Fig. 3.28 — Determinar terceiro ponto

de tangéncia

3.4. AS CURVAS CONICAS CENTRAIS E A SUA DETERMINACAO GRAFICA

Nos pontos sequentes serdo analisadas algumas particularidades relevantes das
conicas centrais e de cada curva conica em particular, e que podem contribuir para tornar
mais expedita a sua utilizacdo pratica. Nao obstante, h4 que salientar que, em cada
momento, deve ser tido em conta que é necessario saber qual a curva em causa, porque
cada uma delas pode originar solucdes graficas diversas ou, pelo menos, implicar

adaptacgOes nos procedimentos.
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3.4.1. DETERMINACAO DOS DIAMETROS CONJUGADOS DAS CONICAS CENTRAIS,
ELIPSE OU HIPERBOLE, DADA A DIRECAO d DE UM DELES, CONHECIDA A CURVA
GRAFICAMENTE

Adaptando a construcdo proposta por IZQUIERDO ASENSI (1985, 175), e
decorrente dos conceitos de Pélo e polar, traca-se trés paralelas a direcdo dada e
intersetam-se com a curva conica. Traca-se seguidamente as diagonais dos dois
quadrilateros e unem-se os dois pontos de interseccdo das diagonais por uma reta cuja
interseccdo com a conica define o didametro AB. M, o ponto médio de AB, é o centro da
conica e passando, por ele, uma paralela a d obtemos o didmetro conjugado CD. O
fundamento do método € o mesmo que permite o tracado de tangentes paralelas a uma
direcao dada ja referido anteriormente.

o d

A

C Fig. 3.29 — Determinacgéo de dois

D didmetros conjugados

B

3.4.1.1. DETERMINACAO DO CENTRO DE UMA CONICA CENTRAL CONHECIDA ESTA
GRAFICAMENTE

E um problema de resolucdo idéntica ao anterior, estabelecendo-se uma direcéo
qualquer, determinando o didmetro AB e o seu conjugado CD, e, logo, o centro, o ponto M,

na interseccao dos dois diametros.

3.4.2. DETERMINACAO DOS EIXOS MAIOR E MENOR DA ELIPSE DADOS DIAMETROS
CONJUGADOS

Apresenta-se seguidamente um conjunto de diferentes métodos para, conhecidos os
diametros conjugados AB e CD determinar os eixos maior e menor da elipse. E um dos

problemas centrais no trabalho grafico com coénicas tendo em conta, por exemplo, que as
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seccBes em cones obliquos, ou as curvas conicas em axonometria, se apresentam em regra

através de didmetros conjugados.

3.4.2.1. METODO HOMOLOGICO (ROUBAUDI, 1961) e (RICCA, 2000)

Faz-se passar a reta d, tangente em A e paralela a CD. Tra¢a-se a perpendicular a d
e determina-se O, centro da circunferéncia de raio O; a C;. Para obter C; procede-se da
mesma forma que para O;. Unir O a O,, determinar a meia distancia e a perpendicular e,
gue interseta d no centro E da circunferéncia que passa em O a O;. Essa circunferéncia
interseta a reta d definindo os pontos da direcdo dos eixos maiores e menores, de acordo
com ROUBAUDI (1961, 19, fig. 21) com a corregao introduzida por RICCA (2000, 327 fig. A-
16), que introduz um problema semelhante, conhecendo a elipse e o seu centro. Para
determinar as dimensdes dos eixos da elipse tragcam-se duas retas a partir das intersec¢cbes
da circunferéncia de centro E dirigidas a O;. Nas interseccbes das duas retas com a
circunferéncia de centro O; tracam-se paralelas a OO, dire¢do de afinidade da elipse com a

circunferéncia, até intersetar as dire¢des dos eixos.

Fig.3.30 — Eixos a partir de
didametros conjugados por

homologia

Igualmente em PEGADO (1899, 133) no seu Ponto 264 e respetiva figura 201 da
Est. 40 se apresenta uma solucdo semelhante para a determinacéo da dire¢cdo dos eixos, e,

num segundo passo determinar as suas dimensoes.
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Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Coénicas: .
Os seus Tracados Geométricos e Aplicacées no Design.

3.4.2.2. METODO DE MANNHEIM

C

Fig. 3.31 — Método de Manheim

Citando IZQUIERDO ASENSI (1988, 124, fig. 10.8.b), por B tracar um arco até n
perpendicular a AB, obtendo o ponto N. Unindo N a D obtemos o meio da distancia M e
tracamos a circunferéncia com centro M e raio DM. Unindo O a M obtemos K e L na
circunferéncia de centro M. O quadrilatero [DLNK] tem lados paralelos aos eixos maior e
menor da elipse. OL define a medida do semieixo maior e OK define a medida do semieixo

menor.

3.4.2.3. METODO DE CHASLES

B a

n Fig. 3.32 — Método de Chasles
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De acordo com IZQUIERDO ASENSI (1988, 123, fig. 10.8.a), por C tracar n
perpendicular a AB. Sobre n marcar CN=0OB. Unindo O a N e determinando o ponto médio
M podemos construir a circunferéncia de raio OM. Unindo C a M e intersetando com a
circunferéncia obtemos os pontos K e L que com O e N definem as direcdes dos eixos da
elipse. As distancias a = CK e b = CL definem as meias distancias dos eixos menor e maior

gue tém direcdes de OL e OK.

3.4.2.4. METODO DESCRITO EM CUNHA (1982, 158)

Segundo CUNHA (1982, 158, Fig. 6.42b) faz-se passar pelo menor diametro
conjugado, CD neste caso, uma circunferéncia de centro O. Traca-se o didmetro EF
perpendicular a CD. Determina-se seguidamente a bissetriz do &ngulo EBF a qual define a
direcdo do eixo maior, que lhe é paralelo. Obviamente o eixo menor é perpendicular. EB
interseta 0 eixo menor em G. EG é a medida a do semieixo menor e GB é a medida b do

semieixo maior.

Fig. 3.33 — Determinagé&o dos
eixos dados didametros

conjugados

3.4.2.5. METODO DE AFINIDADE

Conhecidos os diametros conjugados AB e CD estabelece-se a relacéo de afinidade
da elipse com uma circunferéncia com o mesmo centro e diametro igual ao do maior
didmetro conjugado, neste caso AB. Traca-se, no centro O, a perpendicular a AB que
interseta a circunferéncia em C;. Une-se por uma reta C,;C, definindo a direcdo de afinidade
d. Determina-se M, ponto médio de CC,, e por este ponto traca-se perpendicularmente a

mediatriz de CC; até intersetar AB em Q. Com centro em Q, e raio QC,, traca-se uma
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semicircunferéncia com extremos em R e S, sobre a reta AB. [CC;R] é o triangulo de
afinidade. CR e CS definem as dire¢bes dos dois eixos, que lhes sdo, portanto, paralelos.
Em O traga-se dois diametros da circunferéncia de diametro AB, um paralelo a C;R e o outro
a C;S. Na circunferéncia determina-se o ponto onde o diametro paralelo a C,R a interseta e,
por este ponto traca-se uma paralela a C;C, definindo a dimensdo do eixo menor na
interseccdo com a direcdo deste eixo. Onde o didmetro da circunferéncia, paralelo a C;S, a
interseta, traca-se uma paralela a C,C, direcéo de afinidade d, definindo a dimenséo do eixo

maior na interseccao com este.

Fig. 3.34 — Eixos determinados por
afinidade

3.4.2.6. METODO DE RITZ

Segundo IZQUIERDO ASENSI (2002, 121) e DUBBEL (1974, 131), traga-se por O
uma perpendicular a AB, com medida igual a AO, determinando A,. Traga-se a reta A,.C e
determina-se o ponto médio M de A,C. Com centro em M traca-se a semicircunferéncia a
passar em O e extremos E e F sobre A,C. FO e EO definem as direcbes dos eixos, maior e

menor, sendo EC a medida do semieixo maior e CF a medida do semieixo menor.
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Fig. 3.35 — Método de Ritz

3.4.3. DETERMINACAO DOS EIXOS E FOCOS DA HIPERBOLE SENDO DADOS OS
DIAMETROS CONJUGADOS

Tendo em conta que sao raras e complexas as referéncias a este problema na
literatura, desenvolvemos este método tendo em conta as propriedades da hipérbole que
apresentamos no Cap. 2 Fig. 2.60, em conjunto com o método derivado do hiperboloide que

consta dos tracados da hipérbole que se descrevem no ponto seguinte.

Dado o diametro AB que contém pontos da hipérbole, e o seu conjugados CD,
constréi-se o paralelogramo [EGFH] de lados paralelos aos diametros e com o mesmo
centro O. As diagonais EF e GH do paralelogramo s&o as assimptotas, a; e a,, da hipérbole.
A bissetriz do angulo das assimptotas em relacdo a A, ou seja o angulo EOH, define a
direcdo da reta e; que contém o eixo transverso e a outra bissetriz das assimptotas e, é o0
eixo de simetria dos ramos da hipérbole. A partir de A traca-se uma perpendicular a e;
intersetando-o em Ay, e uma paralela a e; intersetando a; em A;. A partir de A; traga-se uma
perpendicular a e; que interseta o arco de centro O e raio OA; em A,. A reta t que passa em
A, e é paralela a e; é a tangente na circunferéncia de gola. Tal permite determinar | na
interseccdo de t com e,. Tragada a circunferéncia de centro O e raio Ol esta interseta e; em
X; e X, que definem o eixo transverso. Tracando por X; e X, perpendiculares a e;, até
intersetarem as assimptotas em J e K, obtemos a circunferéncia focal com centro O e raio

0OJ e OK. Esta interseta e, nos focos F; e F,.
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Fig. 3.36 — Determinacao de eixos e focos da hipérbole por didametros conjugados

Se quisermos definir a hipérbole por pontos podemos determinar A’ e B’, simétricos
de A e B relativamente ao eixo e, e tragar uma reta r qualquer a partir de um destes quatro
pontos, no caso A’, e intersecta-la com as assimptotas em P e Q. A partir de P definimos R,
ponto da hipérbole, sendo o segmento PR igual a A’Q. Para obter outros pontos tragam-se

outras retas a partir de pontos conhecidos da hipérbole e repete-se o processo.

3.4.4. DETERMINAR OS DIAMETROS CONJUGADOS, COM EXTREMO DE UM DELES
NUM PONTO P QUALQUER DA ELIPSE CONHECIDOS OS EIXOS AB E CD

A partir de uma propriedade descrita em DAY (1868, 75-76) pode deduzir-se o
processo para, a partir dos eixos da elipse, determinar o didmetro conjugado de um outro

cujo ponto P da elipse € um dos extremos.

Determina-se os focos F; e F,. A bissetriz do angulo F;PF, interseta o eixo maior em
E. Seguidamente determina-se G, na interseccdo da perpendicular em E ao eixo maior com

o arco de centro E e que passa em P. Traca-se GH paralelo a corda CB até intersetar o eixo
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maior em H. Depois determina-se |, na interseccdo do arco, com centro E e que passa em
H, com a perpendicular a PE. El define a direcdo do eixo conjugado. A paralela a El que
passa em O interseta a paralela ao eixo maior que passa em | no ponto R que € um dos
extremos do didmetro conjugado. Os outros extremos dos didmetros, Q e S, sdo simétricos

de P e R relativamente ao centro O.

Fig. 3.37 — Determinar diametros
conjugados dados os eixos da elipse

3.5. TRACADOS RELATIVOS A CADA UMA DAS CURVAS CONICAS

Abordaremos seguidamente o desenvolvimento de tragados especificamente
aplicados a cada uma das curvas conicas, tendo em conta propriedades especificas de cada
uma delas embora, embora sejam utilizados métodos geométricos genéricos. De referir
ainda que, em alguns dos casos séo utilizados procedimentos cuja fundamentacéo tedrica
serd abordada mais a frente. Nado obstante, sdo apresentados neste ponto quando
correspondam a construcdes geométricas objeto de utilizagdo genérica, e ndo necessitem
do conhecimento da sua fundamentacéo tedrica para a sua utilizag@o préatica. Nesses casos,

optou-se por indicar apenas o campo tedérico da sua fundamentacéo.

3.5.1. AELIPSE

3.5.1.1. CONSTRUCAO DA ELIPSE DE EIXO MAIOR AB E MENOR CD RESULTANTE DA
ROTACAO DA CIRCUNFERENCIA EM TORNO DO EIXO MAIOR
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Fig. 3.38 — Elipse por rotagéo

Traca-se a circunferéncia de
diametro AB e determina-se um angulo a
de rotacdo do eixo CD, para que o0s
extremos do segmento de reta que define
o didmetro da circunferéncia se situem em

paralelas a AB a passar em C e D.

Para determinar um ponto P
gualquer da curva define-se G qualquer
sobre a circunferéncia AB, projeta-se G
sobre CD, roda-se na medida do angulo e
inverte-se a projecdo até P, sendo PG

paralelo a CD.

Este método de rotacdo da
circunferéncia é de utilizacdo genérica
para obtencdo de pontos da elipse,

sempre que se conhegam 0s eixos.

3.5.1.2. DETERMINACAO DO PONTO E DA ELIPSE A UMA DISTANCIA d DO EIXO

MAIOR, CONHECIDOS OS EIXOS

D

Fig. 3.39 — Ponto da elipse a uma dada

distancia do eixo maior

De acordo com IZQUIERDO
IZQUIERDO ASENSI (1985, 125) e
CUNHA (1982, 157) desenha-se as
circunferéncias de diametros AB e CD.
Traca-se uma paralela a AB a distancia d.
Onde esta interseta a circunferéncia menor
traca-se um rai0 até intersetar a
circunferéncia maior e, nesse ponto, uma
paralela a CD. A interseccdo das duas
paralelas ao eixo € o ponto E da elipse.
Outros pontos obtém-se pelo mesmo

procedimento.
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3.5.1.3. DETERMINACAO DO PONTO E DA ELIPSE A UMA DISTANCIA d DO EIXO
MENOR, CONHECIDOS OS EIXOS

A Sendo um problema similar ao do
ponto anterior, e adaptando a partir de
IZQUIERDO ASENSI (1985, 125) e

N CUNHA (1982, 157), traca-se uma

d paralela a distancia d do eixo menor e

C D intersetando com a circunferéncia maior
para obter a diregdo do raio. Onde este

interseta a circunferéncia menor traca-se

uma paralela a AB até intersetar a
B paralela a CD em E. Repete-se a
diferentes distancias para obter outros
pontos da elipse.

Fig. 3.40 — Elipse partindo do eixo menor

3.5.1.4. DADOS OS DIAMETROS CONJUGADOS AB E CD DETERMINAR OS PONTOS E
E F DA ELIPSE A UMA DETERMINADA DISTANCIA DO DIAMETRO CD

ONE
i

C Fig. 3.41 — Pontos da elipse por

didmetros conjugados

De acordo com IZQUIERDO ASENSI (1985, 175), CUNHA (1982, 158, Fig. 6.41b) e
RICCA (2000, 329, Fig. A-18) pelo centro traca-se uma perpendicular a AB e a

circunferéncia com o mesmo didmetro. Os pontos onde a perpendicular intersectou a
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circunferéncia sdo unidos por segmentos a C e D definindo dois tridngulos. A distancia
pretendida traca-se uma paralela a CD. Onde essa paralela interseta o eixo AB traca-se
uma perpendicular ao eixo até cruzar a circunferéncia. Por esses dois pontos tracam-se as
paralelas que determinam E e F construindo triangulos semelhantes e de lados paralelos

aos anteriores.

3.5.1.5. CONSTRUCAO GRAFICA DA ELIPSE CONHECIDO UM DIAMETRO AB, A
DIRECAO d DO SEU CONJUGADO, E UM PONTO P QUALQUER

P Com procedimento idéntico ao
do problema anterior, traca-se
triangulos semelhantes e de lados

A B paralelos aos do triangulo relativo ao
ponto P da elipse determinando os

extremos do diametro conjugado.

Para obter mais pontos repete-se o

Processo.

Fig. 3.42 — Dire¢éo de diametro e ponto

3.5.1.6. CONSTRUCAO DA ELIPSE, PELO METODO DOS FEIXES PROJETIVOS,
CONHECIDOS OS EIXOS E O PARALELOGRAMO RESULTANTE DAS TANGENTES NOS
EXTREMOS DOS EIXOS

Tendo em conta que 0s eixos sdo caso particular dos didmetros conjugados o
processo € valido, também, para construir a elipse, dados os di@metros conjugados.
Segundo IZQUIERDO ASENSI (1985, 176), consiste em dividir AB e BC num determinado
namero de partes iguais e depois tragar retas por E e pelos pontos correspondentes a cada
uma das partes de AB até as intersetar com os segmentos de reta que definidos pelos

pontos de cada parte de BC e por D, pela ordem definida.
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Fig. 3.43 — Elipse por feixes

projetivos

3.5.1.7. DETERMINACAO DA TANGENTE NUM PONTO P DA ELIPSE DADA
GRAFICAMENTE E CONHECENDO OS SEUS EIXOS

Vamos utilizar neste ponto e nos seguintes tracados derivados da circunferéncia

principal da elipse.

Traca-se a circunferéncia principal, de didmetro igual ao eixo maior da elipse e
prolonga-se este. Pelo ponto P da elipse traca-se uma perpendicular ao eixo maior até
intersetar a circunferéncia em P,. Traca-se 0 raio correspondente. A tangente t. a
circunferéncia € perpendicular ao raio e interseta a reta do eixo maior em R. RP define a
tangente t a elipse. Este problema seria similar ao do tracado da tangente a uma elipse

conhecida graficamente a partir de um ponto exterior R no prolongamento do eixo maior.

Fig. 3.44 — Tangente a elipse no ponto P
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3.5.1.8. DETERMINACAO DAS TANGENTES DA ELIPSE DADA GRAFICAMENTE, A
PARTIR DE UM PONTO P EXTERIOR

Traca-se a circunferéncia principal de diametro igual ao eixo maior. A elipse é a
rotacdo da circunferéncia em torno de um didmetro. OP interseta a elipse em R. Projeta-se
R perpendicularmente ao eixo maior até R,, na circunferéncia. A reta OR; interseta em P, a
perpendicular ao eixo maior a passar em P. Por P, determina-se os pontos T, e T, de
tangéncia a circunferéncia, tracando-se a partir do ponto médio de P,O um arco de
circunferéncia a passar em O que interseta a circunferéncia nos pontos de tangéncia nesta.
Invertendo a rotacdo, traca-se perpendiculares ao eixo maior por T, e T até intersetar a
elipse em T e T’ que séo os pontos de tangéncia.

Fig. 3.45 a) — Tangentes a elipse a partir de

um ponto exterior

Um processo alternativo para a resolucdo do mesmo problema é o indicado por
CUNHA (1982, 159) mas que implica a determinag¢do dos focos. Traca-se um arco de
circunferéncia com centro em P e a passar por F, e interseta-se com outro de centro F; e
raio igual ao eixo maior, ou seja, um arco da circunferéncia diretora. Os dois arcos
intersetam-se em | e J e 0s segmentos IF; e JF; intersetam a elipse nos pontos de tangéncia

T1 e T, das tangentes t; e t,.
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Fig. 3.45 b) — Tangentes a elipse a

partir de um ponto exterior

3.5.1.9. DETERMINAGAO DAS TANGENTES DA ELIPSE, DADA GRAFICAMENTE,
PARALELAS A UMA DIREGAO d, CONHECIDO O EIXO MAIOR DA CURVA

Comeca-se por tragar a reta r paralela a d a passar no centro da curva, e determina-
se R, de intersecc¢éo de r com a elipse. Com diametro igual ao eixo maior da elipse traca-se
a circunferéncia principal e projeta-se R, perpendicularmente ao eixo maior, sobre a
circunferéncia obtendo R, que, com O, define r,. O diametro da circunferéncia, perpendicular
a r,, determina nesta os pontos T, e T’. Projetando perpendicularmente ao eixo estes pontos
sobre a elipse obtemos T e T’ que sdo o0s pontos de tangéncia, nos quais passamos as

tangentes t; e t,.

Fig. 3.46 — Tangentes paralelas

a uma direcéo
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3.5.1.10. CONHECIDO O EIXO MAIOR AB E UM PONTO P DA ELIPSE DETERMINAR A
TANGENTE NESSE PONTO

Determina-se o eixo menor e, depois, os focos F; e F,. Por uma propriedade descrita
por DAY (1868, 73) deduz-se que, se unirmos por um segmento P a qualquer dos focos e
pelo seu ponto médio M tracarmos MO até intersetar uma circunferéncia de diametro AB

obtemos o ponto | que é um ponto da tangente t. IF; é perpendicular a tangente.

Fig. 3.47 — Tangente num ponto

3.5.1.11. DADO O EIXO MAIOR AB E UM PONTO P DA ELIPSE DETERMINAR A
TANGENTE EM P E OS FOCOS DA ELIPSE F, E F,

Fig. 3.48 — Focos a
partir do eixo maior e de

um ponto

Traca-se a circunferéncia principal Cp e projeta-se P ortogonalmente ao eixo sobre

Cp, determinando P;. Por P; traca-se a tangente t; a circunferéncia que interseta o eixo em
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I. IP define a tangente t a elipse. A tangente t interseta a circunferéncia Cp em E e F. Nestes

pontos traca-se perpendiculares a t que intersetam o eixo em F; e F».

3.5.2. APARABOLA

Devemos relembrar que todas as parabolas, sendo definidas apenas pela distancia
do foco a diretriz, sdo graficamente semelhantes, ou seja, variam apenas de tamanho, pois

tal propriedade vai ser tida em conta em alguns dos tracados seguintes.

3.5.2.1. DETERMINAGCAO GRAFICA DA PARABOLA, CONHECIDOS A TANGENTE t NO
VERTICE E DOIS PONTOS A IGUAL DISTANCIA DESTA

O processo seguinte, que ndo encontramos documentado na literatura, foi
apresentado em COSTA (2009). Determina-se o vértice da pardbola na proje¢éo ortogonal
do ponto médio de AB sobre t. Para determinar um ponto C qualquer da parabola, a uma
determinada distancia do eixo, traca-se C,;C, paralelo ao eixo a distancia pretendida,
determina-se M, ponto médio de VC; e N, ponto médio de AC,, e onde NM interseta o eixo e
faz-se passar uma reta a partir de A a qual interseta C;C, no ponto C. Para obter outros
pontos procedeu-se da mesma forma. Este processo tem a limitacdo de, por si s, ndo
permitir determinar o foco. Nao obstante é igualmente valido para o tracado da parabola
guando é dado um ponto de tangéncia de uma tangente paralela a corda AB, como se
descrevera em 3.5.2.11..

N A
A L 49 C, |D.,\B "ﬁ B
ﬂ NN \ 7 N N

Fig.3.49 a) Fig. 3.49 b)

Fig. 3.49 — Parabola ponto a ponto
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3.5.2.2. CONSTRUGCAO DA PARABOLA POR FEIXES PROJETIVOS, CONHECIDA A
DISTANCIA FOCAL

A partir de 1IZQUIERDO ASENSI (1985, 195, fig.10.33) e CUNHA (1982, 164)
estabelece-se 0 seguinte procedimento. Traca-se o quadrado [VABC]. De notar que VA e
AB tém comprimentos iguais a 2p, ou seja o dobro da distancia focal ou parametro, medida
do foco F a diretriz d. O parametro da parabola é igual a distancia do foco a diretriz.

Divide-se VA e AB num qualquer numero de partes. Nos pontos de VA tracam-se
paralelas ao eixo. O ponto 1 de AB une-se ao vértice e onde a linha interseta a paralela que
passa em 1 obtemos o primeiro ponto. Procedemos da mesma forma para os outros pontos
e, se for necessario determinar mais, € s6 marcar espagos iguais ao longo das duas retas e

repetir o processo.

t V123A5

F ——

Fig. 3.50 — Parabola por feixes projetivos

3.5.2.3. CONSTRUCAO DA PARABOLA CONHECIDO O PARAMETRO (Método de
Michetti)

Em MICHETTI (1998, 93) encontra-se a construgdo seguinte. Considera-se uma
linha auxiliar, paralela ao eixo e a distancia deste igual ao parametro. Estabelece-se A como
vértice da parabola. A uma distancia qualquer deste ponto definimos um ponto B sobre o
eixo e, nesse ponto fazemos passar uma perpendicular até intersetar a paralela ao eixo em
B’. Com centro em B, traca-se 0 arco de circunferéncia de raio BB’ até intersetar 0 eixo em
B’.. Determina-se de seguida o ponto O, ponto médio de AB’, e traga-se a circunferéncia de
centro O, que tem o segmento por didmetro. A circunferéncia interseta a perpendicular ao
eixo nos pontos nos pontos B; e B, que sdo pontos da parabola. Para obter outros pontos

repetiu-se o processo marcando sobre o eixo C e D.
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NN

parametre

l

Fig. 3.51 — Parabola

conhecido o parametro

3.5.2.4. DETERMINAGAO DE PONTOS DA PARABOLA DE DADOS UM PONTO A A SUA
TANGENTE t; E O EIXO

Fig.3.52 — Parabola (Teorema de Fermat)
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Segundo BOYER (2005, 240), nos estudos de Fermat sobre o que sdo conhecidas
como as parabolas de Fermat, ou seja equac¢des do mesmo tipo da parabola, do ponto de
vista analitico, este demonstrou que, se por um ponto A da parabola tracarmos a sua
tangente e a intersetarmos com o eixo da parabola, o ponto de interseccdo é
equidistante do vértice relativamente a projecao ortogonal do ponto A sobre o eixo.
Tal propriedade permite determinar outros pontos da curva, situados entre A e B, sendo B

simétrico de A relativamente ao eixo.

Sendo A e B simétricos relativamente ao eixo, as suas tangentes t; e t, sdo-no
igualmente. O ponto M, projecdo ortogonal de A sobre o eixo, € igualmente o ponto médio
de AB, o que vai ser utilizado no desenvolvimento do problema.

Segundo o teorema sendo P a intersec¢do da tangente com o eixo, o ponto N, ponto
médio de PM, é o vértice da pardbola. Em COSTA (2005, 64) desenvolvemos concluindo
gue G, a interseccdo das tangentes t; e t; em N e A, € igualmente o ponto médio da
projecdo de A sobre a tangente no vértice e o proprio vértice. Ou seja, a interseccdo de
gualquer tangente da paradbola com a tangente no vértice é o ponto médio da projecao

do ponto de tangéncia sobre atangente no vértice e o préprio vértice.

A tangente t; no vértice N da pardbola é paralela a AB. Por outro lado relembre-se
que na parabola todos os diametros sédo paralelos ao eixo (ponto 2.9. Fig.2.61). Entéo se,
por exemplo, tragcarmos a corda NA e determinarmos o seu ponto médio J, GJ é um

diametro e K, o seu ponto médio, € um ponto da parabola.

Daqui podemos concluir que, se pelo ponto médio de uma corda qualquer da
parabola tracarmos o diametro respetivo, paralelo ao eixo, e que passa no ponto de
interseccdo das tangentes nos extremos da corda, o ponto médio do segmento do
didmetro entre a corda e as tangentes no extremo destes € um ponto da parébola.
Entdo K e L, simétrico de K relativamente ao eixo, sdo pontos da parabola. Aplicando a
mesma propriedade concluimos que também se tracarmos a corda KN e nela
determinarmos 0 seu ponto médio R e tracarmos o diametro paralelo ao eixo este interseta
ts em Q sendo QK a tangente em K paralela & corda NK. Conclui-se do exposto que dada
uma corda da parébola, se pelo seu ponto médio fizermos passar o diametro, paralelo

ao eixo, este interseta a pardbola num ponto cuja tangente é paralela a corda.

Voltando a propriedade antecedente, o ponto S ponto médio de QR sendo R ponto
médio de KN. Igualmente sdo pontos da curva L e V, simétricos de K e S relativamente ao

eixo. Tal permite determinar novos pontos da curva.

Estas propriedades permitem concluir um processo genérico para resolver problemas

do tipo do seguinte e tém uma consequéncia significativa pois permitem concluir que,
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atendendo que as cordas e didmetros a passar no ponto médio podem nao ser ortogonais
desde que a corda ndo seja perpendicular ao eixo, entdo uma pardbola em axonometria é
outra parabola ou degenera em reta, se o plano da parabola for perpendicular ao plano de
representacdo. Tal sera desenvolvido no ponto proprio, respeitante a representacdo

axonomeétrica de conicas.

3.5.2.5. DETERMINAGCAO DA PARABOLA SENDO DADOS OS PONTOS AE B E AS
SUAS TANGENTES t; E t,

Por aplicacdo direta das propriedades anteriores, aplicando uma afinidade seria
obtido um resultado similar ao do problema anterior, ou seja, o presente problema
corresponde a sua apresentacdo em axonometria, 0 que € coerente com a teoria, pois na
afinidade as condicdes de paralelismo mantém-se, ndo se mantendo a ortogonalidade. Por
outro lado, é possivel concluir que, nas mesmas condi¢des do problema anterior, ou seja,
sendo P a interseccdo das tangentes t; e t; e M, ponto médio da corda AB, N, ponto médio
de PM, é um ponto da pardbola e a sua tangente t; é paralela a AB. Aplicando as mesmas
propriedades podemos obter todos os outros pontos, determinar as respetivas tangentes e

determinar novos pontos entre A e B.

Fig. 3.53 — Parébola definida por dois pontos e suas tangentes
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3.5.2.6. CONSTRUCAO DA PARABOLA CONHECIDOS UM PONTO A QUALQUER, O
VERTICE V E O EIXO e. OBTENGAO DO PONTO P A UMA DISTANCIA DADA DO EIXO

Utiliza-se nesta, e em construcdes seguintes, o processo descrito em COSTA (2005,
64) e posteriormente desenvolvido em COSTA (2009), partindo da relacdo de semelhanca
entre todas as parabolas e das propriedades descritas nos problemas anteriores,
conjugando-as com uma outra que se pode deduzir a partir de IZQUIERDO ASENSI (1985,
189, fig. 10.25.) e que se pode enunciar como que uma tangente a uma parabola é
perpendicular a uma reta que passa no foco, no ponto de intersec¢cdo da tangente
com a tangente no vértice. O conjunto das propriedades descritas, neste e nos dois

problemas anteriores, permitiu-nos concluir que:

Se por um ponto tragcarmos uma tangente a parabola, esta tangente interseta a
tangente no vértice no ponto médio da distancia entre a projecdo ortogonal do ponto
sobre a tangente no vértice e o proprio vértice da curva e a tangente no ponto e a reta

que passa no ponto médio e no foco sdo perpendiculares.

Assim, deste conjunto de propriedades resulta um método expedito com aplicacdo na
resolucdo de diversos problemas. Encontram-se igualmente referéncias parciais a este
conjunto de propriedades em RICCA (2000, 335, fig. A-29), ou mais claramente com
AKOPYAN; ZASLAVSKY (2007, 19), mas s6 encontrdmos igualmente formalizada de forma

completa em DOWNS (2003, 88), através de uma aplicacéo pratica.

Na resolucédo do problema proposto, o processo consiste, portanto, em determinar o
ponto M, ponto médio da distancia BV sobre a tangente t ao vértice. Tragca-se MA, que é a
tangente a parabola no ponto A e a sua perpendicular em M até intersetar o eixo obtendo F,

que é o foco.

B M VDC t
F NP

e Fig. 3.54 — O foco e pontos

da parébola
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Conhecido o foco F, para obter um ponto qualquer P da pardbola podemos passar
uma paralela ao eixo, definir o ponto C sobre a tangente t no vértice, a distancia do eixo a
gue pretendemos obter P, e determinar D, ponto médio da distancia, e tracar DF e a sua

perpendicular até intersetar ar a paralela ao eixo que passa em C.

3.5.2.7. CONSTRUGAO DA PARABOLA CONHECIDOS UM PONTO A QUALQUER, O
VERTICE V E O EIXO e. OBTENGAO DO PONTO P A UMA DISTANCIA DADA m DA
TANGENTE t NO VERTICE

Procede-se da mesma forma que no caso anterior para determinar o foco. A partir
dos dados, determina-se M a meia distancia de BV. MA define a tangente em A. Traca-se
em M a perpendicular a MA que interseta o eixo no foco F. Determina-se em seguida a
diretriz d da parabola, paralela a tangente t, sendo que a distancia de V a R é igual a
distdncia de V ao foco F. A obtencdo do ponto P pode ser feita tracando uma paralela a
diretriz a distdncia m da tangente t no vértice, medindo a disténcia r entre a paralela e a
diretriz e com centro no foco e raio igual a essa distancia tracar o arco que define P na
interseccdo com a paralela.

R d
B M VIN t D

B/ E RO\

/\

Fig. 3.55 — Foco e pontos da

Ac, C paréabola

3.5.2.8. DADA A PARABOLA GRAFICAMENTE DETERMINAR O SEU EIXO e E O FOCO F

Tragando trés retas paralelas quaisquer e as diagonais das suas intersec¢des com a
pardbola, os centros dessas diagonais definem a direcdo d, que na pardbola € sempre

paralela ao eixo e. Se tracarmos qualquer perpendicular p a d e determinarmos a meia
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distancia M entre os pontos A e B, de intersec¢cédo de p com a parabola, por M tracamos e
paralelo a d. Para determinar o foco F, pode utilizar-se o processo ja descrito, ou seja, por
exemplo em A tracar uma paralela ao eixo, determinar a meia distancia na tangente t entre

esse ponto e o vértice V, e unir a meia distancia a A. A perpendicular a esse segmento no

mesmo ponto interseta o eixo em F.

Fig. 3.56 — Eixo e foco da
parabola dada graficamente

3.5.2.9. CONSTRUCAO GRAFICA DA PARABOLA QUE E DEFINIDA PELA TANGENTE
NO VERTICE E POR DOIS PONTOS A DIFERENTES DISTANCIAS DESTA, UTILIZANDO
COMO AUXILIAR OUTRA PARABOLA

VvV

=

Fig. 3.57 — Parabola por rotacdo
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Dados os pontos A e B e a tangente t no vértice vamos utilizar como auxiliar a
pardbola que adaptamos de forma a passar em A, ter eixo perpendicular a t e que o vértice
V1 se situe sobre t. Determinamos assim o ponto C1, interseccéo da parabola com a paralela
a t que passa em A. Se pelo ponto B dado, tracarmos uma paralela até intersetar a parabola
auxiliar obtém-se Bi. Rodando o plano da pardbola com centro em A obtemos Br que
estabelece a rotacdo de B1 até coincidir com a projecdo de B. Fica assim definido por C1AB,
0 angulo de rotacdo do plano da parabola auxiliar até coincidir com a parabola pretendida. A
partir de V1 e projetando-o obtemos o0 eixo e1, 0 qual, rodado, permite conhecer o eixo e da
nova pardbola e o seu vértice V. Da mesma forma que se procedeu a determinacdo do

ponto C pode-se determinar outros pontos da parabola.

3.5.2.10. CONSTRUCAO DA PARABOLA QUE PASSA EM C E D CONHECIDA UMA
OUTRA QUE PASSA NOS PONTOS A E B A MESMA DISTANCIA DA TANGENTE T NO
VERTICE, O VERTICE VE O EIXO e.

OBTENGAO DO PONTO P A UMA DISTANCIA DADA DA TANGENTE NO VERTICE

V t
R

A/C D\B
S

E Fig.3.58 — Construcéo da parédbola por rotacao

A distancia entre A e B tem que ser superior a entre C e D. A construcéo é feita por
rotagcdo da parabola dada em torno do eixo e. Traga-se a semicircunferéncia de A a B. Por D
traca-se uma paralela ao eixo até cruzar a semicircunferéncia no ponto E o qual se une a O.
Para obter P marca-se R a disténcia pretendida e na parabola que é conhecida, traga-se
uma paralela ao eixo até ao segmento que une A e B e o arco de centro O até obter S no

segmento. Na interseccéo da paralela ao eixo que passa em S e da paralela a tangente que
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passa em R obtemos P. Procedendo da mesma forma, marcando novos pontos na parabola

inicial, obtemos outros pontos da parabola.

3.5.2.11. CONSTRUGCAO DA PARABOLA CONHECIDOS TRES PONTOS A,BEV,EA
DIRECAO EV DO EIXO SENDO E O PONTO MEDIO DA CORDA

Este problema apresenta condi¢gfes similares as do problema 3.5.2.1, ou seja,
mantendo as condi¢cfes de paralelismo definidas embora ndo as de perpendicularidade.
Atendendo a que o processo de resolucdo do problema se baseia em paralelismo e

determinacdo de pontos médios podemos utilizar 0 mesmo processo.

Fig. 3.59 — Parabola por 3 pontos e
direcéo do eixo

A reta VE é o didmetro conjugado da corda AB e DF é a tangente em V. Entéo,
adaptando a este caso o método de resolug¢édo do caso anterior, podemos determinar o
ponto C. Traga-se C,C, paralelo ao diametro a distancia pretendida, determinando M, ponto
médio de AC,, e N, ponto médio de VC, e obtendo G na interseccdo de MN com o diametro.
A reta AG interseta C;C, no ponto C da pardbola. Tragcando por C uma paralela a corda AB
esta interseta o diametro em H, sendo C’ simétrico de C relativamente a H. Para obter novos

pontos, é possivel repetir o processo.

3.5.2.12. CONSTRUGAO DA PARABOLA DADA A CORDA AB PERPENDICULAR AO
EIXO E VERTICE V,, CONHECIDA GRAFICAMENTE UMA PARABOLA COM O MESMO
VAO E VERTICE V;. DETERMINAGCAO DE UM PONTO X DA PARABOLA A UMA
DISTANCIA d; A TANGENTE NO VERTICE, E DE UM PONTO Y DA PARABOLA A
DISTANCIA d, DO EIXO
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Tracamos uma paralela ao eixo a passar em B. Projetamos ortogonalmente V, sobre
a paralela e rodamos em torno de B até intersetar a projecao de V.. Fica definido o angulo
de rotacdo que relaciona homologicamente as duas parabolas e que permite a determinacao
de outros pontos da pardbola de vértice V,. Para determinar X traca-se uma paralela a
tangente no vértice, a distancia pretendida, até intersetar o lado do angulo, inverte-se a
rotacdo e obtém-se C na parabola de vértice V;. Com uma paralela ao eixo determina-se X.
Para determinar Y, a distancia d, traca-se a paralela ao eixo que interseta a pardbola de

vértice V; em D e roda-se esse ponto para determinar Y.

V1

Vo D
C/—_ AV

d1

AN

Fig. 3.60 — Pontos de

pardbola conhecida

A d2 B outra de véo igual

3.5.2.13. CONSTRUCAO DA PARABOLA CONHECIDO O EIXO E E OS PONTOS AE B

Escolhe-se V; sobre o eixo, a uma distancia de A e B maior que a dos pontos a
interseccdo da AB com o eixo, e constréi-se graficamente a parabola auxiliar de vao AC e
vértice V; pelo processo descrito anteriormente. Para tal, determina-se o seu foco F; a partir
da perpendicular em M; a tangente AM,. Determina-se B; sobre a pardbola na paralela ao
eixo que passa em B, ou se pretendido maior rigor utilizando o procedimento descrito
anteriormente. Determina-se seguidamente B, rodando a projecdo da perpendicular ao eixo
que passa em B; em torno de C até cruzar a que passa em B. Prolongando a reta que une C
a B, obtém-se V, no cruzamento com o arco que descreve a perpendicular ao eixo que
passa em V;. Na paralela a partir de V, obtém-se V,. Para construir graficamente a parabola

determina-se F; pelo procedimento ja descrito anteriormente.
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Mi Vi

F

/

AN

P

AN

Vi
VB

r
Fig. 3.61 — Parabola
dados o eixo e dois

A

pontos

C

3.5.2.14. DETERMINACAO GRAFICA DA PARABOLA CONHECIDA A TANGENTE t NO
VERTICE E DOIS PONTOS A E B DA PARABOLA A DIFERENTES DISTANCIAS DESTA

d

A R W M D t

=
—
E ’
il 1 _\B
e1 e ‘\

A @) C

Vr Fig. 3.62 — Parabola por dois
pontos e tangente no vértice
B

Define-se sobre t o vértice V1 de uma outra parabola que tem a mesma tangente no

vértice. Procede-se como anteriormente para determinar o foco F1 desta outra parabola e o

seu ponto Bi, que se situa & mesma distancia da tangente que B. Determina-se Br

projetando B sobre AO e rodando essa projecdo com centro em A até a perpendicular que

passa em Bi. AB, é a rotagdo do plano da parabola que passa em A e B até que esta

coincida em projecdo com a pardbola que passa em Bi. Se sobre AB, projetarmos Vi,

obtendo V,, e invertermos a rotacdo, determinamos V que € o vértice da parabola

I B 137



pretendida. Para ndo sobrecarregar o desenho junto a A, optou-se por partir de C simétrico

de A relativamente ao eixo e determinar o foco F.

Este problema pode ser considerado como o da determinag&o do arco parabdlico de
uma ponte conhecendo a cota do tabuleiro horizontal e os dois pontos de apoio nas
margens, a diferentes cotas.

22 METODO

O mesmo problema tem uma outra solu¢cdo, que igualmente ndo encontramos
descrita na literatura, e que consiste na utilizagdo, como linhas auxiliares, das parabolas que
tém a mesma tangente t no vértice e cujos focos sdo A e B. Na intersec¢do das duas
pardbolas obtemos F; e F, que sédo os focos das duas parabolas que satisfazem as

condi¢cBes descritas. SO representamos uma delas, aquela cujo eixo se situa entre A e B.

Este processo resulta de se ter concluido que, sendo dado pontos da curva e a
tangente no vértice, e sabendo que a tangente hum ponto e a sua perpendicular que passa
no foco se intersetam no ponto médio entre o vértice e a projecao ortogonal do ponto sobre
a tangente, entdo o inverso também é verdade, ou seja, se trocarmos o foco e o ponto tal

também se verifica.

A outra parabola solucéo seria a que tem os pontos A e B do mesmo lado do eixo.

Fig. 3.63 — PardbolaporAe B e

tangente t no vértice — 22 método

Do desenvolvimento deste método resulta, portanto, a seguinte propriedade:

Se considerarmos dois pontos A e B de uma parébola p focos de duas outras

p: € p2, cOm a mesma tangente no vértice, os dois pontos de intersec¢cdo de p; e p;
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sado os focos de duas parédbolas que passam em A e B. E a sua propriedade dual: Duas
pardbolas com a mesma tangente no vértice intersetam-se em dois pontos que sao

focos de outras duas pardbolas cuja tangente no vértice é a mesma reta.

Saliente-se que as pardbolas auxiliares podem ser determinadas ponto a ponto pelos
processos anteriormente descritos ou, em desenho no computador, com recurso a programa
gque desenhe a curva ou, caso 0 programa informético vetorial que estamos a utilizar ndo o
faca, desenhando uma parabola qualquer e depois, por zoom, ajustar a distancia focal a
dimensé&o necesséria, tendo em conta, como ja foi enunciado, que todas as parabolas sédo

graficamente semelhantes, ou seja, s6 variam no tamanho.

32 METODO

Do decurso da investigacdo com apoio da geometria dindmica resultou o0 processo

seguinte para resolver o mesmo problema, utilizando uma curva cénica como auxiliar.

Tem clara desvantagem pratica em relagdo ao processo anterior, por ser menos
expedito, mas referimo-lo aqui pois permite reforcar outra das conclusdes do processo
investigativo, a das potencialidades da utilizacdo das curvas conicas como auxiliares nos
tracados de outras curvas colnicas, sobretudo nos tracados com recurso a programas
informaticos graficos. Por outro lado, pretende-se exemplificar, com suporte num caso

concreto, a metodologia utilizada a titulo indicativo.

Decorreu da investigacdo a conclusdo que, se por dois pontos A e B de uma
parabola tracarmos duas perpendiculares a tangente no vértice V e retas VA e VB, estas
ltimas retas intersetam as perpendiculares em dois pontos que definem uma reta paralela a

tangente no vértice. Com esta premissa construiu-se o modelo seguinte.

Do ponto de vista da aplicacdo pratica da propriedade, no caso concreto, ha o
problema de nédo ser possivel, com os dados, ou seja, dois pontos e a tangente no vértice,
determinar diretamente o vértice, se ndo utilizarmos a propriedade descrita em 3.5.2.6..

Ent&o utilizamo-la como elemento de controle, para confirmar os resultados.

Por outro lado, como j& se disse, ndo conhecemos o0 vértice. Entdo procede-se
indiretamente. Determina-se as projecdes ortogonais C e D respetivamente de A e B sobre a
tangente no vértice. Sobre um reta qualquer paralela a tangente projeta-se ortogonalmente
C e D obtendo C; e D;. Tragando as retas C,B e D;A estas intersetam-se em E;. Repete-se
0 processo com outras retas paralelas a tangente, tantas vezes quantas as necessarias para

tracar a curva auxiliar. No caso foram determinados E,, E;, E; e Es. Com programa de
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geometria dindmica determinou-se que o lugar geométrico dos diferentes pontos E, a curva
resultante, que é uma hipérbole que passa em A e B sendo suficientes cinco pontos para

definir uma curva conica.

d2 iF’l C1 1

C2 D2

/ D3
/ N Da4

E1

di1

p2 h E t

Cs

P1
h
F,

Fig. 3.64 a) — Parabola por A e B e tangente t no vértice — 32 método

Se tracarmos a curva noutro meio repetimos 0 processo até ser possivel determinar
a curva. Na intersec¢do da hipérbole com a tangente no vértice obtemos os pontos E e | que

séo os vértices das duas solugbes possiveis ja referidas no caso anterior. Para determinar

140 m B



os focos F e F’ e as diretrizes d; e d, das duas parabolas solucéo utilizamos o método

descrito no ponto 3.5.2.6..

Como se mostra na figura seguinte podemos simplificar 0 processo em geometria
dindmica sendo apenas necessario tracar uma paralela a tangente e modificar a sua posicdo
até que E coincida com a tangente passando a ser o vértice da parabola, o que permite

determinar o foco G e a diretriz d.

Fig. 3.64 b) — Parabola
por A e B e tangente t

no vértice — 32 método

Por outro lado, em TODD (2009, 89) encontramos a demonstragdo gréafica por
geometria dindmica de outra propriedade, que pode complementar a que enuncidmos

anteriormente, e que apresentamos, adaptada a este contexto.

A propriedade de Todd referida enuncia-se da seguinte forma: Se pelo ponto de
interseccdo das tangentes em dois pontos da pardbola fizermos passar uma
perpendicular ao eixo, e sobre ela projetarmos ortogonalmente os pontos de
tangéncia, as retas que passam na projecdo ortogonal de cada um dos pontos e no

outro ponto intersetam-se no vértice da parabola.
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Fig. 3.64 c) — Propriedade das
/ parabolas descrita por Todd

Entdo utilizamos em conjunto esta propriedade com a enunciada em 3.5.2.6..

Fig. 3.64 d) — Conjunto de
/ A propriedades testadas

A reta que passa em C; e C, no procedimento anterior passa em |, interseccédo das
tangentes. Por outro lado, nos pontos MN fazemos passar perpendiculares as tangentes que

se intersetam nos focos. Foram testadas estas condi¢cdes em conjunto.

Para o problema em causa, concluiu-se que ndo tem aplicacdo pratica, em geometria
estética, porque ndo conhecemos V, F ou o eixo e, portanto, ndo é possivel conhecer M e N.

Logo, ndo é possivel estabelecer um método para resolver o problema. No entanto, fica
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expresso um conjunto de propriedades Uuteis, em geometria dindmica, para resolver

expeditamente diversos outros problemas.

Independentemente do processo de construcdo das parabolas, estas solucbes
ilustram, por si s, as potencialidades da utilizacdo do computador para aos tracados
geométricos permitindo novos procedimentos, mais expeditos e, sobretudo as vantagens do

recurso a programas informaticos de geometria dindmica.

3.5.2.15. DETERMINAGAO DE TANGENTES E PONTOS DA PARABOLA DEFINIDA POR
DUAS TANGENTES, t; E t,, E RESPETIVOS PONTOS DE TANGENCIA, AEB

Em LIMING (1981, 330) encontra-se um procedimento para determinacdo de
tangentes da parabola. Conjugando tal com a propriedade que enuncia que, na parabola, os
didametros conjugados de qualquer corda sdo paralelos ao eixo, é possivel determinar o
ponto de tangéncia de cada tangente.

Assim, traca-se a corda AB e sobre ela escolhe-se um ponto F qualquer. Traca-se
FG e FH respetivamente paralelas a t; e t, até intersetarem a outra tangente em G e H. A
reta GH é a tangente pretendida t;. Para determinar o ponto P de tangéncia determina-se M,
0 ponto médio de AB e traca-se MT, sendo T a interseccao de t; e t,, definindo d que é o
didmetro e tem, portanto, a direcdo do eixo. Tracando FP paralelo a d determinamos P.

Fig. 3.65 — Parabola por A

e Betangentest; et

Este método revela-se muito Util pois, para obter novas tangentes e pontos da
pardbola, € s6 escolher outros pontos sobre AB e repetir o processo, 0 que permite obter

qualquer ponto da curva e respetiva tangente.
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3.5.2.16. DETERMINACAO DO FOCO F, O EIXO e, O VERTICE V E A TANGENTE t NO
VERTICE DE UMA PARABOLA DEFINIDA POR DOIS PONTOS A E B E RESPETIVAS
TANGENTES t; Et;

Em SANCHEZ GALLEGO (1997, 85, Fig. 2.27) apresenta-se graficamente que a
tangente num ponto da parabola é a bissetriz do dngulo entre a direcdo da reta que
passa no ponto e é paralela um didmetro com a reta que passa ho ponto de tangéncia
e no vértice. Tal resulta obviamente de que os didmetros, na parabola, sdo paralelos ao
eixo. Entdo, em conjunto com outras propriedades da parabola, podemos concluir um

procedimento para determinar o foco, o eixo, a tangente no vértice e o proprio vértice.

Fig. 3.66 — Foco e

vértice de pardbola

Traga-se a corda AB e determina-se 0 seu ponto médio M. A reta MP define o
didmetro conjugado d. Seguidamente traca-se por A a reta d; paralela a d e determina-se a
reta r, simétrica de d; relativamente a t;. Por B traca-se a reta d, paralela a d e determina-se
a reta s, simétrica de d, relativamente a t,. A interseccao das retasr e s € o foco F. Por F
passa 0 eixo e, paralelo a d. Determinou-se depois o0 ponto Q da tangente no vértice,
determinando N, ponto médio de AF e tracando a semicircunferéncia de didametro AF. Esta

interseta t; em Q. Alternativamente, e mais simples, seria determinar |, na intersec¢éo de t;
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com o eixo e, sendo Q ponto médio de Al. Por Q traca-se t, a tangente no vértice,

perpendicular ao eixo e. O vértice V é a interseccdo de t e e.

Com este problema fica igualmente demonstrado que uma parabola fica definida
por dois pontos e respetivas tangentes, pois s6 ha uma solucdo que satisfaca as
condicbes. Por outro lado, como foi apresentado no capitulo antecedente, a parabola é

discriminante entre as elipses e as hipérboles.

3.5.3. AHIPERBOLE

A metodologia dos processos descritos em seguida, para os diversos tracados,
funda-se em grande medida na representacdo do hiperboléide de revolugdo de uma folha,
de eixo vertical e diretriz no plano horizontal de proje¢éo, em dupla projecéo ortogonal e a
adaptacdo posterior das duas projecdes do contorno aparente a geometria plana,
conjugando-a com outros tracados ja conhecidos. Esta metodologia ja tinha sido testada em
COSTA (2005, 68 - 78), e € agora aprofundada. Da construcdo do hiperboloide de revolucéo
resulta que a hipérbole é o contorno aparente da superficie e concluiu-se que as geratrizes
frontais, tangentes na gola do hiperboldide sdo, em projecéo frontal, as assimptotas da
hipérbole de contorno aparente do hiperboloide e, ao mesmo tempo, o contorno
aparente do cone diretor da superficie.

3.5.3.1. DADO O EIXO TRANSVERSO AB E CONHECENDO UM PONTO C QUALQUER
DA HIPERBOLE, DETERMINAR AS ASSIMPTOTAS E OS FOCOS DA HIPERBOLE

Por C construiu-se um retangulo com lados paralelos e perpendiculares ao eixo
transverso AB, sendo centro O. A circunferéncia com centro O e diametro AB é o circulo de
gola de um hiperboléide de revolugdo, cujas diretrizes simétricas séo representadas pela
circunferéncia maior. A tangente a gola no ponto D, e paralela ao eixo transverso,
corresponde a duas geratrizes, retas cruzadas de sistemas opostos no hiperboldide,
intersetando as diretrizes em dois pontos E coincidentes, 0os quais projetados verticalmente
definem G. Tracando a reta GO define-se a assimptota a; e a sua simétrica a,. Em A traca-
se a tangente a gola até obter H na interseccdo com a assimptota. OH é o raio da
circunferéncia que define a distancia focal e, logo os focos F; e F, na interseccdo com e

eixo.
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C.G

Fig. 3.67 — Assimptotas e focos da

hipérbole

3.5.3.2. DADO O EIXO TRANSVERSO AB E UM PONTO C DA HIPERBOLE DETERMINAR
UM PONTO P DA HIPERBOLE A UMA DISTANCIA d DA RETA QUE CONTEM O EIXO
TRANSVERSO

C

a1 a2
P\\R |
g N U //
A
Fig. 3.68 — Ponto da hipérbole a
[d] distancia dada do eixo transverso
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Pelo processo descrito no caso anterior, dado C traca-se a circunferéncia que
representa a diretriz, determinam-se as assimptotas e a paralela ao eixo transverso a passar
em D. O e D definem o eixo da hipérbole. Sobre a assimptota, e a distancia d pretendida,
define-se o ponto R e por este ponto traca-se uma paralela ao eixo secundério da hipérbole
até intersetar a tangente de D no ponto S. Com centro em O e raio até S traca-se o arco até
a reta do eixo transverso. Por esse ponto traca-se uma paralela ao eixo secundario até a
distancia a que se pretende obter P, ou seja a perpendicular que passa em R. Para
determinar outros pontos da hipérbole repetiamos o processo.

3.5.3.3. DADAS AS ASSIMPTOTAS a; e a, DA HIPERBOLE E O EIXO TRANSVERSO AB
DETERMINAR UM PONTO P A UMA DISTANCIA d DO EIXO TRANSVERSO

Mesmo sendo os elementos dados no caso anterior diferentes deste problema em
causa, no entanto o método utilizado permite uma simplificagcéo do caso, pois se procedeu
intermediamente a determinagdo das assimptotas. A partir daqui procede-se da mesma
forma, ou seja, define-se R na assimptota a distancia pretendida, traca-se uma paralela ao
eixo até a tangente t na circunferéncia de gola, roda-se esse ponto, com centro de rotagédo
no centro da hipérbole, até a reta que contém o eixo transverso. Na intersec¢do do arco com
0 eixo transverso traga-se uma perpendicular a este e interseta-se as perpendiculares aos

eixos para obter o ponto P.

a1 dz2

R P Fig. 3.69 — Ponto da hipérbole definida pelas

assimptotas e eixo transverso
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3.5.3.4. DADO O EIXO TRANSVERSO AB E UM PONTO C QUALQUER DA HIPERBOLE
DETERMINAR UM PONTO P DA HIPERBOLE A UMA DISTANCIA d DO EIXO
SECUNDARIO DA HIPERBOLE

Faz-se passar a paralela ao eixo a distancia d. Esta interseta a reta do eixo
transverso no ponto R. Rodando R, em torno de O, até ao eixo da hipérbole obtém-se D,
gue é o ponto que define as geratrizes t; e t, tangentes a circunferéncia de gola da
superficie com diametro AB. Para determinar as geratrizes determina-se a meia distancia
entre D e O, e a passar em O e centro ha meia distancia, determina-se na circunferéncia os
pontos de tangéncia. Prolongando as geratrizes de D até que intersectem a diretriz circular
[d], obtém-se os pontos G e E. Estes pontos correspondem nas diretrizes do hiperbolodide de
revolucdo aos pontos H e F, que pertencem a geratrizes de sistemas opostos, as quais se
prolongam até intersetar o retangulo envolvente. Assim determinamos F a H e a sua
simétrica em relacdo ao eixo. As duas intersetam-se num ponto que projetado na linha a

distancia d define o ponto P nas condi¢des propostas.

C

F
E

Fig. 3.70 — Ponto da hipérbole a
uma distancia qualquer do eixo

secundario

d [d]

De notar ainda que as geratrizes, em projecdo no plano da hipérbole, se revelam
tangentes a curva, 0 que permite, por exemplo, o estabelecimento de um processo de

determinacdo das tangentes a hipérbole ou até o estabelecimento de outras relacdes.
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3.5.3.5. DADA A HIPERBOLE DE EIXO TRANSVERSO AB E ASSIMPTOTAS a e a’
DETERMINAR OUTRA HIPERBOLE COM AS MESMAS ASSIMPTOTAS E EIXO
TRANSVERSO CD

§;2§
/ N
|
(h(pgj (&) Fig. 3.71 — Hipérboles

com as mesmas

[dl] assimptotas

A hipérbole dada é contorno aparente do hiperbol6ide de revolugédo de gola AB, com
assimptotas a e a’, pelo que o problema consiste em determinar a sec¢do produzida no
hiperboléide pelo plano frontal ¢ a distancia d do eixo, ou seja, a hipérbole de gola de
didametro CD, com as mesmas assimptotas. Ou, generalizando, trata-se da determinacao de

hipérboles com as mesmas assimptotas.

Representa-se CD nas condicbes propostas e determina-se o plano ¢ e a
circunferéncia de gola correspondente. Nesta traca-se a tangente t no ponto de intersec¢ao

da circunferéncia com o eixo. Marcando pontos nas assimptotas e tracando paralelas ao
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eixo até t, e, com centro em O, tracando arcos que intersetam a reta do eixo transverso em
pontos onde tracamos paralelas ao eixo até cruzar com as perpendiculares respetivas, o

gue permite determinar pontos sucessivos da hipérbole pretendida.

Tal como em casos anteriores poderiamos juntar as duas proje¢cdes numa Unica
construcdo, o que ndo fizemos por tornar mais confusa a interpretacdo do processo

construtivo.

3.5.3.6. DADA A HIPERBOLE DE EIXO TRANSVERSO AB E DISTANCIA FOCAL F;F,
DETERMINAR A HIPERBOLE CONJUGADA, OU SEJA, A HIPERBOLE COM AS MESMAS
ASSIMPTOTAS E IGUAL DISTANCIA FOCAL

\
]

Fig. 3.72 — Hipérbole

conjugada como

(h(_p) 2\ \@IJ

seccao de hiperboloide
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Do ponto de vista pratico trata-se de uma seccéo frontal no mesmo hiperboloide, sé

gue ultrapassando o raio do circulo de gola.

Trata-se, portanto, de um problema idéntico ao anterior, s6 que a posicdo do plano de
seccao implica que a hipérbole se forme em quadrantes opostos relativamente as
assimptotas. O circulo focal permite conhecer F; e F, a partir de F; e F, e tracando
perpendiculares ao eixo transverso em A e B até as assimptotas, e depois paralelas ao eixo
transverso, obtemos um retangulo que define os pontos C e D. Toda a restante construcéo
da hipérbole pode decorrer pelos procedimentos descritos anteriormente, utilizando como
eixo transverso CD.

Simplificado o processo, para resolver o problema sé6 é necessario determinar os focos
F; e F, e 0 eixo transverso CD e depois, por exemplo, pelo processo dos focos e eixo
transverso descrito no inicio do capitulo determinar postos da hipérbole. Fica no entanto

evidente a relacdo entre a hipérbole conjugada e o hiperboloide de revolugéo.

3 P1
- PlC ) 2
‘ C 7
i
F1A (2 B|F,
Pl B Fig. 3.73
D — Pontos de
K — % hipérbole
a ’ conjugada

3.5.3.7. DADO O HIPERBOLOIDE DE REVOLUCAO, E A SUA HIPERBOLE DE
CONTORNO APARENTE, DEFINIDOS GRAFICAMENTE, E O EIXO TRANSVERSO,
DETERMINAR A HIPERBOLE SECCAO NO MESMO HIPERBOLOIDE RESULTANTE DE
UM PLANO DE SECCAO 6 QUE PASSA NO MESMO EIXO E FORMA UM ANGULO a
COM O PLANO DE PROJECAO

Determina-se em projecéo C e D, que definem um novo eixo transverso CD.
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Foram determinados pontos na hipérbole a mesma distancia do eixo transverso que
os da hipérbole dada, por rotacdo na projecéo frontal e obtencdo dos mesmos pontos em
projecéo horizontal.

Este problema é idéntico a qualquer outro que envolva sec¢bes planas em
superficies de revolucao a passar no eixo da superficie.

<f9>

Fig. 3.74 — Rotacao da hipérbole em torno

do seu eixo

3.5.3.8. CONSTRUIR A HIPERBOLE POR FEIXES PROJETIVOS DADO O EIXO
TRANSVERSO IV E UMA CORDA AB PERPENDICULAR AO EIXO TRANSVERSO

Adaptando e completando a partir de MINIFIE (1851, Plate 20 Fig. 3) pode deduzir-
se que por A faz-se passar uma paralela ao eixo transverso e interseta-se esta com a
tangente no veértice definindo um segmento que se divide num nimero qualquer de partes

iguais, definindo uma ordem a partir de A. Divide-se no mesmo numero de partes o
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segmento definido por A e o ponto médio de AB. Constituem-se dois feixes de segmentos
de reta, o primeiro gerado a partir do vertice V e dirigido para os pontos do primeiro
segmento referido AC, e o segundo a partir de | e dirigido para os pontos do segundo
segmento AF. A interseccdo dos segmentos do primeiro feixe, com o0s respetivos do

segundo feixe, define pontos da hipérbole.

A Pll PIZ P'3 Fig. 3.75 — Hipérbole por

feixes projetivos

3.5.3.9. DETERMINAR A HIPERBOLE DEFINIDA PELAS ASSIMPTOTAS a; E a, E UM
PONTO P DA CURVA

No primeiro método, como na figura exemplifica, permite a determinacéo direta de
pontos do ramo oposto da curva e permite obter pontos do mesmo ramo. Utiliza-se a
propriedade descrita em 2.9. (Fig. 2.61) que enuncia que na interseccdo de qualquer reta
com as assimptotas e com os dois ramos da hipérbole a distancia de um ponto da curva a
assimptota mais proxima é igual a distancia da outra assimptota ao outro ponto da curva

sobre a mesma reta. Esta construcéo aparece referida em CUNHA (1982, 161).

P’ é o simétrico de P relativamente a O. Traca-se por P uma reta r qualquer que
interseta as assimptotas em A e B. Em seguida, mede-se BC igual a PA sendo C um ponto
da curva. Para obter mais pontos no mesmo ramo repete-se o processo. Os pontos do outro
ramo podem ser obtidos por simetria relativamente a O ou fazendo passar por P uma reta

gue intersecte as duas assimptotas do mesmo lado.
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Fig. 3.76 — Hipérbole dadas as
assimptotas e P (12 método)

Fig. 3.77 — Hipérbole dadas as

assimptotas e P (22 Método)

O segundo método, igualmente referido em CUNHA (1982, 161), difere do anterior
por permitir obter diretamente pontos do mesmo ramo da curva e, depois, se necessario,

obter por simetria pontos do outro ramo.

Consiste em fazer passar pelo ponto P dado paralelas as assimptotas e depois
intersecta-las com um feixe de retas a partir do centro O da hipérbole. Por exemplo,
tracando a reta r; esta interseta as paralelas as assimptotas em dois pontos que definem
uma diagonal de um paralelogramo de lados paralelos as assimptotas. Construido o
paralelogramo o vértice deste, oposto a P, € um ponto da hipérbole. Para obter novos
pontos N0 mesmo ramo repete-se 0 processo. Os pontos no ramo oposto sdo obtidos por

simetria relativamente a O.
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3.5.3.10. DADA UMA HIPERBOLE GRAFICAMENTE DETERMINAR OS EIXOS, AS
ASSIMPTOTAS E OS FOCOS

Traca-se duas cordas paralelas CD e EG e determina-se o0s respetivos pontos
médios M e N. MN é uma reta que contém um didmetro pelo que intersetamos MN com a

hipérbole em A; e B; e o respetivo ponto médio O que é o centro da hipérbole.

Fig. 3.78 — Assimptotas, eixos e focos de hipérbole grafica

Traga-se uma circunferéncia de centro O e que intersecte a hipérbole, obtendo-se o0s
pontos C,, D;, E; e G; que definem um retadngulo de lados paralelos aos eixos. Assim e; e e;
a passar em O sdo 0s eixos e A e B os vértices da hipérbole. Projetamos um ponto qualquer
P da hipérbole ortogonalmente sobre o eixo e; obtendo P; e rodamos A, com centro O, até
ao eixo e, obtendo P,. Seguidamente, rodamos P; novamente com centro em O, até
intersetar a paralela a e; que passa em P,, obtendo P;. Sendo P, a interseccdo das
projecdes ortogonais de P e P3, respetivamente a e, e e;, € um ponto da assimptota a;, e a
assimptota a, vai ser simétrica de a; relativamente aos eixos. Tracando a tangente t;, no
vértice A, a sua interseccdo F com a assimptota € um ponto do circulo focal, sendo F; e F,

os focos.
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3.5.3.11. DEFINIDA UMA HIPERBOLE POR UM PONTO P QUALQUER E AS
ASSIMPTOTAS a; e a, DETERMINAR OS EIXOS E OS FOCOS

Fig. 3.79 — Hipérbole por

ponto e assimptotas

Os eixos e; e e, sdo hissetrizes das assimptotas. Projeta-se ortogonalmente P sobre
e; obtendo P;. A projecdo ortogonal sobre e, interseta a; em P, Projetando P,
ortogonalmente a e; até intersetar o arco com centro O e raio PO, obtém-se Ps;. Py, a
projecdo ortogonal de P; sobre e,, pertence ao circulo de gola, que define A e B vértices da
hipérbole. No vértice A traca-se a tangente t; e onde esta interseta a assimptota é um ponto

F do circulo focal. O circulo focal interseta o eixo e; nos focos F; e F..

3.5.3.12. TRACADO DAS TANGENTES t; e t; A UMA HIPERBOLE QUE PASSAM NUM
PONTO EXTERIOR P, CONHECIDA A HIPERBOLE GRAFICAMENTE, OS FOCOS F, E F,
E O EIXO TRANSVERSO AB

Clarificando o processo descrito em CUNHA (1982, 162), traca-se uma circunferéncia
com centro em P e a passar num dos focos, F; neste caso, e uma circunferéncia, com
centro no outro foco F»,, e raio igual ao eixo transverso. As duas circunferéncias intersetam-
se em D e E. Os pontos D e E definem com F, duas retas. S6 uma delas interseta os dois
ramos da hipérbole, definindo no ramo oposto a F, o ponto de tangéncia T;. A outra reta
interseta o ramo do mesmo lado de F, em dois pontos, sendo o ponto de tangéncia T, o

mais préximo de F, dos dois. PT, e PT, definem as tangentes t; e t..
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Fig. 3.80 — Tangentes a

hipérbole por ponto exterior

3.5.3.13. TRACADO DE HIPERBOLES DADOS DOIS PONTOS, A e B, E AS TANGENTES,
t; Et,, EM A E B (Método dindmico para obtencéo das diversas hipérboles nas condi¢cdes
propostas)

Fig. 3.81 — Hipérbole por 2

pontos e 2 tangentes

Em LIMING (1981, 331) encontra-se a construcdo de uma hipérbole, dadas duas
tangentes, t; e t,, € 0s respetivos dois pontos de tangéncia, A e B, método que aqui
apresentamos adaptado. Com estes dados constréi-se uma reta de controlo qualquer AS,
sendo S um ponto de t,. Traca-se depois uma paralela qualquer a AS que interseta t, em C;
e AB em C,. Traca-se depois C,S que interseta t; em E. A intersec¢édo de EB com C;C, é um
ponto da hipérbole. Repetindo o processo, passando novas paralelas a AS, obtemaos outros

pontos, como por exemplo P, da mesma hipérbole.
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Utilizando geometria dindmica foi possivel comprovar que este tracado € especifico
para hipérboles e, por outro lado, esta hipérbole ndo esta completamente definida, pois
depende da direcdo da reta de controlo AS. Assim variando a direcdo de AS obtém-se
diferentes hipérboles com as mesmas condi¢des. Tal resulta da hipérbole estar definida por

guatro condi¢des, dois pontos e respetivas duas tangentes e néo por cinco condicdes.

A necessidade de cinco condi¢Bes para definir uma cénica sera abordada no ponto
seguinte. Por outro lado, a metodologia dos tracados dindmicos sera abordada no ponto

respeitante a construcao de NURBS (Non Uniform Rational Basis Spline).

3.5.3.14. TRACADO DA HIPERBOLE DADOS TRES PONTOS, A e B, E AS TANGENTES,
ttEt,, EMAEB

Fig. 3.82 — Hipérbole por
3 pontos e duas

tangentes

Do método anterior concluiu-se o0 método para o problema de uma hipérbole em
concreto. Agora a hipérbole esta definida, pois sdo dados trés pontos e duas tangentes.
Traca-se a reta CB que interseta t; em D. Traca-se DE qualquer, sendo E ponto de AB, que
interseta t, em F. As retas FA e CE intersetam-se em G, que é um ponto do outro ramo da
hipérbole. Fazendo outra reta DE, e repetindo o processo, obtém-se novos pontos no outro
ramo da hipérbole. Mantendo fixos F e G obtemos outros pontos no mesmo ramo. Assim,
define-se um ponto H em AB. Fl interseta t; em |. As retas IB e GH intersetam-se em P que
€ ponto da hipérbole. Para determinar outros pontos da hipérbole define-se novos pontos

em AB e repete-se 0 processo.
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3.6. O TRACADO DAS CURVAS CONICAS A PARTIR DE CINCO CONDICOES

De acordo com Heath, no predmbulo de APOLLONIUS; HEATH (1896, cli), Apolénio
chegou a propriedades que Ihe permitiam a definicdo de uma curva cdnica por cinco pontos
desta, embora ndo a tenha formulado de forma explicita sobretudo porque, as elipses,
parabolas e hipérboles eram vistas, a época, como curvas distintas, com propriedades

préprias e dando origem a trés defini¢cdes diferentes.

A partir do desenvolvimento dos fundamentos da geometria projetiva e de acordo
com a literatura respeitante a este tema, foi possivel concluir o que ja referimos
anteriormente sobre o tema, ou seja, que cinco condi¢des, pontos ou tangentes definem
uma cénica. Do ponto de vista pratico utilizando o Teorema de Pascal e o seu dual, o
Teorema de Brianchon, podem ser desenvolvidos procedimentos que permitem que, a partir
das condi¢des dadas, se possam determinar novos pontos e tangentes da mesma curva. De
notar que estes teoremas dizem respeito a determinacdo dos pontos de tangéncia nas
tangentes dadas ou das tangentes em pontos dados, ou seja, dizem respeito a condigbes de

incidéncia.

IZQUIERDO ASENSI (1985, 195-203) desenvolve este tema em cada um dos casos
para diferentes condicdes, para determinar os centros de uma relagéo projetiva entre uma
circunferéncia com uma curva coénica o que, sendo Util e interessante do ponto de vista
tedrico, sobretudo para a fundamentagdo da Geometria Projetiva, ndo é préatico para a
determinacdo de novos pontos e tangentes de conicas e, logo, para os tragcados com

execugao mais expedita.

N&o obstante, em IZQUIERDO ASENSI (1985, 201) encontramos também o quadro
Conicas definidas por pontos e tangentes que define todas as circunstancias possiveis para
as condi¢cdes dadas, e que tém a ver com 0s pontos dados serem, ou ndo, pontos de
tangéncia das tangentes dadas. Pela sua relevancia para a obtencédo das diversas solugdes
para os tracados reproduzimo-lo seguidamente, traduzindo-o para portugués. O namero de
solucdes é, nesta situacdo, um, dois ou quatro, tendo em conta cada um dos pontos
isolados, por si, ou cada tangente sem ponto de contacto, ndo estando em causa que as 5
condi¢cbes dao origem, em cada caso concreto e consoante a posi¢ao relativa de pontos e
retas, apenas a uma so6 solucédo, ou seja, que as cinco condi¢des definam uma Unica coénica.
O numero de solucbes é 0 sempre que as condicdes dadas ndo permitem obter qualquer

conica.
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CASOS TANGENTES PONTOS DE PONTOS TOTAL NUMERO DE
CONTACTO DAS ISOLADOS DE SOLUCOES
TANGENTES PONTOS
10 0 0 5 5 1
20 1 0 4 4 20u0
30 1 1 3 4 1
40 2 0 3 3 40u0
5¢ 2 1 2 3 20u0
62 2 2 1 3 1
79 3 0 2 2 40u0
8¢ 3 1 1 2 20u0
90 3 2 0 2 1
109 4 0 1 1 20u0
110 4 1 0 1 1
12¢ 5 0 0 0 1

Fig.3.83 — Quadro das cinco condic¢des para definir uma cénica

Em NAGORE (1988, Tomo Ill, 141-154) encontramos o0s procedimentos que

permitem a determinagdo de novos pontos ou tangentes, sendo dados cinco condigdes,

pontos ou tangentes, mas sO para 0s casos em que sdo dados cinco pontos, cinco

tangentes, quatro pontos e a tangente num deles, 3 pontos e 2 tangentes em dois deles, 2

pontos e respetivas tangentes e uma terceira tangente, 1 ponto e respetiva tangente e

outras 3 tangentes, correspondendo aos 192, 3¢, 62, 99, 112 e 129 casos do quadro acima. Em

suma, Nagore sO apresenta solucdo para 0s casos em que 0s pontos dados sdo pontos de

tangéncia das tangentes ou as tangentes o sejam em pontos dados. Ndo obstante a

limitacdo dos casos, nos processos desenvolvidos por Nagore, eles correspondem a maioria

das situagdes tipicas que surgem nos problemas.
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Abordaremos seguidamente de forma sintética 0os conceitos e teoremas que serao
utilizados como fundamentacgéo tedrica da resolucdo de problemas, existindo incidéncia dos
pontos dados sobre as tangentes. Como veremos mais a frente, procurdmos desenvolver
processos que permitam definir metodologias expeditas para resolver os restantes casos ou,

pelo menos, parte deles.

3.6.1. TEOREMA DE PASCAL

O Teorema de Pascal pode ser enunciado como estabelecendo que os lados

opostos de um hexalatero se intersetam em pontos que pertencem a mesma reta.

Fig.3.84 — Teorema de Pascal

Considere-se 6 pontos A, B, C, D, E e F de uma cénica, ordenados em sequéncia,
por facilitar a explanacdo. Os seis pontos definem um hexavértice convexo. Tragando
segmentos de reta que passem por todos 0s pontos, huma sequéncia logica e seguindo
sempre na direcdo do ponto seguinte, os pontos de interseccdo de cada par de retas que

contém segmentos opostos intersetam-se em pontos da mesma reta, designada Pascala.

Assim AB define r;, BC define r,, CD define r3, DE define r4, EF define r5 e FA define
rs. A interseccdo dos pares de retas opostas ry ry, I I's € I3 I, permite determinar M, N e P,

pontos que definem uma sé reta, a Pascala.

A designacdo de Pascala é utilizada na literatura como homenagem a Pascal,
aparecendo por vezes referida como a reta de Pascal e é portanto a reta definida pelas

interseccbes dos lados opostos de um hexavértice inscrito numa conica.
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Estamos a utilizar designacBes proprias da Geometria Projetiva e que nao
encontramos tanto na literatura cientifica como em dicionarios e enciclopédias de referéncia
de lingua portuguesa, e que adaptdmos ao portugués a partir das designacbes em

portugués do Brasil quando se encontraram, em espanhol ou em inglés.

Um Polivértice é assim designado porque de facto permite definir propriedades que
dizem respeito aos seus vértices, ho caso em estudo como pontos da curva conica. Assim o
polivértice, por unido dos seus vértices, d4 origem a um poligono constituido por
segmentos de reta numa sequéncia, por tal forma que em cada vértice se unam dois
segmentos e dando origem a uma figura fechada sendo, portanto, possivel percorré-la
sem interrup¢des. Entdo nem todos os poligonos sdo polivértices. Por exemplo, se um
hexadgono convexo é um hexavértice ja o poligono estrelado de seis vértices definido por
dois tridngulos que se entrecruzam ndo é um hexavértice porque ndo ha continuidade entre

os dois triangulos.

Fig. 3.85 — Determinagéo da Pascala

em hexavértice ndo convexo

BN

Na figura acima obteve-se a reta Pascala de forma similar a anterior, mas

comecgando por tracar AC, e depois CF, FD, DB, BE e por ultimo EA, passando por todos 0s
vértices de forma que, em cada um deles, s6é passem duas retas e definindo com os
segmentos um poligono continuo e fechado no ponto inicial. Os pares de retas a intersetar

SA0 as opostas ry 1y, > Is € r3 g, definindo J, L e K, pontos que definem a reta Pascala.

Outra sequéncia possivel seria, por exemplo, AD, DB, BF, FC, CE e por ultimo EA,

dando origem a uma reta Pascala diferente.

As mesmas regras sao aplicaveis ao pentavértice, ao quadrivértice e ao trivértice que

utilizaremos em seguida.
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3.6.1.1. O HEXAVERTICE E O TEOREMA DE PAPPUS DE ALEXANDRIA

Uma  propriedade similar do
hexavértice j& tinha sido descoberta muitos
séculos antes por Pappus de Alexandria. O
teorema de Pappus, aplicado & Geometria
Projetiva, enuncia que, constituido um
hexavértice por pontos de duas retas a e b,
as intersec¢bes de lados opostos no
hexavértice se situam sobre uma reta. De

notar que, hoje, podemos considerar duas

retas concorrentes ou paralelas como caso
particular das conicas, ou seja, conicas
degeneradas, e, logo, o Teorema de Pascal
como um alargamento do ambito do Fig.3.86 — Teorema de Pappus
Teorema de Pappus.

3.6.1.2. O PENTAVERTICE E O TEOREMA DE PASCAL

Fig.3.87 — Pentavértice e Pascala

O pentavértice aplicado ao teorema de Pascal corresponde a considerar que 0s
pontos E e F do hexavértice coincidem, ou seja E € um ponto duplo, pelo que a reta
correspondente EF, ou seja rs, € substituida pela tangente em E, o que equivale a

considerar os dois pontos como coincidentes.
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Tal como no hexavértice sdo admitidas outras sequéncias de unides dos vértices
desde que respeitadas as condi¢fes ja enunciadas. Assim, a interseccdo das retas r; e rg
define o ponto M, r; e r, definem o ponto N, e r, e a tangente t em E definem P. Os pontos
M, N e P pertencem a reta Pascala.

3.6.1.3. O QUADRIVERTICE E O TEOREMA DE PASCAL

Parte-se da consideracdo de dois dos
pontos como representando, cada um deles,
um lado do hexavértice, no caso C e D, pelo
gque esses lados sdo substituidos pelas
tangentes nos pontos. Tal como para o
hexavértice e pentavértice sdo admitidas
outras sequéncias de pontos e 0s outros
pontos como representando dois pontos cada.
No caso foram considerados pontos duplos C

e D. Assim, a interseccdo da tangente em C e

rs define o ponto M, a de r, e r; define N e ada

tangente em D e r, define o ponto P, sendo

MNP a Pascala. Fig.3.88 — Quadrivértice e Pascala

3.6.1.4. O TRIVERTICE E O TEOREMA DE PASCAL

Fig.3.89 — Trivértice e Pascala
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No trivértice os trés pontos representam 2 pontos cada um. Assim a reta oposta de
um lado do triangulo é a tangente no vértice oposto. Daqui resulta que r; é a tangente em B
e interseta a reta oposta rs em M, r; é a tangente em A e interseta a oposta r, em N e rs,
tangente em C, interseta r, em P, pelo que a Pascala é novamente definida por M, N e P.
Sao igualmente admitidas para o trivértice sequéncias de pontos diferentes desde que

respeitem as regras anteriormente enunciadas.

3.6.2. TEOREMA DE BRIANCHON

O Teorema de Brianchon enuncia que as diagonais de um hexalatero circunscrito a

uma conica se intersetam num ponto.

Fig.3.90 — Teorema

de Brianchon

Considere-se as tangentes ty, t,, ts, t4, ts € t¢ @ uma curva cénica e assim ordenadas
consecutivamente numa ordem definida em funcdo da posicdo relativa dos pontos de
tangéncia e que definem um hexalatero. Se na mesma ordem designarmos por A, B, C, D, E
e F os pontos de intersec¢gdo das tangentes consecutivas e tragcarmos as diagonais do

hexalatero estas intersetam-se no ponto O designado por PONTO DE BRIANCHON.

Um hexalatero é a figura geométrica definida por quaisquer seis retas numa
sequéncia das intersec¢cOes respetivas definidora da propria sequéncia das
tangentes. Por outro lado também se poderia alterar a ordem das tangentes dando origem
a uma sequéncia dos pontos de interseccdo diferente, desde que respeitadas as regras
definidas anteriormente para as tangentes e respetivos pontos de tangéncia. Um hexalareto

€ portanto uma entidade geométrica dual do hexavértice.

Tenha-se igualmente em conta que, tal como foi feito para o teorema de Pascal

utilizamos graficamente a elipse como exemplo. Se, por exemplo, tivéssemos utilizado a
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hipérbole teriamos dado origem a uma posi¢do relativa das tangentes completamente

diferente.

O Teorema de Brianchon e o Teorema de Pascal sdo teoremas duais, ou seja, sao
teoremas em que, a partir de um, se pode demonstrar o outro, e em que nhum, substituindo

pontos por retas e retas por pontos, se obtém o outro.

3.6.2.1. O PENTALATERO E O TEOREMA DE BRIANCHON

Fig. 3.91 — Pentalatero e Teorema de
Brianchon

Construimos o pentalatero respeitando as mesmas regras respeitantes ao
hexalatero. Sendo dadas apenas as cinco tangentes t;, t,, t3, t; € ts a sexta tangente,
considerada como coincidente com a quinta neste caso, é substituida pelo ponto de
tangéncia Ts em ts. Assim sendo a intersecc¢édo das retas diagonais do pentalatero, ou seja,

AD, BE e CTs define o ponto de Brianchon.

O Pentalatero é a figura geométrica definida por quaisquer cinco retas, respeitando-
se as mesmas regras definidas para o hexalatero, designadamente que a ordenacao
sequencial das tangentes respeite a ordenagdo na mesma sequéncia dos seus pontos de

interseccéo.

3.6.2.2. O QUADRILATERO E O TEOREMA DE BRIANCHON

S&o desenvolvidos procedimentos similares aos respeitantes ao hexalatero e
pentalatero. Assim, na sequéncia considerada, a tangente t, é coincidente com t; pelo que é

substituida pelo ponto de tangéncia T;. Igualmente a tangente tg € coincidente com ts pelo
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que é substituida pelo ponto de tangéncia Ts na tangente ts. Assim sendo as retas AD, T/E e

CTs intersetam-se em O, ponto de Brianchon.

O quadrilatero é, neste contexto, um hexalatero com dois lados inexistentes e que

sao substituidos pelos pontos de tangéncia na reta antecedente na sequéncia utilizada.

Fig. 3.92 — Quadrilatero e Teorema de Brianchon

Quadrilatero completo € a configuracdo obtida a partir de qualquer conjunto de
quatro retas, trés das quais ndo concorrem para 0 mesmo ponto, e que se intersetam duas a
duas de todos 0s modos possiveis. Os seus pontos sdo as seis interseccdes das retas A, B,
C,D,EeF.

Fig. 3.93 — Quadrilatero completo

Vértices opostos sdo A e C, B e D, e E e F porque ndo pertencem ao mesmo lado.
As trés diagonais sdo as retas que unem vértices opostos. As trés diagonais intersetam-se

em trés pontos, M. N e P, definindo o trilatero diagonal.
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3.6.2.3. O TRILATERO E O TEOREMA DE BRIANCHON

Fig. 3.94 — Trilatero e Teorema de Brianchon

Novamente sao utilizadas regras similares as respeitantes ao hexalatero,
pentalatero e quadrilatero. Assim, na sequéncia considerada, a tangente t, € coincidente
com t; pelo que é substituida pelo ponto de tangéncia T;. Igualmente as tangentes t, e ts S&o
coincidentes, respetivamente com t; e ts, pelo que séo substituidas respetivamente pelos
pontos de tangéncia Tz na tangente t; e Ts na tangente ts. Assim sendo as retas T/E, ATz e

CTsintersetam-se em O, ponto de Brianchon.

O trilatero é, nesta circunstancia, um hexalatero com trés lados inexistentes e que

sdo substituidos pelos pontos de tangéncia na reta antecedente na sequéncia utilizada.

3.6.3. APLICACAO DOS TEOREMAS DE PASCAL E BRIANCHON AOS TRACADOS DAS
CONICAS

N&o seguiremos para os doze casos seguintes a ordenagéo de IZQUIERDO ASENSI
(1985, 201), mas antes a de NAGORE (1988, Tomo lll, 141-154), pois corresponde a aplicar
nos primeiros seis casos o teorema de Pascal e depois nos seis casos seguintes o teorema

de Brianchon, o que facilita a exposicéo.

Por outro lado, e ndo obstante na exposicdo se utilizar posigcbes dos dados que
dariam como resultado a definicdo de uma elipse, interessa salientar que estes processos

sdo aplicaveis, por definicdo, a qualquer das coénicas.

3.6.3.1. PASCAL — 12 caso
Dados cinco pontos da cénica A, B, C, D e E determinar outro ponto P da cénica.
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Fig. 3.95 — Dados 5
pontos determinar outro

ponto

Adaptando de NAGORE (1988, T. Ill, 145), o problema resolve-se por aplicacdo
direta do teorema de Pascal.

Tragar a reta BC até intersetar AE em M. Por A fazer passar a reta r com uma
direcdo qualquer até intersetar CD em N. MN define a reta Pascala p. DE interseta a reta

Pascala em S. SB interseta NA no ponto P que € um ponto da cénica.

Fig. 3.96 — Dados 5

pontos determinar a

curva graficamente

Como desenvolvimento do mesmo método exemplificamos como permite a
determinagcdo de todos os pontos da curva, tracando a reta r com diversas direcdes. Se
rodarmos a reta r 180°, em torno de A, obtemos toda a curva. Se a reta r for paralela a CD a
reta Pascala passa em M e é igualmente paralela.
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De qualquer forma o método, por partir de uma reta definida a partir de um ponto da
conica, ndo responde, s6 por si, a outro problema que € o de determinar os extremos de
uma corda de que ndo se conhece qualquer dos extremos. Tal problema é na verdade o da

intersec¢do de uma reta com a conica.

H4& na literatura referéncias diversas a outros métodos por aplicacdo dos mesmos
principios mas que, em regra, permitem apenas determinar um sexto ponto numa direcdo

gualquer, ndo controlada.

Por outro lado, utilizando este processo de criagdo podemos gerar um modelo em
geometria dindmica que permita a obtencdo de qualquer curva cénica com independéncia
da posicdo dos dados ou ainda rotinas de programacéo para obtencdo de curvas conicas

informaticamente.

3.6.3.2. PASCAL — 22 caso

Dados quatro pontos A, B, C e D e a tangente t num deles determinar outro ponto P

da conica.

Fig. 3.97 —
Dados quatro
pontos e a
tangente num
deles determinar

outro ponto

Aplica-se o teorema de Pascal adaptado ao caso do pentavértice a obter.

De acordo com NAGORE (1988, T. Ill, 145) interseta-se a reta DA com a tangente t
obtendo N. Traca-se a reta r a passar em A e com a dire¢do pretendida para obter o ponto
P. Ainterseccdo M, de r com BC, define com N a reta pascala p. CD interseta a pascala em
S. SB define a reta que interseta r no ponto P. Se rodarmos r 180° em torno de A obtemos,

nas mesmas condic¢des, todos os pontos da curva.
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3.6.3.3. PASCAL — 3° caso

Dados trés pontos A, B e C e as tangentes a e b, respetivamente em A e B,

determinar outro ponto P da conica.

Aplica-se o teorema de Pascal adaptado ao quadrivértice a obter. De acordo com o
método exposto por NAGORE (1988, T. lll, 146), AC interseta a tangente b, do ponto B, em
N. Por C tracar a reta r com a direcao pretendida para obter o ponto P e r interseta AB em
M. MN define a reta Pascala p. A tangente a, em A, interseta p em S. SB interseta r no ponto
pretendido P. Novamente se salienta que, com outras dire¢cBes da reta r, pode-se obter

outros pontos da curva em qualquer diregéo.

b\ B
Fig. 3.98 — Dados trés

C N pontos e as tangentes

em dois deles determinar
outro ponto
M r

3.6.3.4. PASCAL —4° caso

Dados cinco pontos A, B, C, D e E determinar a tangente t no ponto A da cénica.

Fig. 3.99 — Dados 5 pontos
determinar a tangente num

deles
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Adaptando de NAGORE (1988, T. lll, 147) a interseccdo de AB com ED define M. A
interseccdo de AE com BC define N. MN é a Pascala p. O ponto S € a intersec¢do de p com
CD. SA define a tangente t.

3.6.3.5. PASCAL - 5° caso

Dados quatro pontos A, B, C e D e a, a tangente em A, determinar a tangente t em C.

Fig. 3.100 — Dados 4 pontos e
1 tangente determinar outra

tangente

Adaptando de NAGORE (1988, T. lll, 147) a interseccdo M das retas definidas por
CD e AB define com a interseccdo N das retas AD e BC a reta Pascala p. A intersec¢do da

tangente a em A com a Pascala é S. A reta SC é a tangente pretendida.

3.6.3.6. PASCAL — 6° caso

Dados trés pontos A, B e C e as tangentes a e b, respetivamente em A e B,

determinar a tangente t em C da codnica.

»

b Fig. 3.101 — Dados 3
S pontos e 2 tangentes

determinar tangente
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Utilizando o processo descrito em NAGORE (1988, T. lll, 148) comeca-se por
intersetar a tangente a com a reta BC determinando M. Interseta-se depois AC com a
tangente b determinando N. MN define a reta Pascala p. A intersec¢édo de p com AB € S. SC
define a tangente t pretendida.

3.6.3.7. BRIANCHON - 12 caso

Dadas cinco tangentes da coénica a, b, ¢, d e e determinar o ponto P de tangéncia de

a na conica.

Adaptando de NAGORE (1988, T. lll, 149), o problema resolve-se por aplicacdo

direta do teorema de Brianchon.

Fig. 3.102 — Dados
cinco tangentes
determinar um ponto

de tangéncia

Assume-se que a tangente a representa duas tangentes do hexalatero e traga-se as
diagonais deste, determinando o ponto de Brianchon O. Uma das diagonais € a reta que une
a interseccdo de e e d com a interseccao de a e b. Outra diagonal é a que une a interseccéo
de b e c com a interseccdo de a e e. As duas diagonais intersetam-se no ponto O. A
diagonal que passa em O, a partir da interseccdo de d com c, interseta a tangente a no

ponto P de tangéncia.

Evidentemente que podemos repetir 0 processo relativamente a cada uma das

outras tangentes e assim obter os cinco pontos de tangéncia.
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3.6.3.8. BRIANCHON - 2¢° caso

Dados 4 tangentes a, b, ¢c e d e 0 ponto de tangéncia A em a determinar outro ponto

P de tangéncia de d na conica.

Aplica-se o teorema de Brianchon adaptado ao caso do pentalatero, sendo que o
lado em falta se considera coincidente com d e é substituido pelo ponto P a obter.

De acordo com NAGORE (1988, T. lll, 149) traca-se a reta diagonal do pentalatero
resultante da interseccdo de a com d e da intersec¢do de b com c. Outra diagonal é o
segmento que une A com a intersec¢éo de ¢ com d. As duas diagonais intersetam-se em O.
A terceira diagonal resulta de tracarmos a reta que passa em O e na interseccdo de a com
b. Esta terceira diagonal interseta d no ponto P de tangéncia.

Fig. 3.103 — Dados
quatro tangentes e um
ponto de tangéncia

determinar outro ponto

3.6.3.9. BRIANCHON - 3° caso

Dados 3 tangentes a, b e ¢ e 0s pontos de tangéncia A e B, respetivamente em a e b,

determinar outro ponto P da conica.

Aplica-se o teorema de BRIANCHON adaptado ao quadrilatero a obter, sendo que o

quarto lado se considera coincidente com ¢ e € substituido por P.

De acordo com NAGORE (1988, T. Ill, 150), tracam-se duas diagonais do
guadrilatero, uma que une A a interseccdo de b com ¢, e a outra que une B com a
interseccdo de a com c, definindo na interseccéo das duas O. A reta que passa em O e na

interseccdo de a com b € a terceira diagonal e interseta ¢ no ponto P pretendido.
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Fig. 3.104 — Dadas trés
tangentes e os pontos de
tangéncia em duas delas

determinar outro ponto de

tangéncia

3.6.3.10. BRIANCHON —4° caso

Dados 5 tangentes a, b, ¢, d e e determinar outra tangente t que passa no ponto A da

tangente a da conica.

Fig. 3.105 — Dadas cinco
tangentes determinar

outra tangente

Adaptando de NAGORE (1988, T. lll, 150) escolhe-se um ponto A qualquer da reta a
e traca-se a diagonal do hexalatero que passa em A e na interseccao de ¢ com d. Traca-se
outra diagonal que passa na interseccdo de a com b e na interseccdo de d com e. A
interseccdo das duas diagonais define o ponto O. Tracando a terceira reta diagonal, que
passa em O e na interseccdo de b com c, esta interseta e no ponto P que, com A, define a

tangente t.

Para além de podermos definir diferentes pontos A obtendo novas tangentes,

podemos aplicar o mesmo processo para pontos de qualquer das outras tangentes.
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3.6.3.11. BRIANCHON - 5° caso

Dados 4 tangentes a, b, ¢c e d e 0 ponto de tangéncia A de a determinar a tangente t

da conica.

Adaptando de NAGORE (1988, T. lll, 150) traca-se a diagonal do pentalatero a obter
gue passa na interseccdo de a com d e na intersec¢cdo de b com c. Escolhe-se Q qualquer
sobre a tangente d. Traca-se a diagonal que passa em Q e na interseccdo de a com b. As
duas diagonais intersetam-se em O. AO € a terceira diagonal e interseta ¢ em P. PQ define

a tangente t pretendida.

Escolhendo diferentes pontos Q sobre t, ou utilizando o0 mesmo processo definindo o
ponto Q sobre a tangente ¢ podemos determinar diferentes tangentes a conica.

Fig. 3.106 —
Dados quatro
tangentes e um
ponto determinar

a tangente

3.6.3.12. BRIANCHON - 6° caso

Dados 3 tangentes a, b e ¢ e 0s pontos de tangéncia A e B, respetivamente em a e b,

determinar a tangente t da conica.

Utilizando o processo descrito em NAGORE (1988, T. Ill, 151) comeca-se por
determinar a diagonal do quadrilatero a obter, que passa em A e na interseccao de b com c.
Escolhe-se Q qualquer em c e tragca-se a diagonal que passa em Q e na intersec¢cdo de a
com b. As duas diagonais determinam O. A reta BO interseta a em P. PQ define a tangente t

pretendida.

Com diferentes pontos Q sobre ¢ obtemos diferentes tangentes a conica.
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t b
P A,
a
B
\ Fig. 3.107 — Dados trés
tangentes e dois pontos
de tangéncia determinar
outra tangente
C

3.6.4. O CENTRO E DIAMETROS DE CONICAS DEFINIDAS POR CINCO CONDICOES

A partir da definicdo de uma conica por cinco condi¢cdes e dos métodos resultantes
da aplicacdo pratica dos Teoremas de Pascal e Brianchon é possivel determinar o centro,

eixos, focos e pontos da conica em circunstancias pré-determinadas.

3.6.4.1. DADOS CINCO PONTOS A, B, C, D E E DETERMINAR O CENTRO O

A construcdo esta executada em dois passos, para melhor compreensdo. Na Fig.
3.108 a) é determinado um sexto ponto F da conica pelo método que permite a
determinacdo de um ponto numa direcdo qualquer a partir de um dos cinco pontos dados,

estabelecendo-se uma paralela a uma corda pré-existente, no caso CD.

Fig. 3.108 a) — Centro a

partir de cinco pontos
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Na Fig. 3.108 b) repete-se o processo para determinar outro ponto G definindo outra
corda paralela a outra definida por qualquer par de pontos. Determina-se em seguida 0s
pontos médios de cada corda dos dois pares de paralelas e com os pontos médios de cada
par define-se a direcdo de um didmetro, sendo o centro O a intersecc¢do dos dois diametros.

dl

Fig. 3.108 b) — Centro a partir de cinco pontos

3.6.4.2. DADOS CINCO PONTOS A, B, C, D E E DE UMA CONICA DETERMINAR
DIAMETROS CONJUGADOS

Fig. 3.109 a)
— Centro de elipse
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Fig. 3.109 b) - Centro de
hipérbole

Como se expbs anteriormente dois diametros conjugados definem a conica e, a partir
deles, podemos determinar os seus eixos e 0s focos. Para isso, no minimo, € necessario
conhecer um diametro e uma corda de dire¢do conjugada deste. Entéo, utilizando o método
descrito em “PASCAL - 49 caso” comecga-se por determinar as tangentes t;, t, e ts,
respetivamente em A, B e C. A reta que passa na interseccéo de t; e t, € no ponto médio de
AB é uma reta diametral. A reta que passa na intersec¢ao de t, e t; e no ponto médio de BC

€ outra reta diametral. A interseccdo das duas retas diametrais é o centro O da conica.

Se o centro estiver interior ao arco de circulo que passa em A, B e C a conica é uma
elipse, se o centro estiver exterior ao arco de circulo a cénica € uma hipérbole. Se as retas
diametrais forem paralelas a cénica € uma parabola cujo eixo é paralelo as retas diametrais
e a curva fica definida por uma corda, respetiva reta diametral e o ponto da parabola nessa

diametral. Num segundo passo, determinamos os diametros conjugados.

Fig. 3.110 — Didametros conjugados por

cinco condi¢cbes
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Se a conica for uma das centrais (elipse ou hipérbole) podemos proceder como na
figura e determinar o didmetro AA’, sendo o ponto A’ simétrico de A relativamente a O e a
sua tangente que € paralela a t;. Depois, e de acordo com CUNHA (1982, p. 158, Fig.
6.41b), conhecido B, ou qualquer dos outros pontos da coénica, e sabendo que o didametro
conjugado de AA’ passa em O, e € paralelo a tangente t; em A, é possivel determinar o
diametro conjugado UU’. Para tal, e utilizando método ja explanado anteriormente, traca-se
a circunferéncia de diametro AA’, e centro em O, e um raio perpendicular a AA’ que interseta
a circunferéncia em T. Por B traga-se uma paralela a t; que interseta AA’em R. Em R traca-
se igualmente uma perpendicular a AA’ até intersetar a circunferéncia em S. Traga-se 0
segmento SB e por T uma paralela a SB até intersetar a dire¢cdo do diametro conjugado em
U. U é portanto um dos extremos do didmetro conjugado e o outro extremo € U’, o simétrico

de U relativamente ao centro O.

3.6.5 INTERSECCAO DE UMA RETA COM UMA CONICA

O problema da intersec¢édo de uma reta com uma coénica, seja definida pelos eixos e
focos ou por pontos e, ou, tangentes, € um problema de aplicacdo prética por si, mas pode
igualmente resultar da necessidade de determinacdo de cordas ou didmetros da conica com
determinada dire¢do, dos quais ndo se conhece qualquer dos extremos, que € na pratica o
mesmo problema da intersec¢cdo de uma reta com uma conica. N&o obstante a relevancia
do problema sdo raras as abordagens na literatura consultada e mesmo essas
demonstraram-se de resolu¢cdo complexa, implicando muitas vezes inimeros passos ou
necessitando no seu desenvolvimento de outras areas do conhecimento, designadamente
de utilizagdo direta ou indireta de geometria analitica. Por exemplo PEGADO (1899, 125) no
ponto 245, relativamente a interseccao de uma reta com a conica, propde que num primeiro
passo se construa a curva por feixes homolégicos, em determinadas condi¢cdes concretas, e
depois estabelecer por proporcées meétricas, método que ndo abordamos neste texto,
determinar indiretamente o resultado. Um outro exemplo é o método proposto por SAURI
(2009, 78-79) que, além de ser limitado pois implica conhecer os eixos e focos da conica,
resulta ser expedito em geometria analitica, ou utilizando geometria dindmica, mas que tem
um segundo passo na resolugdo complexa em geometria de régua e compasso. Dado que
optdmos por utilizar neste trabalho exclusivamente métodos geométricos expressos por
tracados graficos de solucdo o mais elegante possivel, propomo-nos seguidamente

desenvolver procedimentos genéricos para a resolucao do problema.
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3.6.5.1. INTERSECCAO DE UMA RETA r COM UMA CONICA CENTRAL DEFINIDA PELO
EIXO MAIOR OU PELO EIXO TRANSVERSO E PELOS FOCOS

O método tem a limitagdo de ser necessario conhecer previamente o eixo principal e
os focos e é proposto por SAURI (2009, 78-79). Determina-se um ponto simétrico de um dos
focos e pelo outro foco faz-se centro da Circunferéncia diretora. Os pontos da interseccdo
pretendida séo os centros de duas circunferéncias tangentes a Circunferéncia diretora e que

passam no outro foco e pelo ponto seu simétrico relativamente a reta r.

Estabelece-se, por exemplo, que por F; se trace a circunferéncia diretora e por F, se
determine o simétrico F’, relativamente a r. Pretende-se determinar os pontos | e J, de
interseccdo da reta r com a conica, propondo-se que os consideremos como centro de duas
circunferéncias tangentes a circunferéncia diretora. Para além disso, como se pode
constatar pela figura, o centro | da circunferéncia, para esta passar por F, e F’», tem
obviamente que ser um ponto da reta r. Por outro lado, para a circunferéncia passar por T; 0
centro | pertence a perpendicular ao meio do segmento RF,. Para a circunferéncia ser
tangente a C4 0s pontos T,, | e F; tém que pertencer a mesma reta. Assim sendo, sé com o0s
dados e 0 método enunciado por Sauri ndo € possivel conhecer | diretamente, porque nao
se conhece T, tornando-se um problema de resolucédo simples em geometria dindmica ou
analiticamente. Significativamente apesar de este ser o método de enquadramento de Sauri,
nao é apresentada traducao grafica. O mesmo se passa com a circunferéncia de centro F, e
0 ponto T,. Por geometria dindmica foi possivel determinar a solugcdo estabelecendo um
ponto | qualquer sobre a reta e determinar nas mesmas condi¢des, ou seja M ponto médio

de T,F, e MI perpendicular a T;F,, o lugar geométrico descrito por T; movendo | e intersetar

esse lugar geométrico com C,.

Fig. 3.111 a) — Intersecgéo
de reta com conica definida

por eixo e focos (12 etapa)
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De qualquer forma € possivel resolver o problema, utilizando tangéncias entre
circunferéncias. Em CUNHA (1982, 141-152), por exemplo, encontra-se uma ampla
abordagem desta questdo. No caso concreto, pode-se descrever o problema como a
determinacgdo de circunferéncias tangentes a outra dada, Cy, € que passam por dois pontos

quaisquer, F, e F’, 0 que corresponde ao processo descrito em CUNHA (1982, 146-147,
Fig. 6.24 e)).

Fig. 3.111 b) — Intersecgéo
de reta com coénica definida

por eixo e focos (22 etapa)

Define-se um ponto |; qualquer da reta r e traga-se uma circunferéncia auxiliar, a
passar por F, e F’, que intersecte Cy4. Os pontos de interseccdo, C e D, definem uma reta
que interseta F,F> em E. A partir de E traca-se as tangentes t; e t, a C4. Para isso,
determina-se N, ponto médio de EF,, e traca-se o arco de centro N a passar por F; que
interseta C4 nos pontos de tangéncia T, e T,. As retas T.F; e T,F; intersetamr em | e J,

centros das circunferéncias e pontos de intersecgdo da reta com a conica.

3.6.5.2. INTERSECCAO DE RETA r COM PARABOLA DEFINIDA POR FOCO F E
DIRETRIZ d

Ilgualmente em SAURI (2009, 78-79) encontra-se descrita a seguinte resolucéo do
problema aqui proposto, decorrente do anterior e tendo em conta que na parabola o Circulo

diretor é substituido pela diretriz.

182 W I



d r
G
I
D
e 1
=
H J Fig. 3.112 — Interseccdo de
reta com parabola

Determina-se F’, simétrico de F relativamente a reta r, e a reta FF’, perpendicular ar,
interseta a diretriz em D. C é o centro da circunferéncia que tem diametro FF’. Para
determinar as tangentes DT, e DT, a essa circunferéncia a partir de D determina-se E, ponto
médio de DC, e com centro em E traga-se a circunferéncia de raio ED que interseta a
circunferéncia de centro C nos pontos de tangéncia T, e T,. Depois traca-se a circunferéncia
de centro D a passar por T, e T, que interseta d em G e H. Nesses pontos tragcam-se
perpendiculares a diretriz que intersetam a reta em | e J, pontos de intersec¢éo da reta com

a parabola.

3.6.5.3. INTERSECCAO DE UMA RETA COM UMA CONICA DEFINIDA POR DIAMETRO
CONJUGADOS AA’E UV’

Fig. 3.113 a) — Intersecc¢éo de
reta com conica definida por

didametros conjugados
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O método que desenvolvemos aqui decorre da solugcdo que encontrdmos para o
problema da determinacdo de didmetros conjugados a partir de cinco condi¢des. O ponto V
€ a intersecc¢do da reta r com o didmetro AA’. Aplica-se seguidamente a reta a afinidade que
transforma a cénica numa circunferéncia. Para tal escolhe-se um ponto W qualquer da reta
e tragca-se WZ paralelo a BR e a reta ZW, paralela a RS. Onde esta intersetar a paralela a
BS que passa em W é o ponto W; que define com V a reta r; reta afim de r. A reta r;
interseta a circunferéncia em Y, e Y’. Os pontos afins destes, Y e Y’ sobre a reta r, sdo os
pontos de intersec¢do da reta com a conica.

N&o esquecamos que 0s eixos das coOnicas sao casos particulares de didmetros
conjugados pelo que o mesmo método € igualmente passivel de utilizacdo, desde que se

realizem as adaptagcdes necessarias.

Por outro lado o método da homologia também permite resolver o problema da

interseccdo de uma reta dada com uma parabola.

Fig. 3.113 b)

— Intersecgéo de

reta com parabola

Sao dados a reta r e a parabola definida pelos pontos A, B e C e a tangente t em C
paralela a AB. Com estes dados AB € um didmetro. O seu ponto médio C;, com C, definem
a direcdo do eixo da pardbola. Vamos estabelecer uma homologia da parabola com outra
com t como tangente no vértice. Assim, traca-se C,C, perpendicular a t sendo C, vértice da
parabola. O triangulo [CC,C,] define a homologia que, neste caso, € uma afinidade. Pelos
pontos A e B constroem-se tridngulos de lados paralelos ao anterior. A reta r interseta A;A
em D. Traca-se por D uma paralela a AB que interseta AA, em D,. A reta r interseta AB em
K. Entdo K e D, definem r; que é a homéloga de r na mesma homologia. Determina-se M,
ponto médio de A,C,, traga-se AM e a sua perpendicular em M que interseta o eixo e, no
foco F. A mesma distancia de F a t traca-se a diretriz d. Entdo, pelo método de Sauri, que

ndo esté representado, determina-se a intersec¢éo de r, com a parabola homéloga em |, e
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J,. Tracando por I, e J, paralelas a AB estas intersetam r em | e J, pontos de interseccédo de
r com a pardbola. Por outro lado a parédbola fica definida por cinco pontos o que permite

utilizar este método para resolver qualquer outro problema relacionado com a parabola.

3.6.5.4. INTERSECCAO DA RETA r COM A CONICA CENTRAL DEFINIDA PELA
DIRECAO d PARALELA A r, PELO DIAMETRO CONJUGADO AB E UM PONTO P

Fig. 3.114 — Intersecgéo de reta
com conica definida por diametro

e Ponto

Por P tragcamos uma paralela a r que interseta o didametro em E. Estabelecemos uma
relacdo homolégica entre a conica e uma circunferéncia de diametro AB. Assim, se em E
tracarmos uma perpendicular a AB esta interseta a circunferéncia em F. Tracamos FP e o
tridangulo [EFP] define a relacdo de homologia. Como a reta interseta o diametro AB no
ponto D, tracamos uma perpendicular por D que interseta a circunferéncia em G e
construimos um triangulo [DGX] de lados paralelos a [EFP]. X € um dos pontos de

intersecc¢do da reta com a conica e o outro ponto é X’, simétrico de X relativamente a D.

Este enunciado potencia uma metodologia geral para determinar a interseccao da
reta com a cénica central com quaisquer dados, que seria fazer passar no centro da cénica
uma direcdo d paralela a r, determinar o didmetro conjugado e depois proceder como

descrito.

3.6.5.5. INTERSECCAO DA RETA r COM A CONICA DEFINIDA PELOS PONTOS A, BEC
E PELAS TANGENTES 43 E, EMAEC

O método que aqui desenvolvemos €é de possivel utilizacdo genérica para qualquer
dos casos de definicAo de conicas por cinco condigBes sendo condi¢cbes necessérias

conhecer trés pontos e as tangentes em dois deles.
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Trata-se de estabelecer uma relacdo homoldgica entre a conica e uma circunferéncia

cujo centro de homologia € V, ponto de intersec¢éo das duas tangentes t; e t,.

Na préatica pode entender-se como uma projecdo de um cone obliquo em que V € o
vértice, a circunferéncia € a base do cone, as tangentes t; e t, sdo as geratrizes do contorno

aparente e a conica € uma seccao qualquer neste cone.

Para tal a circunferéncia da base tem que existir nos mesmos quadrantes definidos
por t; e t, onde existam pontos da seccdo. Assim no quadrante onde se situa B traca-se a
bissetriz do angulo entre as tangentes e escolhe-se um dos seus pontos como centro O da
circunferéncia da base. Traga-se de seguida perpendiculares a t; e t, determinando os
pontos de tangéncia A; e C4, que sdo os homdlogos de A e C na homologia estabelecida, o
gue permite desenhar a circunferéncia da base com raio OC,. Tragando a geratriz do cone
VB esta interseta a circunferéncia, do mesmo lado em que B se situa relativamente a AC,
em B; que é o homdlogo de B. Representam-se seguidamente as retas BA e BC e as suas
homologas A;B; e B;C;. A reta r interseta BA e BC em M e N. Tragando as retas VM e VN e
intersetando-as respetivamente com A;B; e B;C; obtemos os homdélogos M; e N;. Estes dois
pontos definem a reta r;, homadloga de r, e que é a intersec¢do de um plano que passa no
vértice e em r com o plano da base. A reta r; interseta a circunferéncia da base em X; e Y;
gue sdo os homologos de X e Y, os pontos de interseccao pretendidos. Assim, tracam-se as
retas, geratrizes, VX; e VY; que intersetam a reta r nos pontos X e Y, pontos de intersec¢ao

da reta com a coénica.

Fig. 3.115 — Intersecc¢éo de reta com conica definida por cinco condigdes
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3.6.6. POR CINCO CONDICOES DETERMINAR OUTROS PONTOS OU TANGENTES

3.6.6.1. DADAS TRES TANGENTES, t;, t, E t;, E DOIS DOS SEUS PONTOS DE
CONTACTO, A E B, DETERMINAR O OUTRO PONTO DE TANGENCIA DA CURVA
CONICA

Determina-se P, intersecgdo das tangentes t; e t, em A e B.

Se, como no caso da figura a), a tangente t; passa entre AB e P, constrdi-se um
qguadrilatero completo PSTR, sendo R e S, respetivamente, pontos de interseccao de t; etz e
de t; e t,. O ponto T é interseccdo da reta RB com a reta AS. Traga-se seguidamente a
diagonal TP que interseta t; em C que é o ponto de tangéncia de ts;. Assim, podemos
considerar estar perante o0 caso de serem dados trés pontos e duas tangentes em dois
deles, ja apresentado anteriormente, que permite a determinagédo de outros pontos da curva
pelo método dos feixes projetivos.

Fig.3.116 a) — 3 Tangentes 2 pontos Fig.3.116 b) — 3 Tangentes 2 pontos

Se, como no caso da figura b), a tangente t; se situa para o lado oposto de AB
relativamente a P podemos utilizar o tracado do trilatero para, através do ponto de
Brianchon O, determinar o ponto C de tangéncia em t;. Para tal designa-se por P, Q e R 0s
pontos de interseccdo das tangentes. Traca-se em seguida 0s segmentos AQ e BR que se
intersetam no ponto de Brianchon. A reta que passa em P e no ponto de Brianchon, O,

interseta t; no ponto de tangéncia C. Novamente, ficamos perante a circunstancia de termos
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trés pontos e duas tangentes em dois deles, 0 que permite a determinacdo de novos pontos

pelo método dos feixes projetivos.

3.6.6.2. DADAS QUATRO TANGENTES, t3, t5, t; E t4, E O PONTO DE CONTACTO A, EM
t;, DETERMINAR OS PONTOS DE TANGENCIA NA CURVA CONICA

Comecou-se por identificar os pontos do quadrilatero completo definido por QRST,
respetivamente pontos de interseccdo de t; e t,, t; e t3, tze t, e t; e t;. P é a interseccdo de t;
e t;. U é a interseccado das diagonais. A reta AU interseta t; em C, que € 0 ponto de

tangéncia de t;. Num segundo passo, vamos determinar os pontos de tangéncia em t, e t,.

Fig. 117 a) — 4 tangentes 1
ponto (passo 1)

Fig.3.117 b) — 4 Tangentes 1

ponto (passo 2)
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Para determinar o ponto B, de tangéncia em t,, interseta-se QC e AR determinando o
ponto V. A reta VP interseta t, no ponto B pretendido. Para determinar o ponto D, em t,,
procede-se de forma similar, ou seja, interseta-se CT com AS, determinando X, e a reta XP
interseta t, no ponto D de tangéncia. Para determinar outros pontos podemos escolher trés
dos pontos e duas tangentes em dois deles e resolver pelo método relativo aos feixes

projetivos.

3.6.6.3. DADAS CINCO TANGENTES ty, t,, t5, t, € ts DETERMINAR OS PONTOS DE
TANGENCIA NA CURVA CONICA

Designamos I, J, L, M e N os pontos de interseccdo de duas tangentes consecutivas.
Seguidamente aplicamos o teorema de Brianchon ao pentalatero. Para determinar o ponto
A, de tangéncia em ty, intersectou-se LI com NJ determinando P. A reta MP interseta t; em

A. Para determinar os outros pontos de tangéncia, B, C, D e E, procedeu-se de igual forma.

Tal como se pode comprovar este processo equivale ao tracado do pentdgono
estrelado de vértices exteriores I, J, L, M e N e vértices nas concavidades P, Q, R, Se T.
Tracando a reta, que passa hum vértice exterior e no da concavidade oposta, esta interseta

a tangente oposta ao vértice exterior, no seu ponto de contacto.

Para determinar outros pontos da curva cénica podemos considerar trés dos pontos

e duas das tangentes em dois deles e aplicar o processo por feixes projetivos.

Fig. 3.118 — 5 Tangentes

determinar pontos
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3.6.6.4. DADAS QUATRO TANGENTES t3, t,, t; € t, E UM PONTO P DE UMA CONICA
DETERMINAR A TANGENTE ts EM P INTERIOR AO QUADRILATERO DEFINIDO PELAS
QUATRO TANGENTES

Dado néo se ter encontrado solucao através dos processos descritos anteriormente,
e ser um problema que surgiu inUmeras vezes ao longo da investigacdo, utiliza-se um
tracado indireto por aplicagcdo do Teorema de Brianchon ao pentalatero. O resultado foi

testado por geometria dinmica.

Sendo K, L, M e N os pontos de interseccdo das tangentes dadas e considerando
gue P se situa mais proximo de N considerou-se a intersec¢éo da tangente pretendida com
t; e t4, sendo possivel considerar qualquer outra alternativa, obtendo o0 mesmo resultado, ou

seja, a mesma tangente em P.

Fig. 3.119 — Tangente em P dadas 4 tangentes

Assim sendo, estabelecendo que a tangente intersetat; e t; em R e S e tracando RK
e SM intersetam-se em O, ponto de Brianchon, e este € um ponto de LP. Entdo, passa-se
por P uma reta que interseta t;em R; e t; em S, e tracando R;K e S;M, que se interseta em

O,. Como O; ndo é ponto de LP, repete-se o processo para outras retas a passar em P

190 o I



obtendo-se O, e O3z e assim sucessivamente. Foi possivel comprovar, por geometria
dindmica, que a curva auxiliar descrita pelos diferentes pontos é uma hipérbole que passa
em K e M. Assim sendo, € suficiente determinar Oy, O, e O3 pois, com os pontos K e M, a
hipérbole esta determinada por cinco pontos. Esta curva interseta LP em O. A reta KO
interseta t; em R e a reta MO interseta t; em S. RS é a tangente pretendida ts que passa em
O. Por cinco tangentes é possivel determinar os pontos de tangéncia e, com estes
determinar todos os pontos da curva.

Nao obstante ter sido possivel definir a curva relembre-se que se utilizou,
implicitamente, uma condi¢do acessoéria, a de que a tangente ts intersecte t; e t; em pontos
do quadrilatero [KLMN]. Por isto, ndo estamos perante uma definicdo genérica da cénica o
gue nos leva a voltar a apreciar o tema mais a frente, na andlise detalhada desta questéo.

3.7. O METODO DOS FEIXES PROJETIVOS

Estes procedimentos apesar de serem referidos, nas suas bases teoricas, em
diversos autores como, por exemplo IZQUIERDO ASENSI (1985, 196-203) e NAGORE
(1988, 124-134) entre outros, ndo foram encontrados de forma completamente explicita do
contexto tedrico na literatura consultada, encontramo-los apenas desenvolvidos de forma
mais exaustiva nas suas aplica¢des praticas em LIMING (1979, 317-332). Assim sendo, na
organizacdo e sequéncia expositiva iremos recorrer a uma interpretacdo de diversos
problemas que séo ressaltados no texto de Liming, com referéncia aos contextos tedricos
gue se extraem de Izquierdo Asensi e Nagore, introduzindo as alteracdes necessarias, com
vista a tornar a exposicdo coerente com a do restante texto, salientando propriedades,

semelhancgas dos diversos casos entre si e possibilidades de utilizacdo noutros contextos.

Para complementar a fundamentacéo teorica, no Legcons de Geométrie Projective de
ENRIQUES (1930, 214) encontramos as seguintes formulacdes relativas ao Teorema de

Steiner sobre a geracao projetiva das conicas:

“En projetant les points d’une conique de deux points fixes de cette conique, A

e B, on obtient deux faisceaux de rayons projectifs.

En coupant les tangentes a une conique par deux tangentes fixes de cette

conique, a e b, on obtient deux pontuelles projectives...
Réciproguement:

Dans le plan
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Le lieu des intersections des rayons homologues de deux faisceaux projectifs,

qui ne sont ni perspectifs ni concentriques, est une conique.

L’envelope des droites qui joignent les points homologues de deux pontuelles

projectives, qui ne sont ni perspectives ni coincidentes, est une conique.”

Adaptando de NAGORE (1988, 124-129) podemos concluir que, tendo num plano
dois feixes projetivos de centros O e O’ ndo coincidentes nem perspetivos, e um raio de um
deles percorre todo o feixe num sentido constante, o seu homaologo percorre o outro feixe
igualmente num sentido constante, e o ponto de intersec¢ao dos raios homadlogos gera uma

curva conica.

De notar que, em geometria projetiva, sdo perspetivas duas formas de primeira
categoria, ou seja, pontos ou retas, e da mesma classe, quando séo projecdo ou seccado de

uma mesma forma.

Fig. 3.120 — Curva de segundo grau, curva conica, obtida por feixes projetivos
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Do que foi afirmado anteriormente decorre que, como se apresenta na figura
antecedente, sendo O e O’ centros dos dois feixes estabeleceu-se que A, ponto de
interseccdo dos raios homélogos a e a’ de cada um dos feixes, é também ponto de
interseccéo das secantes r e r’, respetivamente dos feixes de centro O e O’. Para determinar
0 centro projetivo H tragou-se dois raios b e ¢ do feixe de O com uma direcdo qualquer e
com sentido de rotag&o sinistrogiro, ou direto, relativamente a a, e outros dois raios b’ e ¢,
com centro O’ e sentido de rotacdo relativamente a a’ idéntico. Procedeu-se depois a
interseccdo de b e c com a secante r, e b’ e ¢’ com a secante r’. As duas retas a tracejado
no desenho, uma que passa nos pontos de interseccdo de b e b’ com as secantes
respetivas, e a outra nos pontos de interseccdo de ¢ e ¢’ com as secantes respetivas,
intersetam-se em H, que é o centro projetivo. Qualquer reta que passe em H intersetar e r’
em pontos que unidos a O e O’ definem raios homologos. Estes raios homodlogos
intersetam-se em pontos que definem uma coénica. A curva cénica, nestas circunstancias,
passa nos pontos O, O’, A e no ponto de interseccdo de b com b’ e no ponto de intersecgéo

de c com ¢’, ou seja cinco pontos definidos através das condigfes dadas.

Como se verifica, os processos derivados deste método sao relativamente expeditos
para, a partir dos dados, ou seja, 0s cinco pontos e, ou, tangentes da curva conica,
determinar um conjunto de novos pontos ou um conjunto de novas tangentes, sendo
particularmente Gteis nos tragados a papel e lapis, ou quando se pretende apenas uma parte
da curva, ou ainda em desenho assistido por computador (CAD), dado que os programas
vetoriais ndo possuem, em regra, funcionalidades para tracar as diferentes curvas conicas
por cinco pontos ou tangentes. E de referir ainda que, ao permitir a sua utilizagdo noutros
contextos, sdo Uteis para a resolugcdo de diversos problemas em concreto. O método dos
feixes projetivos pode igualmente ser utilizado de forma integrada com outros procedimentos

com vista a uma mais eficaz resposta a problemas concretos.

Fig. 3.121 — Pontos e tangentes por feixes

projetivos (12 processo)
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Igualmente em NAGORE (1988, 130) € explicitada a aplicacdo da propriedade
anteriormente descrita a formulagéo teérica da pratica dos tragados das cénicas dadas pelas
cinco condigdes.

Assim se, como na figura 3.121, forem dados cinco pontos, A, B, C, D e E, por dois
nao consecutivos, no caso A e D, podemos construir dois feixes projetivos definidos, o
primeiro, a partir de A, com os raios a dirigido a E, ponto intermédio entre A e D, b dirigido a
B e c dirigido a C, e o0 segundo feixe, a partir de D, constituido por a’ dirigido a E, b’ dirigido
a B e ¢’ dirigido a c, tendo ambos os feixes sentido de rotacdo dextrogiro, ou retrogrado.
Entdo, como na definicdo tedrica antecedente, a partir do ponto E, ponto comum a a e a’,
com uma dire¢cdo qualquer, tragamos duas retas secantes de cada um dos feixes, ra € Ip
para, respetivamente, os feixes de centro em A e centro em D. Os raios b e b’ intersetam as
secantes respetivas em pontos que definem uma reta, a tracejado no desenho. Esta reta
interseta outra reta, definida pelas intersec¢fes de ¢ e ¢’ com as secantes respetivas, em H
que € o centro projetivo.

Partindo da relagdo projetiva estabelecida, podemos estabelecer novos pares de
raios homoélogos. Fazemos passar uma reta qualquer por H. O ponto onde esta reta
interseta rn define com A um raio. O raio homadlogo é definido por D e a intersec¢éo da reta
gue passa em H com rp. A interseccao dos dois raios homologos é P um ponto da conica.
Para obter novos pontos da conica, teremos que fazer passar novas retas por H e proceder

de forma idéntica.

N&o obstante ndo estar completamente explicito em NAGORE (1988, 130), pode
concluir-se, no entanto, que para obter as tangentes em A e D, respetivamente t, e tp,
tracamos o raio AD cujo homélogo DA é coincidente. O ponto de intersec¢do de AD, com a
secante r,, define com H uma reta que interseta rp hum ponto de tp. Para obter t,, procede-
se de forma idéntica, ou seja, DA interseta rp hum ponto que com H define uma reta que

interseta ra num ponto de ta.

Através dos tracados de LIMING (1979, 317-332) pode concluir-se da existéncia de
um processo alternativo ao anteriormente exposto, ndo obstante se ter tido que deduzir a

fundamentacéo tedrica por esta nao ser apresentada.

Assim concluimos que, se por dois pontos consecutivos de uma curva conica
construirmos dois feixes de raios projetivos, cada um deles definido por trés raios dirigidos a
outros trés pontos da curva conica, sendo o sentido de rotacdo dos raios de cada feixe
numa direcdo determinada, cada um dos pares de raios consecutivos constitui com os pares
de raios, seus homélogos do outro feixe, quadrilateros completos, em que os dois pontos

consecutivos da cénica para 0s quais se dirigem os pares de raios sdo uma diagonal, sendo

194 =1 I



gque a outra diagonal passa no ponto de interseccdo das tangentes a conica nos pontos que

sdo centros dos feixes.

Fig. 3.122 — Pontos e tangentes

por feixes projetivos (22 processo)

Aplicando tal principio ao caso da figura acima, um dos pares de raios contiguos na
rotacdo de sentido dextrogiro do feixe de A passa D e E, tal como o par de raios homdélogos
com origem em B. O quadrilatero completo fica definido pelas retas AD e AE, BD e BE e as
diagonais DE e FG. Com o par de raios que parte de A para C e D e o par de raios
homdlogos com origem em B, define-se um novo quadrilatero completo constituido pelas
retas AC e AD, BC e BD e as diagonais CD e HI. As diagonais CD e DE ndo estéo
representadas porque desnecessarias para este efeito. As diagonais FG e HI intersetam-se
em P, ponto de intersec¢do das tangentes t; e t,, que tém tangéncia, respetivamente, nos

pontos A e B.

Para determinar um ponto X qualquer, que define com A uma corda com uma
direcdo pretendida, tragamos o raio a partir de A. Como o raio passa entre B e C na rotagao
X situa-se antes do ponto C. Assim, intersetamos o raio com a dire¢do pretendida com o raio
BC em J. Traca-se JP que € uma reta diagonal do novo quadrilatero completo. AC interseta
a mesma diagonal em K. Tragamos BK que é o raio homélogo de AJ. Os dois raios

intersetam-se em X, que € o ponto pretendido da conica.

O mesmo processo € valido para, a partir de uma direcdo definida, se determinar

uma corda a partir de B, sendo suficiente inverter o processo.
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Se pretendermos uma corda AY, com direcdo para Y entre A e B, podemos proceder
de forma idéntica que para a determinagdo de X. O raio pretendido sucede, na rotacéo, ao
raio AE. O raio com a direcdo pretendida interseta BE em L. LP é a diagonal. AE interseta a
diagonal em M. MB é o raio homélogo. O ponto Y, entdo, é a intersecc¢do do raio de A, AL,
com MB.

Tal como ficou evidente, ao ndo se ter desenhado uma das diagonais de cada
guadrilatero completo, por ela ndo ter intervencdo no processo, e que € a diagonal que
passa em pontos consecutivos da conica, como por exemplo CX, tal implica que, por este
processo, ndo é possivel determinar, diretamente, cordas da cénica em que um dos
extremos ndo seja A ou B. Para determinar, por exemplo, uma corda XZ com uma direcdo
pretendida qualquer, teriamos que constituir um novo sistema de dois feixes de raios em
gue, um deles teria centro em X e o centro do outro feixe seria B ou C, e construir de novo

todo o processo.

3.7.1. APLICACOES PRATICAS DO METODO DOS FEIXES PROJETIVOS

Tendo partido da explanacao tedrica vamos agora passar a sua aplicagdo na pratica,
designadamente da demonstracdo da potencialidade de obter, simultaneamente, diversos
outros pontos da curva. Como verificaremos a utilizacdo deste método é particularmente

eficaz quando se pretende determinar tro¢os da curva e nao pontos particulares.

3.7.1.1. DADOS TRES PONTOS A, B e C E DUAS TANGENTES, t; e t,, EM DOIS DELES
DETERMINAR OUTROS PONTOS DA CURVA CONICA (12 Caso)

Neste caso parte-se do pressuposto que € possivel determinar a interseccdo das
duas tangentes, nos limites do desenho. As tangentes t; e t, intersetam-se em P. Se t; e t,

forem paralelas entéo o feixe que parte de P é de retas igualmente paralelas.

Representamos o processo adotado, do ponto de vista gréfico, nas etapas que
designamos por a) e b). Na primeira etapa, constréi-se dois feixes de retas, um de raios a
partir de A intersetam BC e outro de raios que a partir de B intersetam AC, intermediado por
diagonais a partir de P. Para tal, traca-se as retas que contém as cordas AC e BC. Para
obter um ponto entre C e B marca-se um ponto D, sobre CB e traga-se D,A. Traca-se D;P
que interseta AC em D,. A reta BD, interseta AD; em D, que € um ponto da curva. Definindo

outros pontos sobre BC e repetindo o processo obtém-se novos pontos.
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Fig.3.123 a) — 3 pontos 2
tangentes

Na etapa que designamos por b) para obter um ponto entre A e C escolhe-se um
ponto E; sobre AC e traga-se E;B. Traca-se E;P que interseta BC em E,. A reta AE,
interseta E;B em E, que é um ponto da curva. Definindo outros pontos sobre AC e repetindo

0 processo obtém-se novos pontos.

Fig. 3.123 b) — 3 pontos 2

tangentes
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Para obter outros pontos da curva que ndo se situem entre A e B, por exemplo F
para o outro lado relativamente a A, procede-se de forma similar & utilizada para os pontos
entre A e C. Escolhe-se um ponto F; sobre AC e traca-se F;B. Traca-se F;P que interseta
BC em F,. A reta AF; interseta F;B em E, que € um ponto da curva. Definindo outros pontos
sobre AC, e repetindo o processo, obtém-se novos pontos.

3.7.1.2. DADOS TRES PONTOS A, B e C E DUAS TANGENTES, t; e t,, EM DOIS DELES
DETERMINAR OUTROS PONTOS DA CURVA CONICA (22 Caso)

Fig. 3.124 — 3 pontos 2 tangentes que ndo se intersetam no desenho

Neste caso vamos partir do pressuposto que nao é possivel, ou ndao é pratico,
determinar o ponto de interseccdo das duas tangentes t; e t, dadas nos limites da

representagao.

Vamos construir um feixe de retas diagonais dirigidas ao ponto de intersec¢do das
duas tangentes sem o determinar. Para tal num ponto S qualquer de t; traca-se t, paralela a

t, e determina-se b, bissetriz do angulo entre t’, e t;. Por S traca-se uma perpendicular a b
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até intersetar t; em S’. Por outro ponto qualguer de b traca-se outra perpendicular que
interseta t; e t; em Q e Q’ respetivamente. Divide-se SS” e QQ’ num qualquer nimero de
partes iguais, neste caso oito partes, e traca-se as retas do feixe que se dirige para o ponto
de interseccéo das tangentes.

A partir daqui o procedimento é similar ao do caso anterior, ou seja, para determinar
P, a partir da primeira reta do feixe, e entre AC, tracamos BP; sendo P; o ponto de
interseccao da reta do feixe com AC. P, é a interseccao da reta do feixe com BC. O ponto P

é definido pela interseccao de BP; com AP..

Procede-se da mesma forma para os pontos entre A e C e inverte-se 0 processo

para pontos entre B e C.

Para obter um ponto para além de B procede-se da mesma forma que para os
situados entre BC, acrescentando intervalos iguais sobre QQ’ e SS’ obtendo retas do feixe
para la de B. Uma das retas interseta BC em T, e AC em T,. T € a intersecc¢do de AT, com
BT..

3.7.1.3. DADOS TRES PONTOS A, B e C E DUAS TANGENTES, t; e t,, EM DOIS DELES,
DETERMINAR OUTROS PONTOS DA CURVA CONICA (32 Caso)

Fig. 3.125 — 3 pontos 2

tangentes paralelas
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Neste caso as duas tangentes dadas, t; e t,, sdo paralelas sendo que as retas do

feixe intermédio sdo igualmente paralelas.

Procede-se de forma idéntica a dos casos anteriores para determinar pontos entre A
e C e entre C e B, tendo em conta que as retas do feixe de diagonais séo paralelas as
tangentes. Assim para determinar um ponto entre A e C traca-se uma reta a partir de B até
intersetar a reta AC. Nesse ponto traca-se uma paralela as tangentes até intersetar a reta
BC. Essa interseccao define com A uma reta. O ponto pretendido é a interseccdo da reta do

feixe de A com a reta homdloga do feixe de B.

Para obter pontos entre C e B inverte-se 0 processo, tragando o primeiro feixe a

partir de A e dirigido a BC.

Pelas propriedades das conicas, dado que as tangentes em A e B sdo paralelas,
conclui-se que AB é um diametro, tendo as retas do feixe de diagonais a direcdo do
didmetro conjugado. Assim sendo o ponto O, ponto médio de AB, é o centro da cénica. Tal
permite definir C’ simétrico de C relativamente a O, que também é um ponto da coénica e

assim, caso se pretenda, determinar os pontos da curvaentre Ae C’eentre Be C’.

3.7.1.4. DADOS QUATRO PONTOS A, B, C e D E A TANGENTE t EM D DETERMINAR
OUTROS PONTOS DA CURVA CONICA

Fig. 3.126 — 4 pontos e tangente num deles
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Traca-se a reta AB e interseta-se com t em P. Para determinar pontos entre C e D
traca-se BLj, sendo L; um ponto da reta CD. Tragca-se seguidamente a reta do feixe
intermédio L;P, que interseta a reta AC em L,. O ponto L da conica é a interseccao da reta
BL; com a reta DL,. Para obter novos pontos entre C e D repete-se 0 processo. Para
determinar pontos entre B e C, como por exemplo M, tracamos a reta DM; sendo M; um
ponto de AC. Em seguida traga-se a reta M;P. Esta interseta CD em M,. M é a intersecgéo
de BM, com DM;. Para determinar pontos para além de A, como por exemplo N, traca-se a
reta DN; sendo N; um ponto de AC situado para além de A. Traca-se a reta N;P que
interseta CD em N,. A intersec¢do de N,B com N;D é o ponto N pretendido.

Para determinar pontos entre C e E, por B traca-se uma reta do primeiro feixe que
interseta CE em F,. Faz-se a reta do feixe intermédio F;P. Esta interseta AC em F,. A reta
do terceiro feixe € F,D. A interseccdo de BF; com F,D é o ponto F pretendido. Para
determinar um ponto G, entre D e E, traca-se BG; sendo G; um ponto situado abaixo de BD
e procede-se de forma idéntica a anterior. Para determinar um ponto H, entre B e C, traca-
se a reta DH; sendo H; um ponto de AC. A reta H;P interseta CE em H,. A reta H,B interseta
DH; em H, o ponto pretendido. Para determinar um ponto | qualquer, entre A e B, tragca-se a

reta DI, a passar entre A e B e procede-se da mesma forma que para H.

3.7.1.5. DADOS CINCO PONTOS A, B, C, D e E DETERMINAR OUTROS PONTOS DA
CURVA CONICA

Fig. 3.127 — Determinacéo da

cbnica por 5 pontos
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As retas AB e DE intersetam-se em P. Tracam-se as retas AC e CE. Por ultimo, para
determinar um ponto J para além de A define-se J;, sobre AC, de forma que DJ; passe para
o lado oposto de A em relagdo aos outros pontos, e procede-se de igual forma que para os

pontos anteriores.

3.7.1.6. DADAS DUAS TANGENTES, t; E t,, E RESPETIVOS PONTOS DE TANGENCIA A
E B, SENDO B UM VERTICE DA CONICA, DETERMINAR OUTROS PONTOS DA CURVA

Por B ser um vértice da curva nele passa o eixo e, que € perpendicular a tangente. P
€ 0 ponto de interseccdo das duas tangentes. Determina-se M, ponto médio de PB.
Determina-se depois N, ponto médio de PM. Projeta-se A ortogonalmente sobre o eixo e,
definindo Q. As retas NQ e MA intersetam-se em C que € um ponto da curva. Agora temos
trés pontos e as tangentes em dois deles o que permite que, pelo método dos feixes
projetivos, se determinem novos pontos da curva. Igualmente é possivel determinar os

pontos simétricos, relativamente ao eixo, dos agora determinados,

Fig. 3.128 — 2 pontos 2 tangentes e eixo

3.7.1.7. DETERMINAR A TANGENTE t; NUM PONTO A DA CONICA DADOS 0OS
PONTOS A, B, C E D DESTA, SENDO D UM VERTICE, E CONHECENDO A DIRECAO DO
EIXO e QUE PASSA EM D, OU SENDO DADA A CURVA GRAFICAMENTE E O EIXO

Para além dos pontos A e D e da dire¢do do eixo e é necessario conhecer pelo
menos mais dois pontos B e C entre A e D, ou alternativamente conhecer graficamente a

parte da curva entre A e D. Comeca-se por tracar a tangente t, por D e perpendicular ao
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eixo. Constitui-se dois feixes de duas retas dirigidas a B e C, um a partir de A e o outro a
partir do ponto D. Constitui-se o quadrilatero completo em que BC é uma diagonal. A outra
diagonal interseta t, em P, que € o ponto de interseccao da tangente t; pretendida com t4, 0
que permite tracar a tangente t;, por A e P. De notar que A, B e C possibilitam a obtencéo de

outros pontos simétricos deles relativamente ao eixo e.

Fig. 3.129 — Tangente num ponto

Se a curva for conhecida graficamente os pontos B e C séo dois quaisquer pontos da

curva.

3.7.1.8. DADA A CURVA CONICA CONHECIDA GRAFICAMENTE OU DADOS CINCO
PONTOS, A, B, C, D E E, DETERMINAR AS TANGENTESt; Ets EMAEE

Fig. 3.130 — Tangentes dados 5

pontos (12 método)

Constroi-se dois feixes de retas a partir de dois dos pontos conhecidos da curva, os
pontos de que se pretende obter as tangentes, no caso A e D, e dirigidos aos trés restantes

pontos. Se a curva for conhecida graficamente escolhe-se trés pontos quaisquer. As retas,
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do feixe que parte de A, intersetam as retas do feixe de B formando dois quadrilateros
completos, de que BC e CD sao diagonais. As outras diagonais dos dois quadrilateros
intersetam-se em P, que é igualmente o ponto de interseccdo das tangentes t; e ts,
respetivamente de A e de D.

Fig. 3.131 — Tangentes
dados 5 pontos (22
Método)

O processo utilizado no exemplo acima é similar ao anterior. Permite, no entanto,
concluir que podemos determinar a diagonal oposta a BC, como no caso anterior, e, depois,
em alternativa, em vez da oposta a CD, a diagonal oposta a BD. O resultado é idéntico mas,

sobretudo nos tracados a papel e lapis, pode permitir maior rigor.

3.8. AS CONICAS PELA TEORIA DAS PROPORCOES

Indica-se seguidamente um caso de aplicacdo da geometria métrica as conicas,
designadamente das propor¢des, apenas a titulo de exemplo, porque a aplicacdo destes
procedimentos implica um estudo aprofundado das proposicbes de Apolénio e,
paralelamente, dos desenvolvimentos posteriores, designadamente, os decorrentes do
estudo da perspetiva, do Teorema de Desargues, de Poncelet e de todos 0s que
contribuiram para a criacdo e desenvolvimento da Geometria Projetiva, 0 que estaria em
contradicdo com os objetivos desta investigacdo. De qualquer forma, utilizou-se ao longo
deste capitulo diversos componentes tedricos e aplicacbes praticas decorrentes da
Geometria Projetiva. Para complemento deste tema, é importante referir que HAUSSNER
(1928,199-359) €, neste contexto, uma sintética, clara e bem fundamentada explanagao

tedrica, bem merecedora de edicao portuguesa.
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3.8.1. DETERMINACAO DA TANGENTE A UMA CONICA CENTRAL NUM PONTO DADO
P, CONHECIDO UM DIAMETRO AB E A DIREGAO DO DIAMETRO CONJUGADO d

Fig. 3.132 — Tangente a

elipse por proporc¢des

O ponto C, centro da conica, € o ponto médio do didmetro e por ele marcamos a
direcdo d do diametro conjugado. Traca-se a ordenada de P, que é PD paralelo a d, até
intersetar em D a reta que contem o didmetro AB. Se D se situar entre A e B a conica é uma
elipse, localizando-se fora do segmento AB a cénica € uma hipérbole. Trata-se agora de
respeitar a proporcionalidade TB:TA = BD:AD, segundo a proposi¢cdo 13 de APOLLONIUS;
HEATH (1896, 26-27), sendo T, o ponto pretendido, por ser a intersec¢ao da tangente t com
a reta que contem o diametro AB. Vamos recorrer a um método grafico que desenvolvemos.
Esta proporcionalidade pode ser obtida com recurso ao teorema de Tales de Mileto.
Tragando por D o segmento DE igual a BD e perpendicular a AB, a reta AE estabelece
graficamente uma propor¢éo para BD:AD. Entdo AF estabelece a mesma proporcao para
TB:TA. Para determinar T fazemos passar em B uma reta a 45° que interseta a reta AE em
F, tendo em conta que, se a curva € uma elipse, a reta a 45° € tracada no sentido exterior ao
segmento AB, se a curva é uma hipérbole, a reta a 45° é tracada no sentido interior ao
segmento AB. Tracando FT perpendicular a AB, na interseccdo obtemos T, ou seja TB é

igual a FT e a proporcéo referida é respeitada. PT define a reta t, tangente em P.

E ainda de ter em conta que se quisermos obter pontos da conica, para além de P, A
e B, podemos determinar o ponto simétrico de P relativamente a D e 0s pontos simétricos de
destes dois pontos relativamente ao centro C da conica. Com cinco destes pontos definimos

toda a conica.

De notar que a aplicacdo deste método permite igualmente a determinagcdo dos
extremos do didmetro d e, consequentemente, a determinagéo da intersec¢do de uma reta r

gualguer com a conica.
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3.9. CONCLUSOES DO CAPITULO

Ao longo deste capitulo procurou-se desenvolver um conjunto de tracados de
aplicacdo préatica mas, que, em paralelo, séo constru¢cdes geomeétricas, ou seja, construcdes
mentais com expressao gréfica, permitindo a criagcdo de pensamento geométrico estruturado
e suportado na teoria. Para tal, procedeu-se a recolha seletiva de tracados constantes da
literatura, desde os mais divulgados a outros menos conhecidos e, paralelamente,
procurando o desenvolvimento de solucBes mais expeditas, mais elegantes, para problemas
identificados ou para outros que 0 processo investigativo revelou serem necessarios para
resolucao de problemas mais complexos. Optou-se, portanto, por fixa-los no texto nesta fase
e deste modo, pois vao ter reflexos no desenvolvimento do processo de exposi¢cdo, mas,
sobretudo, pelas potenciais implicagdes em problemas mais complexos.

Tal opcdo implicou a articulagdo, sempre que necessario, com a propria exposicao
tedrica de regras e métodos subjacentes e, por outro lado, levou a constatagdo que os
tracados tém ligacbes, na maioria das vezes, a diversas propriedades com origem muito
diferente, tanto quanto ao momento histérico como ao contexto cientifico em que foram
produzidas, o que implicou a dificuldade de organizar os diversos problemas, por sequéncia
de temas, pois as resolu¢cfes implicam, por vezes, a utilizagdo de conhecimentos com
origem em diferentes contextos, que ndo o do momento expositivo no texto. Nesses casos,
procurou-se contextualizar e remeter para 0 topico tedrico adequado. Nos manuais de
geometria séo utilizados usualmente procedimentos diferentes, que sdo a compartimentacao
estrita por areas teodricas, seguida de explanacdo e desenvolvimento de problemas de
aplicacdo da teoria exposta. Situando-se esta investigacdo na busca de solugbes de

geometria aplicada ao design, procurou-se corresponder a pratica que detetdmos na

literatura de referéncia de aplicacdo pratica em diversas areas de atividade.

Refira-se a proposito que se comprovou igualmente a existéncia contemporanea de
trabalhos, sobre, ou contendo temas da geometria das cénicas e sua aplicacdo, e no caso
em estudo, de traducdo gréafica, desde textos de investigacdo tedrica na area da
matematica, até as aplicacdes em areas tdo diversas como a informatica, sobretudo na
computacdo grafica, ou a medicina, na constru¢cdo de equipamentos de imagiologia, até
areas mais proximas do design como as artes visuais, a arquitetura ou, até, as engenharias.
N&o é o caso portugués, onde na literatura, depois dos anos sessenta do século passado,

guase sO se encontraram textos ou de divulgacdo ou de geometria ndo euclidiana.

Tendo-se iniciado a exposicdo pelos métodos baseados no conhecimento dos eixos,
focos e diretrizes, para a determinacdo de pontos da curva ou de tangentes a curva, ou seja,
0s mais divulgados, passou-se depois a exposi¢éo da resolucdo de problemas, que ocorrem

inmeras vez no trabalho pratico com as cénicas, e que implicam a partir do conhecimento
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grafico da curva ou parte dela, determinar o centro e eixos e, consequentemente os focos.
Na decorréncia deste modo de exposicdo tornou-se evidente a necessidade de introduzir
conceitos fundamentais das operacdes em geometria projetiva designadamente Polo e
Polar, homologia e 0 seu caso particular a afinidade. Partindo-se da constatacdo de que,
para definir a curva graficamente, ndo € necessario conhecé-la totalmente, sendo suficiente

conhecer uma parte dela, é igualmente possivel identificar condigdes para a sua defini¢éo.

Assim, pela literatura, e confirmando pela experiéncia pratica dos tracados,
identificou-se que o conhecimento de cinco pontos da curva a define. Daqui decorreu a
verificacdo de que, neste contexto, o conhecimento de um diametro ou de tangentes nos
extremos de um didmetro ou corda reduz o nimero de pontos necessarios para definir a
conica. Tal implicou a exposicao da teoria subjacente a definicdo das cinco condi¢des e do
método da sua utiliza¢do na pratica.

Demonstrou-se no capitulo anterior que, consoante o problema em causa e 0 método
de abordagem, pode a apresentacdo da curva conica resultar numa definicdo de eixos ou de
didmetros conjugados. Torna-se assim um problema central, no trabalho com as conicas, o
da determinacéo dos eixos quando se conhece didmetros conjugados, e o problema inverso.
Na decorréncia do método expositivo adotado introduz-se nesta fase o tema, tendo-se sido
encontradas na literatura referéncias diversas, e varios métodos de resolucdo, o que
comprova a sua relevancia. Por outro lado, introduz-se, relativamente a determinagdo dos
didametros conhecidos os eixos da elipse, um método que desenvolvemos a partir de uma

propriedade conhecida.

Constatando-se o0 surgimento no decurso da investigacdo de inUmeras
particularidades que diferenciam a resolucdo de problemas relativos as conicas centrais dos
relativos a parabola e, até, de entre as centrais, o caso da elipse do da hipérbole,
desenvolveu-se seguidamente um conjunto de tracados aplicados a cada uma das conicas
em particular. Para tal, em alguns dos casos, utilizou-se nos tragados rotacdes em torno dos
eixos das curvas, que sdo relacdes de afinidade particulares. Tratando-se de uma
abordagem pouco usual na literatura sobre o tema mostrou, no entanto, ser muito Util na

resolucéo de problemas concretos.

Dos tracados relativos a parabola resultou a detecdo de uma propriedade nao
descrita na literatura, e que permite o tracado da parabola, conhecidos um diametro
perpendicular ao eixo e o vértice, e que, por implicar um procedimento repetitivo sistematico,
permite a criagcdo de um algoritmo de producdo expedita do tracado da curva com suporte

informatico.
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Ainda quanto a parabola, foi igualmente detetada a relevancia da utilizacdo conjunta
de uma propriedade de Fermat com outras, configurando uma relacdo que permite que, a
partir de um ponto da pardbola e conhecendo o vértice e a sua tangente, determinar o foco,
processo que se revelou de grande utilidade pratica.

Também foi testada, através de resolucédo de problemas concretos, e sobretudo por
rotacdo, o estabelecimento de relacdo entre a parabola solucdo e outra parabola. Tendo em
conta que, em regra os programas de CAD ndo permitem tracados expeditos da parabola,
tal método pode ser util pois, a partir de uma pardbola desenhada, podemos obter qualquer

outra.

No decurso da exposigdo e num caso concreto relativo & pardbola procedeu-se a
explanagdo, a titulo de exemplo, do préprio processo investigativo e da metodologia

utilizada.

Independentemente do processo de construcdo das pardbolas, a solucdo com
recurso a pardbolas auxiliares, ilustra, por si sO, as potencialidades da utilizagdo do
computador para aos tragcados geométricos permitindo novos procedimentos, mais

expeditos.

Nos tracados relativos a hipérbole foram utilizados os métodos decorrentes das
propriedades da hipérbole, mas também um método decorrente do proprio processo
construtivo do hiperboloide de revolugdo de uma folha considerando a hipérbole geradora,

método que se revelou eficaz apesar de nao se terem encontrado referéncias na literatura.

Da analise dos tracados descritos anteriormente concluiu-se da vantagem de
introduzir dois temas da geometria projetiva, o da definicdo da conica por cinco condi¢des e
o dos feixes projetivos. Tal resultou da comprovacédo da necessidade, que surge no trabalho
pratico de determinacdo de pontos e tangentes com condi¢des particulares, ou até de trocos

da curva quando esta ndo esta completamente definida.

Entdo passou-se a contextualizagdo teérica das cinco condicbes sendo que se
comprovou que os Teoremas de Pascal e Brianchon permitem a definicdo de uma conica,
dadas cinco condi¢cBes, pontos e tangentes, sendo verificada a relacdo de incidéncia, ou
seja, que sempre que o numero de pontos dados seja trés, quatro ou cinco, as tangentes
dadas o sejam nesses pontos, e, da mesma forma, quando séo dadas trés, quatro ou cinco

tangentes, os pontos dados sejam os de tangéncia.

Por outro lado, comprovou-se no decurso da investigacdo que o0s métodos
decorrentes dos Teoremas de Pascal e Brianchon séo Uteis mesmo que nédo se verifiqgue a

relacdo de incidéncia. Tal, associado ao quadro de lzquierdo Asensi, relativo as cinco
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condicbes com nao incidéncia, leva-nos a voltar ao tema mais a frente. Outro tema que
surgiu decorrente deste, e que foi o da existéncia apenas de quatro das condi¢cbes para
definicdo de uma conica e da abordagem do problema, tema a que voltaremos.

Desta analise das cinco condicdes resultou ainda a constatacdo de que o método de
NAGORE (1985, T. Ill, 145) permite criar um modelo para, em geometria dinamica,
representar qualquer curva cénica a partir de cinco dos seus pontos, ou até uma rotina para

programacdo com a mesma finalidade.

A partir da definicdo da conica por cinco condi¢cdes procede-se depois a resolucéo de
alguns problemas concretos, designadamente a determinacdo do centro da conica e de
didmetros conjugados. Tais assuntos conjugados com as construgdes geométricas
anteriores permitem a resolucdo dos diversos problemas de cénicas definidas por pontos e,

ou, tangentes.

Tendo em conta o encadeamento que orientou a construgdo do trabalho estamos
agora em condi¢Bes de introduzir o tema da intersec¢do de uma reta com uma coénica, outro
dos fundamentais na resolucdo de problemas com as coénicas, por representar,
efetivamente, a determinagdo de cordas, ou até de diametros, de que ndo se conhece
qualquer dos pontos extremos. Da revisdo da literatura comprovou-se que, ndo obstante a
relevancia do tema, talvez por se entender ser apenas um problema prético, as referéncias
sdo escassas e 0s métodos expostos mostram-se, ou limitados pelos dados a casos
concretos, ou implicando um dominio aprofundado da geometria projetiva. Assim sendo,
propdem-se métodos diferentes com objetivo de suprir a lacuna, sendo que num deles a
conica é definida por diametros conjugados, e num outro, de utilidade mais genérica, define-
se a conica por trés pontos e duas das tangentes nesses pontos. Tal permite a resolucao de
todos os casos de definicdo da curva por pontos e tangentes desde que seja possivel, a
partir dos dados, tracar duas tangentes em dois pontos da curva e dispor, pelo menos, de

um terceiro ponto.

Em decorréncia, volta-se a reexaminar a questdo da determinacdo de tangentes
pelas cinco condigBes. Concluiu-se desta andlise que estando definida a conica pelos
pontos de tangéncia das tangentes o problema é de aplicacdo direta. Daqui decorre a
necessidade de determinar os casos em que 0s pontos dados ndo sdo pontos de tangéncia.
Testou-se assim um método para, sendo dado quatro tangentes e um ponto da curva ndo
pertencente a qualquer das tangentes definir a curva. Foi possivel determinar a curva conica
mas, no entanto, teve de estabelecer-se uma condi¢do acessoria, o que implica voltar ao

tema mais a frente.
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Passou-se seguidamente aos tracados pelo método dos feixes projetivos, tendo-se
concluido da sua evidente utilidade, sempre que se pretenda obter pontos sucessivos huma
sequéncia da curva, ou quando se pretendem estabelecer rotinas informaticas para o

tracado da curva.

Depois de se ter procedido a uma explanacdo sintética do método dos feixes
projetivos foram desenvolvidas solucdes para diversos problemas, designadamente casos
particulares, mas também os relativos a determinacéo de pontos e tangentes com condicdes

especificas, e que ndo sao abordados, em regra, na literatura cientifica.

Do conjunto dos dois métodos referidos, o das cinco condicdes e o dos feixes
projetivos conclui-se que, em regra, quando se pretende obter pontos particulares ou
tangentes em condi¢des concretas podemos utilizar os métodos derivados dos Teoremas de
Pascal e Brianchon, quando se pretendem obter tro¢cos das curvas é mais eficaz, em regra,
a utilizacdo do método dos feixes projetivos. Tal conclusédo é apenas indicativa sendo que,
por certo, em circunstancias concretas, pode ser (til o recurso aos dois métodos em

articulagéo.

Por dltimo é feita uma referéncia breve a uma outra area da geometria projetiva, a
das propor¢cbes métricas, tema ja aflorado no Cap. 2, e de que se apresenta um caso
concreto, resolvido com metodologia desenvolvida especificamente para o efeito, mas
aplicavel a outros problemas. Ndo obstante, o tema ndo é aprofundado, porgque implica a
explanacdo tedrica do tema e o dominio da sua aplicacdo ao caso das conicas,
designadamente das proporcionalidades possiveis de estabelecer, em cada circunstancia.
Revelando-se um tema com implicacbes complexas, considera-se, como tal, de dificil
utilizacdo no ambito de uma utilizacdo expedita, ndo obstante o seu evidente interesse para

uma formagéo avangada.

Apesar de ao longo do capitulo termos procurado responder a diversos problemas,
muitos dos quais por serem de evidente utilidade nas aplicacGes praticas, evidentemente
nao esgotamos o tema, sendo que, por certo, a aplicacdo das inimeras propriedades das
conicas que constam da literatura sobre o tema, mas nao sao descritas ao longo do texto, e
a sua testagem na aplicacdo na resolucédo de problemas, podem conduzir a descoberta de
novas propriedades ou solugdes mais expeditas para problemas concretos, ou de mais facil
compreenséao e utilizacdo. Tal contribui para a conviccdo de que o tema das colnicas, ao
contrario do que alguns parecem pensar, esta longe de esgotado, e que outros contributos e

a sua persistente andlise, tém potencialidades de exploracgao futura.

Ao longo do capitulo procurou-se responder aos principais problemas detetados no

exercicio pratico do trabalho com as conicas, designadamente o0s decorrentes da
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determinacdo de diametros e cordas e dos seus conjugados, e especialmente, 0 da
interseccdo de uma reta com a conica, com aplicacdo direta na determinacdo de diametros
e cordas de que ndo conhecemos qualquer dos pontos extremos. Ndo é abordada
diretamente, no entanto, a questdo da intersec¢do de duas conicas, nao obstante o evidente
interesse tedrico e potencialidades de utilizacdo préatica, por se ter comprovado a
necessidade de introduzir o estudo mais aprofundado da geometria projetiva, sendo que
muitas das referéncias bibliograficas se encontram em textos de geometria ndo euclidiana, o
gque extravasa 0 ambito deste trabalho e limita o alcance da sua utlizacdo por néo

matematicos. Nao obstante esse tema voltara a ser aflorado indiretamente mais a frente.

Como se foi evidenciando, para diversos problemas h& mais que uma solugéo, sendo
por vezes mais elegante, mais simples, uma que outra, dependendo das condigbes dadas
tanto matematica como graficamente. Procurdmos, por isso, evidenciar vantagens e
inconvenientes de cada um, concluindo, no entanto, que o trabalho pratico com as cénicas
pode tornar-se mais expedito com o conhecimento aprofundado das propriedades e

métodos aplicaveis e com o cruzamento de conhecimentos de contextos diferentes.

Tenhamos em conta que, se ao longo da exposicdo deste capitulo quisemos
evidenciar o préprio processo de construcdo da investigacdo, ou seja, fazendo uma recolha
de métodos, processos de resolucao e aplicagdes praticas, e experimentacao de outros, que
pode parecer casuistica, procurou-se antes analisar as potencialidades resultantes da teoria
de suporte e da sua aplicagdo na pratica, e das suas consequéncias. Tal como
evidenciamos na definicdo da investigacdo procurdmos atuar tanto na investigacdo
fundamental sobre o tema, procurando o conhecimento teérico enquadrador, mas,
paralelamente, analisar consequéncias e potencialidades de aplicagdo pratica na resolugéo

de problemas.

Ao longo do capitulo utilizdmos designacdes proprias da Geometria Projetiva sendo
gue algumas das quais ndo encontramos, tanto na literatura cientifica portuguesa, como em
dicionarios e enciclopédias de referéncia de lingua portuguesa, pelo que as adaptamos ao
portugués a partir das designacdes em portugués do Brasil, quando se encontraram, ou do

espanhol, do francés ou ainda do inglés.

B B 211



3.10. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS DO CAPITULO

AKOPYAN, A. V.; ZASLAVSKY, A.A. — Geometry of conics. Rhode Island: American Mathematical
Society, 2007. [Trad. da edicdo russa de 2000 do Moscow Center for Continuous Mathematical
Education.] ISBN 978-08218-4323-9.

APOLLONIUS OF PERGA; HEATH, T. L. — Treatise on conic sections: edited in modern notation
with introductions including an essay on the earlier history of de subject by T. L. HEATH, M.
A.. Cambridge: The University Press, 1896.

BOYER, Carl B. — Histdria da Matematica. Sdo Paulo: Editora Edgard Blicher Ltda, 2005. [Trad. de
A History of Mathematics. John Wiley & Sons, Inc, 1991]. ISBN 85-212-0023-4.

COSTA, Joaquim M. C. Bonifacio — Interseccdo de superficies ndo planas em dupla projeccdo

ortogonal. Castelo Branco: Instituto Politécnico de Castelo Branco, Escola Superior de Artes

Aplicadas, 2005. [Estudo para Concurso de Provas Publicas para Professor-Adjunto].

[COSTA], Joaquim BONIFACIO — Determinac&o gréafica da parabola conhecidos dois pontos da curva
e a tangente no vértice (exemplo pratico de geometria aplicada ao design). Convergéncias. Castelo
Branco: ESART — IPCB, n22, Jan. (2009) art. 32. [http://convergencias.esart.ipcb.pt/artigo/32 acedido
em 20/12/2009].

CUNHA, Luis Veiga da — Desenho técnico. 52 ed. Lisboa: Fundacéo Calouste Gulbenkian, 1982.

DAY, H. G. — Properties of conic sections proved geometrically. London and Cambridge:
MacMillan and Co. [University Press], 1868.

DOWNS, J. W. — Practical conic sections. Palo Alto, California: Dover Publications, Inc., 2003.

DUBBEL, Heinrich et al — Manual de construgdo de maquinas. Tomos | e Il. Curitiba: Hemus, 1974.

ISBN 85-289-0270-6. [Traducao para portugués da 132 ed. rev. e ampliada em lingua alem3]

HAUSSNER, Robert — Geometria descriptive. Barcelona: Editorial Labor, S. A., 1928. [Trad. de

alemao para castelhano por Carlos Mendizabal Brunet].

IZQUIERDO ASENSI, Fernando — Geometria descriptiva superior y aplicada. 3d ed. Madrid: Ed.
Dossat, 1985. ISBN 84-237-0441-6.

LIMING, Roy A. — Mathematics for computer graphics. Fallbrook [California]: Aero Publishers, Inc.,
1981. ISBN 0-8168-6751-8.

MICHETTI, A. — Possibili costruzioni delle ellissi del Colosseo. In DOCCI, M. - Il colosseo: Studi e
richerche. Roma: Gangemi Editore, 1998. ISBN 88-492-0055-2. p. 89-97. Numero monogréfico de
disegnare Anno X, n. 18/19 ISSN IT 1123-9247.

MINIFIE, WM. — A text book of geometrical drawing, for the use of mechanics and schools.
Baltimore: WM. MINIFIE & CO., 1851.

212 m I



NAGORE, Fernando — Geometria Métrica y Descriptiva para Arquitectos. Tomos [, Il y Il
Pamplona: EUNSA, Ediciones Universidad de Navarra, S.A.,1986, 1987 e 1988. ISBN 84-313-0961-X

(obra completa).

PEGADO, L.P. da Motta — Curso de geometria descriptiva da Escola Polytechnica. Lisboa:

Academia Real das Sciéncias, 1899. [2 volumes].

RICCA, Guilherme — Geometria Descritiva: método de Monge. 2d ed. Lishoa: Fundacdo Calouste
Gulbenkian, 2000.

ROUBAUDI, C. — Traité de géometrie descriptive. 10d ed. Paris: Masson et C.2, Editeurs,1961.

SANCHEZ GALLEGO, Juan Antonio — Geometria descriptiva: Sistemas de proyeccion cilindrica.
Barcelona: Edicions UPC [Universitat Politécnica de Catalunya, SL], 1997. ISBN 978-84-9880-381-5.

SAURI, Miguel Angel Gil — Geometria aplicada a la técnica. Madrid: Editorial CIENCIA 3, 2009.
ISBN 978-84-95391-15-5.

TODD, Philip — 101 conic sections examples using geometry expressions. Saltire Software Inc.,
2009. ISBN 1-882564-13-8.

I m 213



. Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Cénicas:
Os seus Tracados Geomeétricos e Aplicagoes no Design.
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4. DAS CURVAS CONICAS AS SUPERFICIES E APLICACOES NO
DESIGN

4.1. SUPERFICIES QUADRICAS

Procedemos agora a uma descricdo das superficies geradas a partir das curvas
cOnicas. Estas sao as superficies quadricas e outras superficies que, ndo o sendo, contém

curvas conicas ou em que tém origem em curvas conicas.

Superficies quadricas ou superficies de segunda ordem sdo as em que se verifica
que, do ponto de vista analitico, qualquer seccdo na superficie da origem a uma curva
cénica, propria ou degenerada, segundo HILBERT; COHN-VOSSEN (1999, 12).

HILBERT; COHN-VISSEN (1999, 12-15) salienta ainda que os cilindros circular,
eliptico, parabdlico e hiperbdlico, assim como os cones de segunda ordem séo superficies
guadricas. Também o séo os elipsoides, quaisquer que sejam as rela¢cdes dimensionais dos
seus trés eixos, incluindo, por tal, a superficie esférica, os hiperboloides de uma ou duas

folhas, o paraboloide hiperbdlico e o paraboloide de revolugdo ou eliptico.

Consta da literatura que as seccdes planas em superficies quédricas sao curvas
conicas, reais ou degeneradas. E possivel concluir igualmente, do estudo realizado, que
sucessivas secc¢les paralelas em superficies quadricas séo curvas conicas do mesmo tipo

ou degeneradas.

Exemplo de superficies geradas com curvas cénicas reais ou degeneradas mas que
ndo sdo quadricas séo, por exemplo os conoides gerados por uma circunferéncia e uma reta
num plano paralelo a circunferéncia. Por outro lado, podemos considerar como igualmente
geradas a partir das curvas conicas diversas outras resultantes de NURBS assim como
diversas resultantes da geometria projetiva, inclusivamente na &rea nado euclidiana, ou da
topologia, mas com crescente aplicagéo na resolugéo de problemas do quotidiano. Assim,

as Ultimas décadas tém sido marcadas pela definicdo de diversos tipos novos de superficies
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gue anteriormente se consideravam de impossivel definicAo matematica, como por exemplo,

as manifolds ou algumas das outras superficies topoldgicas.

A classificacdo das superficies é de relativa complexidade, pois ndo h& um critério
Unico e objetivo, ou seja, ndo existe uma taxonomia. Exemplificando, algumas das quadricas
sdo de revolucdo, algumas das quadricas sdo regradas, algumas das regradas s&o
planificaveis, h4 uma helicoidal planificavel que é regrada mas nao de revolucdo. De autor
para autor encontramos diferentes processos de descricdo e metodologia de classificacao
gue entenderam seguir. Alids, e de acordo com RICCA (2000, 215): “Nao existe um critério
geométrico que permita uma classificagao detalhada das superficies.” Propde-nos assim um
critério de grupos de superficies que se excluem mutuamente, a saber: regradas
planificaveis, regradas empenadas e curvas regradas ou nao. Alias, critério similar é
igualmente utilizado por IZQUIERDO ASENSI (1988, 163), ao referir que tem adotado uma
classificagdo, que, ainda que em alguns aspetos ndo se adapte a um excessivo rigor
cientifico, parece muito apropriada pela sua clareza. E esta classificacdo que reproduzimos

de forma adaptada a seguir:

Grupo Familia Classe Superficie

Flanas Flano

Tetrasdro
Cubo
Fegulares | Dctaadro
Dodecasdro
Icosasdrg
Fegradas lrregulares

Folédricas

f Firamides
CANicAs .
CAnicas

Fadiadas

Cillndricas

ilindricas Prismaticas

Alabeadas
lempenaclas)

Esfera

urvas Fevalugao Toro

COmpostas

Fig. 4.1 — Quadro resumo das superficies
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De qualquer forma, apesar de se constatar a impossibilidade pratica de criar uma
taxonomia das superficies, elas s@o agrupadas normalmente por conjuntos de
caracteristicas e propriedades comuns. Assim, procede-se em seguida a uma exposicao
sobre algumas das superficies de utilizagdo mais comum, a comecar pelas quadricas.
Relembre-se que, como consta do glossario, uma quadrica é uma superficie curva do 2¢

grau, ou seja, uma superficie que € intersetada por qualquer reta em 2 pontos.

ROUBAUDI (1961, 377) enuncia que em geral, uma cénica girando em torno de um
eixo gera uma superficie de quarta ordem. Para que essa superficie seja de segunda ordem,
€ necessario e suficiente que a projecao do eixo de rotacdo sobre o plano da conica seja um
eixo desta curva. Mais a frente na pagina 413 sugere como método para trabalhar com
quadricas em geral, transformar por homologia 0os seus contornos em contornos de
superficies de revolu¢cdo do mesmo tipo e depois fazer as adaptacdes necessarias em cada

caso.

Parece igualmente relevante, neste contexto, referir as superficies que, por serem
planificaveis, logo, executaveis com materiais planos, tal como referir outras de utilizagdo

pratica em inUmeras situagoes.

Neste contexto € de referir COSTA (2005) em que, para aléem de uma descrigéo geral
das superficies, se faz uma abordagem das interseccdes de superficies com recurso as

curvas conicas, como tracados auxiliares.

4.1.1. SUPERFICIE CONICA E CILINDRICA

Tendo em conta que as superficies conicas e cilindricas sdo geradas por retas,
geratrizes, ou seja, cOnicas degeneradas, desenvolvendo-se a partir de um vértice ou
paralelas entre si e de uma diretriz circular sdo igualmente superficies quadricas, de acordo
com a definicdo anteriormente referida. Por outro lado, sdo nas superficies quadricas
superficies de uma s6 curvatura ou curvatura simples, o que é carateristica das superficies
planificiveis. O conceito de curvatura foi desenvolvido por Gauss e, em topologia, € hoje
descrito segundo VARELA (2013, 51) pelas curvaturas normais num ponto da superficie: “As
curvaturas normais num ponto sdo as curvaturas das linhas de interseccédo da superficie
com os planos perpendiculares a superficie nesse ponto”. Sendo que a curvatura € zero nas
retas e, nas curvas, analiticamente, pode ser orientada como positiva num sentido e
negativa no contrario, estamos perante diversos métodos de abordagem sendo o mais usual
0 dos maximos e dos minimos, ou seja, definir a curvatura da superficie naquele ponto como
o produto das curvaturas maxima e minima encontradas. As curvaturas maximas e minimas

sdo designadas por curvaturas principais. Se a minima corresponder uma reta o valor é
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zero, 0 que multiplicado pelo valor da curvatura maxima da sempre zero o que corresponde
a uma superficie planificavel. Quando o referido produto € diferente de 0 a superficie é de
dupla curvatura, e logo nado planificavel, podendo ser positiva quando a maxima e minima
sdo do mesmo sinal, ou seja no mesmo sentido, ou negativa quando de sinais diferentes, ou
guando as direcBes de curvatura forem opostas. Relembre-se que o tema da curvatura das
linhas planas curvas foi abordado no ponto 2.2, indicando que a curvatura num ponto é o

inverso do raio da circunferéncia osculatriz nesse ponto.

Fig. 4.2 — Museu Guggenheim de Bilbau

Como exemplo de possibilidade de trabalho com superficies de dupla curvatura a
partir de materiais planificaveis refira-se que, no projeto do Museu Guggenheim de Bilbau, o
arquiteto Frank Gehri, pretendendo obter formas curvas irregulares na estrutura de
revestimento em chapa metalica, dividiu as superficies em sec¢des quadrangulares que,
sendo no desenho original de curvatura dupla, ttm uma das curvaturas préxima do zero.
Depois cada secgao de chapa foi moldada por calandragem na outra curvatura pretendida,
sendo a forma final muito aproximada do pretendido. Esta técnica de planificacéo,
transformando superficies de curvatura dupla em trogos de superficies de curvatura simples,

conicas ou cilindricas, € muito similar a utilizada na constru¢cdo de cascos de navio em

chapa metdlica ou nas fuselagens de avides.

De notar ainda que em todas as superficies toma especial relevancia o contorno
aparente. Como resultado da nossa experiéncia visual os sistemas de representac&o
rigorosa integraram a representacdo, em objetos tridimensionais, de linhas que, na viséo
dependem da nossa posicdo no espacgo variando, portanto, com a posi¢cdo, mas sendo
muitas vezes determinantes para a identificacdo do objeto em causa. Nos sistemas de
projecdo cilindrica (vistas, dupla projecdo ortogonal e axonometrias) os contornos de
visibilidade s&o determinados pela interseccdo de retas perpendiculares aos planos de

representacao e tangentes as superficies com o plano de representacéo, na projecao conica
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as retas tangentes as superficies partem de um ponto pré-definido, que na perspetiva

representa o observador. No caso apresentado, em dupla projecdo ortogonal, os pontos A e

B correspondem aos pontos do contorno na diretriz em projecéo frontal e C e D aos pontos

do contorno em projecao horizontal. Sobre a definicdo da superficie cénica e da superficie

cilindrica deve conferir-se o ponto 2..

D
A //j \ /
C Pl
N
C \
Fig. 4.3 — Superficie cénica obliqua Fig. 4.4 — Superficie cilindrica obliqua
4.1.2. ESFERA

]
|
|

X

|
o]
wd\_/

Fig. 4.5 — Esfera

Pode ser descrita como a superficie gerada pela
rotacdo de uma circunferéncia em torno de um dos seus
didmetros, embora, em geometria descritiva, usualmente
apareca representada pelas duas circunferéncias
perpendiculares que definem os contornos aparentes
frontal e horizontal, sendo que, indiferentemente, uma

delas é considerada diretriz e a outra geratriz.

Sendo uma forma geométrica de dupla curvatura
tem através de métodos geométricos aproximados sido
construida com materiais planifichAveis como no caso da
bola de futebol ou nas estruturas geodésicas conhecidas

em inglés como domes.
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4.1.3. ELIPSOIDE

O elipsoide pode ser descrito como a rotacdo da elipse em torno de um dos seus
eixos, elipsoide de revolucdo, ou como gerado pela utilizacdo de uma elipse como diretriz
e de uma outra perpendicular e com um eixo comum que é a geratriz da superficie, dando
origem ao elipsoide eliptico. Uma esfera pode ser considerada um elipsoide de eixos
iguais. Na Fig. 4.8 sé@o determinados um ponto P do elipsoide e a projecdo de um ponto R

do elipsoide sobre uma esfera de raio igual ao eixo maior do elipsoide.

z

N

- — — .

L

(€2

pa
yra e
L)

02

\\‘&../
N~ 1

/

dh
.
J

<

Fig. 4.6 — Elipsoide de Fig. 4.7 — Fig. 4.8 — Pontos na superficie do elipsoide

revolucéo Elipsoide eliptico

4.1.3.1. DADA A ELIPSE DE EIXO MAIOR E MENOR AB e CD E O ELIPSOIDE DE
REVOLUCAO DE EIXO MAIOR AB DETERMINAR A ELIPSE DE EIXO MAIOR EF, QUE E
UMA SECCAO NO ELIPSOIDE PARALELA A ELIPSE ANTERIOR, DETERMINANDO O
EIXO MENOR GH E OUTROS PONTOS DA CURVA
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Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Coénicas: .
Os seus Tracados Geométricos e Aplicacées no Design.

Apresenta-se este problema como um
dos exemplos possiveis de aplicacdo dos

gs

B> tracados anteriormente descritos. Sendo de

A

determinacdo direta o eixo EF o eixo GH é
determinado pela rotacdo de 90° da distancia

desde 0 eixo e ao plano ¢, 0 que permite obter a

X
%m
D
N
N~~~

posicdo de G no elipsoide. Conhecidos os dois

eixos utilizou-se o procedimento descrito em
3.5.1.2.

(ho)
Aj

B1

R

Fig. 4.9 — Determinacdo de sec¢cao num

(&

elipsoide

Fig. 4.10 — Cama Nido
desenhada por Gunther Thony

A forma geométrica da
cama Nido pode ser obtida por
manipulacdo informatica de

uma superficie em elipsoide.

Modern Bed Design for Bedroom Furniture, Nido with Lomme System by Gunther Thony

4.1.4. PARABOLOIDE

O paraboloide de revolucgdo resulta da rotagdo da parabola em torno do seu eixo.
Se a rotacao tiver uma diretriz eliptica diz-se que € um paraboloide eliptico. Atender ainda
a particularidade de uma secc¢ao plana a um paraboloide de revolugéo, obliqua ao seu eixo,

7

ser uma elipse, mas cuja proje¢cdo no plano da diretriz € uma circunferéncia, alias,

I m 221



situacdo idéntica a do cilindro de revolugédo, segundo ROUBAUDI (1961, 381, fig. 417), e

aqui apresentado na Fig. 4.13. Situando-se o centro da sec¢do a meia distancia entre 0s

extremos da seccdo pode-se representar diretamente a circunferéncia em projecao

horizontal.
Va \ V2
| .
I P2 I A>/ -
i |
ez €2 (f/e)/
X I X
[d]
/_\\ x A2 B2 /__\
\\ C4
e |
(e1)=V1 Au ( l) B1 KVJ
D1 [di]
Fig. 4.11 — Paraboloide de Fig. 4.12 — Paraboloide Fig. 4.13 — Seccdo em

revolucao

eliptico paraboloide

4.1.4.1. CONSTRUCAO DA PARABOLA QUE PASSA EM C E D E QUE RESULTA DE
UMA SECCAO PLANA PARALELA AO EIXO NUM PARABOLOIDE DE REVOLUCAO,
CONHECIDA GRAFICAMENTE A PARABOLA QUE GERA O PARABOLOIDE E O SEU
EIXO. OBTENCAO DO PONTO P A UMA DISTANCIA DADA DA TANGENTE NO VERTICE

V>
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X A2 B>
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(ho) &P v b
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Fig. 4.14 — Parébola seccéo de paraboloide



Este problema é igualmente um exemplo de aplicacdo dos tracados anteriormente
descritos. As linhas de referéncia de A e B definem o didmetro da circunferéncia diretriz [d]
do paraboloide. A distancia pretendida marca-se o plano de seccdo ¢. A interseccdo do
plano com o eixo define o ponto V,, projecao horizontal do vértice da pardbola. Para obter a
sua projecao frontal, traca-se o arco de circunferéncia de raio O; a V; e a sua interseccéo
com o didmetro é projetada sobre a parabola de A a B. Por esse ponto da parabola traca-se
a paralela ao eixo x obtendo V,. Os pontos C e D sao definidos pela intersec¢do do plano
com a diretriz [d]. Para obter um ponto P qualquer na pardbola de seccdo define-se P; e
tragca-se a circunferéncia de centro no eixo e que passa em P; e projeta-se o0 seu diametro

sobre a parabola geratriz definindo a cota do ponto P.

4.1.5. PARABOLOIDE HIPERBOLICO OU PARABOLOIDE REGRADO

O paraboloide hiperbdlico ou paraboloide regrado, é uma superficie gerada por uma
reta que se desloca paralelamente a um plano diretor, apoiando-se constantemente em
duas outras retas ndo complanares, que sao as diretrizes, sendo portanto uma superficie
regrada. Por outro lado pode ser considerada como a superficie gerada por uma parabola
geratriz cujo vértice percorre todos os pontos da parabola diretriz, sendo os planos das
parabolas geratrizes paralelos entre si. Uma secc¢do por um plano perpendicular aos planos

das parabolas geratrizes e ao plano da parabola diretriz da origem a uma hipérbole.

N

a2=C2 as=ds
p2

a/ | \d1
Fig. 4.15 — Paraboloide hiperbolico p'
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Sdo muito utilizadas na arquitetura e no design secc¢des desta superficie, em
guadrilatero de lados opostos paralelos apenas numa das proje¢des, quadrado, retangulo ou
em paralelogramo, como, por exemplo, o caso do losango que, na figura antecedente, se
define na projecdo horizontal. Para tal, pode-se por exemplo definir os quatro vértices em
projecdo horizontal e atribuindo a cada par de vértices opostos cota diferente. Depois,
dividindo em partes iguais cada par de lados opostos pode-se tracar as retas que unem 0s

pontos intermédios de cada lado com os correspondentes do lado oposto.

Este € um exemplo de
utilizacdo de quatro paraboloides
hiperbdlicos na geometria da
estrutura de sombreamento e foi
desenvolvida na Faculdade de
Design da CEPT University,
Ahmedabad, Gujarat, india.

Fig. 4.16 — Estrutura de

sombreamento e zona de lazer

Fig. 4.17 — Estrutura de

sombreamento

Um outro exemplo de
estrutura de sombreamento, com
toldos de telas em forma de
paraboloide hiperbdlico, neste
caso no Freeport de Alcochete,
com delimitacéo periférica

guadrangular.
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A imagem seguinte corresponde a uma instalacdo hoteleira nas llhas Mauricias, com
projeto do arquiteto Norman Foster, com cobertura de estrutura de madeira com sequéncia
multipla de paraboloides hiperbdlicos.

Fig. 4.18 — Cobertura em

paraboloides hiperbélicos

4.1.6. HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA

O hiperboloide de uma folha resulta da rotagdo de uma hipérbole em torno do seu
eixo. Se a rotagdo tiver diretriz circular, diz-se que é um hiperboloide de revolugéo, se a
diretriz for eliptica, diz-se que é um hiperboloide eliptico. Tanto um como o outro, podem
ser gerados por geratrizes retas que se deslocam sobre duas diretrizes, ambas circulares ou
elipticas, por tal forma que ndo exista paralelismo entre as geratrizes e o eixo. Para tal, o
mais pratico é dividir as diretrizes num determinado nimero de partes iguais, mas depois
fazendo corresponder um ponto de uma diretriz a outro qualquer da outra, exceto ao que
define a paralela ao eixo. Seguidamente, procede-se da mesma forma para 0s pontos
consecutivos a direita na diretriz e & esquerda, criando dois sistemas de retas com dire¢ées
opostas. A hipérbole surge desenhada em contorno aparente da superficie. No plano
perpendicular ao eixo e que passa no centro da hipérbole, obtém-se o circulo de gola. As
assimptotas da hipérbole correspondem as duas geratrizes de sistemas opostos e que, em
projecdo paralela ao plano de representacdo da hipérbole, sdo tangentes ao circulo de gola.
Se fizermos passar duas paralelas ao eixo nos limites do eixo transverso, que é o diametro
do circulo de gola no plano da hipérbole contorno, e as cruzarmos com as projecdes das
assimptotas, obtemos, a partir do centro da superficie e raio igual a distancia até aos pontos
atras referidos, a distancia focal. O hiperboloide de revolu¢éo é igualmente conhecido por
hiperboloide de cone diretor, o qual € definido pela rotacdo das assimptotas em torno do

eixo.
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Fig. 4.19 — Definigdo de hiperboloide de Fig. 4.20 — Contorno aparente do
revolugao por geratrizes retas hiperboléide e cone assimptotico
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Fig. 4.21 — Definicéo de hiperboloide eliptico Fig. 4.22 — Contorno aparente do
por geratrizes retas hiperboloide e cone assimptético
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As propriedades e processo geométrico construtivo do hiperboloide de revolucéo
possibilitaram que, no ponto 3., tivessem sido desenvolvidos processos geométricos de
tracado da hipérbole que ndo encontramos descritos na literatura.

O hiperboloide de revolucdo é hoje uma superficie amplamente utilizada em
estruturas que exijam grande estabilidade e robustez, como as torres de refrigeracdo de
centrais térmicas e nucleares de producdo de energia elétrica. A primeira torre em
hiperboloide de revolucao foi construida no final do século XIX em Polibino, na Russia, e foi
projetada como torre de suporte de depdsito de &gua pelo engenheiro russo Vladimir
Shukhov (1853-1939). Em sequéncia Shukov desenvolveu projetos para diversas estruturas

com diferentes finalidades como, por exemplo, torres de telecomunicacgdes.

Product Technology  Advantages Media  Contact

Fig. 4.23 — Projeto Omniflow com estrutura em hiperboloide

As torres de producdo de energia elétrica Omniflow tiveram origem num projeto
inicialmente desenvolvido na Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto e sdo hoje
produzidas pela empresa Omniflow, para a producdo de energia utilizando de forma
combinada um painel solar conico e uma hélice de pas para a producéo edlica. Tendo-se
comprovado que as torres edlicas mais usuais apresentam problemas de seguranca e
rentabilidade, e tém de ser desativadas, quando sujeitas a mudancas subitas de intensidade
ou direcdo do vento, optaram pela colocacao da edlica na horizontal e protegé-la por uma
estrutura com forma aproximada do hiperboloide de revolucdo que recebendo a energia

edlica pelo tubo de protecéo reduz os riscos de danificagcdo e aumenta a rentabilidade.
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Fig. 4.24 —
Passadico
pedonal em
hiperboloide
de revolucéo

O exemplo antecedente diz respeito a um passadico pedonal com protecdo em
hiperboloide de revolugéo, na Corporation Street, em Manchester, ligando o prédio do Marks
& Spencer com o Manchester Arndale. O projeto concluido em 1999 é do atelier
Hodder+Partners. Os elementos de ligacdo em arcos circulares perpendiculares ao eixo do
hiperboloide seriam dispensaveis, como se pode comprovar pelas fixacdes destes serem
interiores as barras estruturais do hiperboloide que correspondem as geratrizes. Estes
elementos circulares dever-se-80 provavelmente a imperativos de seguranca dos
transeuntes.

4.1.6.1. DEFORMABILIDADE EM HIPERBOLOIDES DE REVOLUCAO

Fig. 4.25 —
Hiperboloide como

estrutura adaptavel

228 N




Se uma das propriedades do hiperboloide de revolucdo € a sua robustez e
estabilidade outra é, e aparentemente de forma antagonica, a deformabilidade mantendo a a
sua configuracdo geométrica, e que é descrita em HILBERT; COHN-VOSSEN (1999, 16-17)
dizendo respeito a possibilidade de apenas existindo liga¢des néo rigidas em dois pontos de
cada geratriz de um sistema direcional com as geratrizes do sistema contrario, pelo
processo descrito anteriormente na definicdo da superficie e, ndo existindo fixacdo rigida,
esta € deformavel, e com aumento ou diminuicdo da distancia entre as diretrizes pode-se
estreitar ou alongar a superficie, tal como se pode comprovar pela figura antecedente. Tal
propriedade ja foi utilizada na concecao de mesas circulares de altura regulavel e pode ser
igualmente utilizavel por exemplo num bengaleiro contentor de guarda-chuvas, que alarga

consoante o nimero de guarda-chuvas envolvido.

4.1.7. HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS

E o gerado pela rotacdo de uma hipérbole em torno da reta que contém o seu eixo
transverso e os focos. Pode ser hiperboloide de duas folhas, de revolugcéo ou eliptico,
consoante a diretriz perpendicular ao eixo de rotagdo for circular ou eliptica, sendo a

superficie gerada pela rotacéo da hipérbole em torno do seu eixo principal.

;ez ;ez
(=3 e
| '2 | l2
| i
i |
Vo V2
Fd_ Fd_
X [d-] X  [de]
[d?] [d*]
g1 O
(el)EV V'i= O1=F=F (el)EV 1= O1=F=F
[d]
] d']
Fig. 4.26 — Hiperboloide de revolucao de Fig. 4.27 — Hiperboloide eliptico de duas
duas folhas folhas
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4.1.8. SUPERFICIES QUADRICAS E SUAS APLICACOES

N&o se deve concluir este ponto sobre as quadricas sem referir Antoni Gaudi (1852-
1926) pela utilizacdo profusa e inovadora das conicas e curvas similares a estas no
desenvolvimento criativo de novos processos estruturais e, sobretudo, de elevada qualidade
estética, como é exemplo a Sagrada Familia de Barcelona, ou Félix Candela (1910-1997)
como percursor da sua utilizacdo na arquitetura da América latina, com um largo nimero de
projetos de elevada qualidade, e por ter sido fonte de ensino e inspiracdo de inameros
arquitetos. E de referir igualmente Santiago Calatrava (1951- ) que, na atualidade, é
porventura o arquiteto que mais tem utilizado as curvas coénicas e as superficies quadricas
nos seus projetos, tanto em coberturas como na conceg¢do de pontes, e sem nunca
esquecer a genialidade de Oscar Niemeyer (1907-2012), porventura quem mais contribuiu,
de forma pratica através dos seus projetos, para a divulgacdo publica das superficies
guadricas. Por ultimo, é de referir ainda Pancho Guedes (1925-2015), arquiteto portugués
gue utilizou de forma extensiva e criativa as formas curvas, integrando a geometria nas artes
visuais e na arquitetura com a sempre presente influéncia da arte africana. O dominio das
propriedades estruturais das quéadricas possibilitou designadamente o desenvolvimento de
novas solucbes de estruturas metalicas, mas igualmente a constru¢cao de coberturas em
betdo armado, usualmente designadas por cascas, pela similitude com a casca de ovo, que
permitem economia de material, por reduzida espessura da placa, permitindo assim a sua
utilizacdo de coberturas de grandes vaos. Por outro lado, ao alargar as potencialidades dos
métodos construtivos, a utilizacado das conicas e quadricas libertou igualmente o projeto de
alguns constrangimentos quanto a utilizacdo de superficies curvas o que tem amplo
desenvolvimento na concec¢do de inimeros projetos atuais com o surgimento de novas
potencialidades tecnol6gicas com origem nas conicas e em outros tipos de curvas com elas

relacionadas.

4.2. OUTRAS SUPERFICIES GERADAS POR CURVAS CONICAS

4.2.1. TORO, ELIPSOIDE E GLOBOIDE

Se uma circunferéncia rodar em torno de um eixo, no mesmo plano da
circunferéncia, descrevendo uma superficie de revolucdo, esta designa-se por Toro. Se em
vez de uma circunferéncia utilizarmos uma elipse, obtemos um Toroide elipsoidal. Se
colocamos uma circunferéncia num plano obliquo ao eixo de rotacdo, e descrevermos uma

superficie de revolucdo, obtemos um globoide. Como é evidente no caso do globoide e
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dependendo da posicdo da elipse relativamente ao eixo de rotacdo podemos obter
configuracdes muito diversas.

| \
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e (e
g1

U \ :

Fig. 4.28 — Toro Fig. 4.29 — Globoide

4.2.2. CAPIALGCADO CILINDRICO

Como caso geral a superficie cilindrica tem uma diretriz e geratrizes paralelas entre
si. Neste caso é apresentada uma superficie com duas diretrizes, duas curvas paralelas e
uma geratriz reta r.

z ; bs
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A
P2 Ao BZ/ /'
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y

Bs

Fig. 4.30 — Capialcado cilindrico

4.2.3. CILINDROIDE

No primeiro caso € apresentado um cilindroide definido por duas diretrizes curvas e
uma reta geratriz paralela a um plano diretor. O outro caso por duas diretrizes curvas e retas

paralelas entre si o que pode ser considerado um caso de um troco de superficie cilindrica.
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Fig. 4.31 — Cilindroide de plano diretor Fig. 4.32 — Cilindroide de diretrizes conicas

4.2.4. CONOIDES

Os conoides séo definidos por uma diretriz circular e outra diretriz reta num plano
paralelo ao da primeira. Se a segunda diretriz € perpendicular ao eixo o conoide é reto. Se a
segunda diretriz do conoide € uma reta que ndo passa no eixo diz-se que é obliquo.

d2
X [d2]
sl
XA

Fig. 4. 33 — Conoide reto Fig. 4.34 — Biblioteca da FAUP

A lage da cobertura da Biblioteca da Faculdade de Arquitetura da Universidade do
Porto desenhada por Alvaro Siza Vieira € em conoide intersetado por um envidragado em
prisma triangular. Igualmente de Siza Vieira é a pala em superficie cilindrica de diretriz em
catenaria no Pavilhdo de Portugal na Expo de Lisboa.
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4.2.5. CONVOLUTAS

As convolutas séo utilizadas, em regra, como superficies planificaveis que auxiliam a

concordancia entre superficies. Estdo representadas duas convolutas, com uma das

diretrizes em circunferéncia, mas que, no caso da Fig. 4.35 a segunda diretriz €, em

projecdo, uma circunferéncia, mas de facto, uma curva alabeada pela inscricdo numa

superficie curva. No caso da Fig. 4.36, a convoluta diz-se reta ou plana, porque as diretrizes

existem em planos paralelos, sendo a segunda diretriz eliptica.

A mesma familia das convolutas pertence o cone empenado, o qual é definido pela

diretriz circular [d] e pela diretriz [d] eliptica mas de projecao circular.
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Fig. 4.35 — Convoluta
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Fig. 4.36 — Convoluta
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Fig. 4.37 — Cone empenado

Fig. 4.38 — Bocal de secador em convoluta

Os bocais de secadores de cabelo
sdo, em regra, descritos por superficies
conoides ou convolutas. No caso concreto, o
RCY-2 da Eletric Co, trata-se aparentemente
de uma convoluta em transicdo entre uma
circunferéncia e uma elipse, sendo a
superficie intersetada por um cilindro de eixo
perpendicular ao plano de simetria do

secador.
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4.2.6. CORNO DE VACA

E uma superficie regrada de transicdo entre duas diretrizes semicirculares iguais, e
em planos paralelos, mas com eixo obliquo. Coincidente com a interseccdo dos dois arcos
em projecao frontal existe uma geratriz de topo. Se cada parte dos arcos a esquerda e a
direita da geratriz for dividida em partes iguais definem-se as outras geratrizes.
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y Fig. 4.39 — Corno de vaca

4.2.7. CAPIALCADOS

Os capialcados, do castelhano capialgcado, em francés arriere-voussure, sdo vaos
de transicao entre a superficie interior e exterior de paredes de espessura significativa ou,
sobretudo, aberturas para obtencdo de luz solar, sem obrigar a rasgar largos vdos no
exterior, sendo de formas muito variadas. Apresenta-se seguidamente representacoes de

alguns dos mais usuais.
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! N i
m> d'2 7 < ' d2
i | X d"2
« [ = X : ; d,

d's : ds : : :
; 5 i
: d1 i d1 ' d1

Fig. 4.40 - Capialcados
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4.2.8. LUNETOS

Os lunetos sdo normalmente utilizados como aberturas laterais em abdbadas. Estas
sdo, em regra, cilindricas, esféricas ou ogivais. Os lunetos implicam a determinacdo da
interseccdo da superficie da abdbada com o préprio luneto. Nos casos apresentados
seguidamente a abdbada é cilindrica e os lunetos cilindrico reto, ou seja perpendicular a
abdbada, cilindrico obliquo, de eixo obliquo a abdébada, o luneto conico, gerado por um
cone perpendicular a abébada, e o luneto esférico.

—/ ——

|
y y
Fig. 4.41 — Luneto cilindrico reto Fig. 4.42 — Luneto cilindrico obliquo
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| i
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Fig. 4.43 — Luneto cénico Fig. 4.44 — Luneto esférico

4.2.9. CUPULA BIZANTINA

A clpula bizantina é derivada da abObada esférica vazada quase completamente em
duas direcOes perpendiculares, obtendo-se em proje¢cédo horizontal um corte quadrangular
apenas ultrapassado pelos pontos de apoio da abodbada, ou incompletamente vazada,
definida uma distancia inferior do vazamento ao eixo. Seguidamente € colocada em cima da

esfera da clpula anterior, e superiormente as sec¢des laterais, uma nova semiesfera.
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Fig. 4.45 — Cupula bizantina

4.3. UTILIZACAO DE SUPERFICIES QUADRICAS NO DESIGN DE ESTRUTURAS
ALIGEIRADAS

Existem outras superficies regradas, normalmente de utilizagdo em coberturas tanto
de betdo armado como de outros materiais moldaveis. Como exemplo, e adaptando de
IZQUIERDO ASENSI (1985, 578-579) este conjunto de paraboloides definidos por uma
pardbola e uma cénica degenerada, utilizou-se a forma representada na figura e adaptavel a
uma estrutura para eventos. Ou seja, uma superficie que, com materiais moldaveis, por
exemplo para construcdo de toldos e tendas de campismo, implicando apenas a
determinacdo da verdadeira grandeza das superficies. No caso apresentado, as seis
superficies iguais dariam origem a cobertura descrita na imagem, por exemplo em poliéster
aluminizado e impermeabilizado, com bainhas nas seis unides centrais para introducdo das
varetas rigidas de aluminio. Igualmente toda a periferia teria bainhas para introducdo de

varetas articuladas de encaixe, em fibra de vidro.

Fig. 4.46 — Superficie com seis paraboloides
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Fig. 4.47 — Esquema construtivo do toldo para eventos

Do que fica dito, parece ser evidente a intencdo de realcar a multiplicidade de
solucdes para superficies complexas, e para as suas interseccdes, e a diversidade de

solucdes ao nosso dispor para cada problema concreto.

No estudo de superficies e sua aplicacdo em sistemas estruturais é referéncia, por
exemplo, ENGEL (1967) que inclui inUmeras sugestfes estruturais apresentadas

graficamente.

Fig. 4.48 — Estruturas Chelseapost e
Pebbleside

Da diversidade de exemplos
possivel de construcdo de estruturas
aligeiradas para o design de ambientes
recolhemos estas estruturas de
sombreamento e iluminacdo noturna
Chelseapost e Pebbleside da Arc-Can
Shade Strutures.
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4.4, OUTROS TIPOS DE SUPERFICIES

Referem-se seguidamente outros tipos de superficies que, sendo menos divulgadas,
tém aplicacdo no nosso quotidiano, por exemplo, no projeto de objetos e na modelacdo

tridimensional com aplicagdo na animacéao.

4.4.1. SUPERFICIE CICLICA

A superficie ciclica é uma superficie criada por uma geratriz circunferéncia de raio
variavel, que se desloca sobre uma curva diretriz qualquer de tal forma que os centros das

geratrizes existem na diretriz. A superficie é tubular quando resulta de uma geratriz esférica.

4.4.2. SUPERFICIES DADAS PELA SUA ESTRUTURA E SUPERFICIES GRAFICAS

Utilizando as designagfes de GORDON (1980, 210-211), as superficies dadas pela
sua estrutura séo superficies definidas por algumas linhas pertencentes a essa superficie. A

superficie dada pela sua estrutura ndo é considerada como completamente determinada.

Podem existir superficies com a mesma estrutura, mas que sédo distintas. S&ao, por
exemplo, os objetos volumétricos ndo construidos por primitivas graficas, a partir de sélidos
simples de descrever, mas por definicbes sucessivas de diretrizes e que, portanto, permitem
mais que uma interpretacdo por ndo estarem completamente descritos 0s pontos
interpolados entre cada diretriz. Nas utilizagbes mais tradicionais, poderiamos referir como
exemplo os cascos dos barcos, que sdo normalmente definidos por perfis transversais

sucessivos. Estas superficies tém utilizagdes novas, como por exemplo na animagéo 3D.

As superficies podem ser sempre definidas graficamente. Algumas sao
determinadas geometricamente, outras s6 se definem com o recurso a analise do
desenho linear que ajuda a definir a superficie. Assim, as superficies definidas
graficamente, ndo séo definidas pela sua estrutura, mas por regras de construgdo gréfica,
caso a caso. A superficie topogréfica do solo, por exemplo, € deste tipo, que é impossivel de
descrever geometricamente pelos métodos usuais. Na realidade, toda a geometria dos
fendmenos cadticos é também do mesmo tipo, ou seja, abre novos horizontes, que, com 0s
conhecimentos atuais, ja permitem inimeras aplicacfes praticas, designadamente na
criacdo de padrdes, na criacdo de texturas de diferentes materiais, nas superficies dos jogos
e animacfes 3D. Sugere-se a tal propdésito o estudo das superficies Bézier, engenheiro que
em 1972 introduziu um novo tipo de superficies para modelar carrocarias de automéveis.

Tais superficies utilizam linhas como as Splines e as Bézier, agrupaveis num conjunto
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designado por NURBS na literatura cientifica, que aqui se referem por serem utilizadas por

programas informéticos de ampla divulgacéo.

Apresentam-se seguidamente alguns exemplos de utilizacdo de superficies curvas

de tipos invulgares.

4.4.3. MANIFOLDS

Com origem na dindmica de fluidos, e com estudo sobretudo em topologia, surgiu
outro tipo de superficies as manifolds. Tal como é evidente também noutros diferentes
problemas da geometria, alguns dos quais abordamos em diferentes fases deste texto, é
notéria a complexidade da definicdo e nivel de interligacdes da realidade em geometria,
como neste exemplo limite, as manifolds, superficies que poderiamos representar por um
modelo em estruturas tubulares similares aos tubos de escape, dai o nome, em que alguns
dos tubos podem ter forma similar ao laco de Moebius, em que o interior e 0 exterior se
confundem através de cruzamentos e inversdes de direcdo, como uma manga que €
revirada para dentro dela prépria e depois pode voltar a sair atravessando a propria
superficie. Também neste caso é, por vezes, impossivel utilizar conceitos de interior ou
exterior, ou relagbes dimensionais, pelo que sdo formas por vezes de dificil definicdo

geométrica dentro da geometria euclidiana.

Fig. 4.49 — Superficie manifold

BN

O caso representado diz respeito a estrutura de escape da Titek Stainless Steel
Turbo Manifold Nissan S13/S14/S15 SR20DET.
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4.4.4. SUPERFICIES TZITZEICA

o

Fig. 4.50 — Superficie Tzitzeica

Em AGNEW et al (2010, 15) no contexto de apresentacdo de exemplos de diversas
superficies Tzitzeica, ou seja, superficies geradas por curvas assimptéticas € apresentado o
exemplo da figura.

Fig. 4.51 — Ilha de Cristal

A llha de Cristal € um projeto ndo executado de Norman Foster (FOSTER and
Partners) de bairro residencial e servigos para 30.000 habitantes para a llha de Cristal em

Moscovo, aparentemente gerado por superficies Tzitzeica do tipo referido.
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4.5. SUPERFICIES COMPLEXAS NO DESIGN E NA ARQUITETURA

O primeiro exemplo, na Fiera Milano, utiliza coberturas dos passadicos de

interligag&o entre os pavilhdes em estrutura metatica e revestimento em vidro, em superficie

Bézier.

Fig. 4.52 — Cobertura de passadicos na Fiera Milano

Séo de referir, como exemplos estruturais antecedentes deste tipo de estrutura, pela
utilizacdo de procedimentos de triangulacao, as estruturas de cobertura no estadio olimpico
de Berlim desenhadas pelo arquiteto Frei Otto com superficies em paraboloide hiperbdlico,
com método de triangulagdo com técnica similar a utilizada para a construcao de estruturas
geodésicas, com forma esférica, e cuja criagcdo € atribuida a Buckminster Fuller, durante a
segunda guerra mundial, embora existam referéncias ao seu estudo, em periodo anterior, na

Alemanha.

Fig. 4.53 — Candeeiro de teto Quin.mgx
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O candeeiro de teto Quin.mgx de Bathsheba Grossman foi aparentemente gerado a
partir de um dodecaedro, solido de doze faces pentagonais. Depois cada poligono foi
submetido a transformagfes geométricas da sua superficie por método provavelmente
derivado da geometria topoldgica dando origem a uma configuragdo complexa que, por
implicar superficies continuas intrincadas e interligadas umas nas outras, pode ter sido
gerado por impressdo 3D em material plastico. Outra hipétese seria partir de um icosaedro
truncado em que cada triangulo equilatero das faces é dividido em trés partes iguais
gerando na zona central um hexagono regular em que cada lado, em conjunto com os lados
dos hexagonos adjacentes, da origem a pentagonos regulares, gerando a forma das antigas
bolas de futebol.

Fig. 4.54 — Modelagé&o de superficies

Um outro exemplo da
possibilidade de modelacdo de
superficies através do encaixe de
materiais planos recortados gerando
uma superficie topogréfica é esta
Escultura de Nicolas André na

Boutique Isabel Marant New York.

Fig. 4.55 — Frankfurt Office

O Frankfurt Office do Team 3deluxe € um espa¢o modular de montagem expedita
que pode ser utilizado, por exemplo, como pavilhdo de divulgacdo em feiras. E constituido
por superficies curvas possivelmente geradas atravées de splines.
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4.6. INTERSECCAO DE SUPERFICIES

A seccdo plana numa superficie € um caso particular de interseccdo de superficies.
Em dupla projecdo ortogonal, se o plano for projetante a sec¢éo € determinavel diretamente
através da interseccdo do plano com a superficie. Se o plano de sec¢édo néo for projetante
segue-se 0 mesmo método da interseccao de duas superficies quaisquer, ou seja, utiliza-se
0 método auxiliar, ou seja, uma superficie auxiliar, por facilidade um plano, interseta o outro
plano e a superficie e 0os pontos comuns as duas interseccdes pertencem a linha de
interseccdo das duas superficies. Tal implica a repeticdo do processo até a determinacdo
dos pontos necessarios a determinagdo da linha de interseccéo.

Por outro lado, a interseccdo de superficies € um conjunto de problemas que na
literatura mateméatica e computacional aparecem tratados como problemas em PR3 (espago
real projetivo 3D). O caso particular da determinag&o da curva de intersecc¢ao de quadricas €
designado usualmente pela sigla QSIC (Quadric surfaces intersection curves). Sao diversas
as referéncias na literatura cientifica a utilizacdo de curvas planas na determinacdo da
interseccao de superficies, designadamente em recentes aplicagdes na computacao grafica.
WANG, JOE e GOLDMAN (2003, 335-367), por exemplo, analisam curvas cubicas planas
gue, tal como é descrito no ponto 5.7., derivam das cénicas, para determinar a interseccao
de superficies quadricas. Por outro lado, na resolugdo computacional de interseccdes de
superficies parece existir uma tendéncia crescente para a criacdo de algoritmos cada vez
mais complexos, mas em que parece evidente que O recurso a curvas planas como
auxiliares é propiciador de melhores solug@es. Cite-se como exemplo XU et al (2005, 515-
530). Ndo obstante ha uma aproximacdo cada vez mais consistente, que se socorre
algebricamente de métodos oriundos da geometria projetiva, como por exemplo TU et al
(2009, 317-335), que descreve um procedimento de busca da assinatura do tipo de
interseccdo de duas quédricas no conjunto de trinta e cinco solugBes diferentes de curva
ndo degenerada, sendo essa assinatura determinada sequéncia na equacgdo da curva. O
método rebuscado tem a ver com a dificuldade de tradugdo algébrica das inUmeras

particularidades que ocorrem em cada caso patrticular.

Tal permite pdr como hipotese, pelo menos, se métodos derivados dos utilizados na
geometria descritiva ndo poderiam ser mais eficazes, pois revelam consisténcia por si, e
independentemente dos resultados concretos em cada caso. De facto, e se, como pudemos
constatar, para além dos problemas decorrentes da expressdo analitica, que inUmeras
vezes implica o uso de condigdes, por exemplo x#0, e que implicam que, a partir daquele
passo, existem duas solugfes diferentes em termos analiticos, o0 que nem sempre é simples
de resolver, ou origina erros, e, por exemplo, descontinuidades em aplicacdes informaticas,

a esmagadora maioria dos problemas detetados na computacéo gréafica ndo dizem respeito
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a questbes matematicas, antes dizem respeito a determinacdo de visibilidades e da
ocorréncia de pontos especiais ha curva de intersec¢ao das superficies, sendo que estes
problemas sédo de resolucdo aparentemente mais simples através de métodos oriundos da
geometria descritiva. Sobre a questao das visibilidades relembremos que um ponto para ser
visivel na interseccdo de duas superficies tem que ser visivel cumulativamente em cada um
dos sélidos e, por outro lado a detecdo de visibilidades faz-se por contiguidade das
geratrizes ou das curvas auxiliares a que o ponto pertence, até ao contorno de visibilidade.
No ponto de inflexdo da curva, no contorno real ou aparente, pode-se aplicar a regra de
Helmholtz-Ratoosh, ou seja, segundo ARNHEIM (1986, 238), Helmholtz, no ambito da
psicologia da percegdo visual, enuncia que quando a linha de contorno de um objeto
continua na mesma direcdo ao intersetar a linha de contorno de outro objeto, o primeiro é
visto a frente e o outro atras, e, mais tarde, Philburn Ratoosh formula a mesma questdo em
termos matematicos, chegando a conclusdes similares. Ou seja, no caso da interseccao de
superficies, em geometria descritiva, € de considerar que a linha de interseccao continue
visivel nos pontos contiguos a um visivel até a linha de intersecgdo tocar no contorno de
visibilidade de uma das superficies, onde se torna invisivel, continuando o contorno de
visibilidade na propria linha de contorno da superficie na mesma direcdo de determinacao,
sem inflexbes. Nao obstante, teremos que ter em conta a possibilidade de o proprio
contorno da superficie apresentar concavidade na zona considerada, dando origem a

inflexdo da direcao.

Referimos, neste contexto, que a modelacdo computacional 3D tem sido objeto de
profusa literatura cientifica nas revistas de especialidade, tal como se referiu e do qual se
cita como exemplo, TENG, C.; CHEN, Y.; HSU, W. (2007, 515-530) que analisa a criacdo de
um modelo tridimensional a partir de duas imagens fixas, ou FIORAVANTI, M; GONZALEZ-
VEJA, L.; NECULA, I. (2006, 1187-1205) que analisa a intersec¢do de duas superficies

regradas na computacao grafica tridimensional.

Se até ao final do século XX a esmagadora maioria das publicacbes de artigos
cientificos no ambito da computacéao grafica tiveram origem em universidades americanas, o
facto de terem surgido numerosos autores naturais de paises emergentes, designadamente
da China, Taiwan, india e outros, notoriamente a partir da ultima década do século XX, em
instituicdes de ensino superior dos EUA, e no séc. XXI, a partir de universidades do seu
proprio pais, a publicarem artigos cientificos sobre as diversas aplicagbes na computacao
gréfica da geometria projetiva e, em particular, com os conhecimentos que decorrem das
conicas e das superficies quadricas, pode ser lido como um forte investimento destes paises
nesta area de conhecimento. Por outro lado, se atendermos ao momento em que
acontecem estas publicacdes e ao facto do surgimento de aplicagdes tecnoldgicas de

ambito comercial ou militar com data anterior, tal pode significar que uma parte importante
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do conhecimento j4 ndo passa pelas publicacbes cientificas, antes obedece a investigacfes
cobertas por forte segredo estratégico. Tal implica que, nos paises de menores recursos,
tenha importancia acrescida existir investimento no conhecimento e, em particular, nos
avancos da computacdo gréfica e no seu principal suporte, a geometria projetiva e, em
particular, no conhecimento das conicas, nos Varios niveis de ensino, e, aqui desempenha

um papel igualmente a geometria descritiva.

Mas, voltando a interseccéo de superficies, refira-se com MILLER, J.; GOLDMAN, R.
(1995, 55) que, de acordo com o teorema de Bezout, a intersec¢do de duas superficies
guadricas € sempre uma curva de quarto grau no espaco projetivo complexo. No entanto,
refere que a interseccdo destas superficies em computacdo grafica tem, em indmeras
situagOes, problemas de dificil resolugdo, tendo em conta 0os casos em que a curva de
interseccdo é composta de duas curvas cénicas e 0s casos que dao origem a curvas
degeneradas, pelo que sugerem um método, com origem na geometria diferencial, que
possibilita resolucdo de alguns casos, ou seja, comprova-se as consideracdes anteriormente

produzidas sobre a geometria analitica.

4.6.1. INTERSECCAO DE SUPERFICIES UTILIZANDO AS CONICAS COMO CURVAS
AUXILIARES

E no contexto das consideracdes precedentes que abordamos seguidamente a
interseccdo de superficies recorrendo a utilizacdo das conicas como auxiliares, um método
complementar ao mais usual na geometria descritiva, designadamente em dupla projecéo
ortogonal, e que ja abordamos em COSTA (2005, 46-49).

O método geral de interseccdo de duas superficies consiste em intersecta-las com
planos auxiliares que produzem em cada uma das superficies uma secc¢do, sendo que 0s
pontos de intersec¢do das duas seccdes pertencem a linha, ou as linhas, da interseccao das
duas superficies. Os métodos correntes em geometria descritiva passam pela escolha
adequada dos planos auxiliares, de forma que as sec¢des resultem retas ou circunferéncias,
como expressao da necessidade de rigor e de facilidade de execucdo. O problema é que,
em inumeros casos, tal € inviavel, o que obriga a procedimentos complementares. Por
exemplo ROUBAUDI (1961, 446-451) aborda genericamente a intersec¢cdo de duas
superficies quadricas ou de quédricas com superficies de revolugdo com essa perspetiva,
utilizando por exemplo as circunferéncias resultantes de secc¢des perpendiculares ao eixo
em superficies de revolugdo. Em COSTA (2005, 46-49) partimos da hipétese de utilizar
como seccdes auxiliares as curvas coénicas ou propriedades das quadricas, partindo da

conviccdo de que um estudo mais aprofundado das cénicas e das quadricas permitiria
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encontrar métodos expeditos para a constru¢do das secg¢des auxiliares e, sobretudo, com
utilizacdo de CAD, de qualquer forma eliminando os problemas de rigor resultantes da
construcao de curvas em papel e lapis. Sdo exemplos desta metodologia 0s que passamos

a descrever.

4.6.1.1. INTERSECCAO DE UM HIPERBOLODE DE REVOLUGAO COM UM
PARABOLOIDE DE REVOLUGCAO
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Fig. 4.56 — Intersecc¢éo de paraboloide e hiperboloide ambos de revolugéo
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Na resolucdo da interseccdo da Fig. 4.56, de um hiperboloide de revolucdo e um
paraboloide de revolugdo, foi utilizado um plano frontal ¢, que seccionou o paraboloide
segundo a pardbola do contorno aparente e o hiperboloide segundo uma circunferéncia,
dando origem a dois pontos da linha de intersec¢cdo. Também foi utilizado um plano

horizontal 74 a passar no eixo do hiperboldide, cuja sec¢ao neste € o contorno horizontal do

hiperboldide, e que interseta o paraboloide segundo uma circunferéncia, dando origem a
mais dois pontos da interseccdo. Seguidamente, utilizou-se planos projetantes frontais a
passar no eixo do hiperboloide 6, 6 e 6; que intersetam o hiperboloide segundo hipérboles,
construidas pelo método descrito no ponto 3.5.3., e de que agora nos socorremos como
exemplo de utilizacdo prética, e cujas sec¢des no paraboloide sé@o elipses, mas que na
projecdo perpendicular ao eixo do paraboloide, sao circulares, como se descreve atras, no
estudo do paraboloide. A interseccao das circunferéncias com as hipérboles da origem aos
pontos da linha de interseccdo. Como se verifica, o terceiro plano implicou o prolongamento
da superficie abaixo do plano horizontal de projecdo. Como tal, e como forma de determinar
mais pontos da linha de interseccao foi utilizado o plano », que produziu no hiperboloide
uma secc¢ao hipérbole, com as mesmas assimptotas, mas eixo transverso perpendicular ao
da hipérbole do contorno do hiperboldide, por o plano se situar abaixo da gola, sendo que a
interseccdo da hipérbole descrita com a seccdo circular do paraboloide deu origem aos

pontos do plano na linha de interseccdo das duas superficies.

P2

&

P2 @

=

Fig. 4.57 — Método alternativo a) Fig. 4.58 — Método alternativo b)
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Como se verifica pela Fig. 4.57 um procedimento alternativo poderia ter sido utilizar
planos verticais a passar no eixo do paraboloide, produzindo neste seccfes parabdlicas de
vértice comum com o do paraboloide e no hiperboloide seccdes elipticas, do que resulta a

relativa dificuldade de utilizacao de tais planos verticais.

J& na solucéo apresentada na Fig. 4.58 é utilizado um plano frontal como auxiliar o
gue parece ser mais Util, ao resultar em seccdo circular no hiperboldide e em secc¢éo
parabdlica, mas de resolu¢cdo menos complexa, no paraboloide, resolucdo igualmente
apresentada no ponto respeitante aos tracados das curvas cénicas. De tudo o que fica dito
sobre o caso em apreco, e em geral para todos os similares, conclui-se que existem
diversas solucdes e deve-se, portanto, em cada caso, utilizar a metodologia que permita
chegar a solugcdo de forma mais expedita e rigorosa. Realce-se que foram utilizados
tracados construtivos da hipérbole e da parabola com recurso a métodos descritos no

capitulo antecedente, exemplificando-se assim as suas potencialidades.

4.6.1.2. INTERSECCAO DE SUPERFICIE PARABOLICA E SUPERFICIE CONICA
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Fig. 4.59 — Intersecc¢do de cone e paraboloide

248 N o ——



Como exemplo de adaptacdo metodoldgica apresenta-se na Fig. 4.59 o0 caso
particular de duas superficies de revolugdo com eixos perpendiculares e concorrentes.
Com a utilizagcdo do plano de perfil 77 como auxiliar foram determinados os quatro pontos
correspondentes a intersec¢do dos contornos aparentes das duas superficies na projecéo
lateral. Seguidamente utilizou-se como auxiliar a esfera « que produz seccdes circulares
tanto no cone como no paraboloide as quais, ao intersetarem-se, dao origem a pontos da
interseccdo das superficies. A esfera B auxiliar produz secg¢bes circulares tanto no cone
como no paraboloide que dao origem a novos pontos. Por ultimo foram determinados os
pontos correspondentes a intersecgdo resultante de um plano horizontal que passa no eixo
do cone, e, portanto, das geratrizes do contorno aparente horizontal com a circunferéncia
produzida no paraboloide. Como é evidente, sé é pratico utilizar a esfera como superficie

auxiliar, nesta circunstancia de eixos perpendiculares e concorrentes.

Tal como se referiu anteriormente, na literatura cientifica encontram-se inUmeros
exemplos de problemas envolvendo a interseccao de quadricas, com tratamento analitico e
tendo em vista a utilizacdo na computacéao gréfica, o que revela a relevancia e atualidade do
tema. Como exemplos citamos ainda DUPONT; LAZARD; PETITJEAN (2008) que descreve
um algoritmo genérico para a determinacdo de interseccdo de quadricas e WANG; JOE;
GOLDMAN (2003) que analisa a interseccao de quédricas utilizando curvas cubicas planas
como auxiliares. Este é, portanto, um problema em aberto, e que ndo encontra resolucéo
completa na computacao grafica atual, o que levanta a hipétese de os métodos gréaficos
poderem contribuir para o desenvolvimento de algoritmos mais expeditos e com mais

potencialidades.

4.7. PLANIFICACAO DE SUPERFICIES

A planificacdo de superficies regradas, e até de algumas empenadas mas
subdivididas em trocos planificAveis por aproximacdo, € outra area em que se utilizam
curvas derivadas das conicas, as splines ou NURBS. Com forte desenvolvimento em &reas
da metalo-mecénica ligadas a construcdo de maquinas, de tubagens condutas de fluidos,
também s&o utilizadas planificagbes na construgdo naval, no projeto de aeronaves,
construcdo automoével e em muitas outras areas. Para conhecer melhor o processo do

design dos cascos de barcos, por exemplo, deve-se consultar FROMENT (2011).

No design, tal como em outras areas, a utilizacdo pratica da planificagdo depende
dos materiais e tecnologias envolvidos, designadamente a natureza plana dos materiais

utilizados, como por exemplo, chapas metalicas, tecidos, peles e outros materiais planos,
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mas em que se utilize processos construtivos dos objetos a produzir por dobragem ou

enrolamento sequencial das diversas partes constituintes dos objetos a construir.

. ’d

Fig. 4.60 — Planificacdo de um cone obliquo

4.8. EXEMPLOS DE UTILIZACAO DAS CURVAS CONICAS NO DESIGN DO PROJETO A
REPRESENTACAO TECNICA

4.8.1. DO DESENHO A GEOMETRIA E DESTA A GEOMETRIA PROJETIVA

N&o existindo uma geometria aplicada ao design, antes se podendo considerar a
existéncia de aplicacbes da geometria em areas diversas, e igualmente aplicdveis no
design, teremos, para além da citagdo de casos que temos vindo a fazer e que
continuaremos a fazer, de introduzir problemas gerais de representacdo grafica com

intervencao no préprio projeto de design.

Por outro lado, a utilizagdo de curvas conicas € comum em todas as formas de
representacéo graficas desde o desenho com expressdo néo rigorosa as representacoes
técnicas por vistas, axonometrias ou perspetiva. Por outro lado, a restituicdo perspética,

normalmente como processo inverso da perspetiva conica, € hoje uma das bases do
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reconhecimento de imagem por meio digital. Alias os processos utilizados em meio digital
sdo adaptacdes dos analdgicos. Tal, s6 por si, coloca as curvas conicas no centro dos
processos de representacdo, ndo sé como formas geométricas intervenientes nas imagens
resultantes do processo mas, igualmente, como formas geométricas mediadoras da

producéo de imagens digitais.

Utiliza-se como modelo exemplificativo das consideracdes precedentes um caso
aparentemente simples mas que levanta problemas, sobretudo em meio digital. Como é
sabido, a perspetiva conica de uma circunferéncia pode originar qualquer das coénicas.
Considerando-se 0 caso mais comum, em que uma circunferéncia e um seu quadrado
envolvente ddo origem a uma elipse e um quadrilatero envolvente, cujos lados inicialmente

paralelos confluem para dois pontos de fuga.

Fig. 4.61 — Centro da elipse como projecdo conica de uma circunferéncia

Tracando as diagonais do quadrilatero obtemos na interseccdo a representacédo do
centro da circunferéncia. Por outro lado, se tracarmos as retas que passam nos pontos de
fuga e na representacdo do centro obtemos, na interseccdo destas com o quadrilatero, os
guatro pontos de tangéncia da elipse no quadrilatero. Como foi referido antecedentemente é
necessario pelo menos mais um ponto para definir a conica. Opta-se por determinar primeiro
0 centro da elipse. Para tal, os pontos de tangéncia opostos definem uma corda da elipse,
cujo ponto médio é assinalado a vermelho. As tangentes nos extremos séo as retas que

contém os lados do quadrilatero. Utiliza-se seguidamente a propriedade descrita no ponto
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2., e exemplificada graficamente na Fig. 2.63, que enuncia que a reta que passa ha
interseccdo das tangentes, o ponto de fuga neste caso, e no ponto médio da corda é uma
reta diametral, ou seja, uma reta que passa no centro da cénica. Assim, tracando as duas
retas que unem os pontos de fuga com os respetivos pontos médios, a vermelho recorde-se,
na sua interseccdo temos o centro da elipse. Os pontos simétricos dos de tangéncia,
relativamente ao centro da elipse, sao igualmente pontos desta, ficando a elipse definida por

oito pontos.

Por outro lado, e mais importante, utilizando o raciocinio inverso, ou seja, o da
restituicdo perspética, podemos concluir que, se os pontos de tangéncia da elipse no
quadrilatero forem outros, que ndo se situem na intersec¢do dos lados do quadrilatero com
as retas que passam na projec¢ao conica do centro da circunferéncia e nos pontos de fuga, a
elipse e o quadrilatero ndo podem ser uma representagcdo conica de uma circunferéncia e
respetivo quadrado envolvente. Mas podem ser representagfes conicas de uma elipse
inscrita num retangulo. Utilizando uma propriedade que referimos mais a frente, relativa a
inscricdo de uma elipse num retangulo, e de acordo com método descrito no inicio do ponto
5. é possivel obter um método para, a partir de quatro tangentes quaisquer de uma conica e
um dos pontos de tangéncia, obter de forma expedita os respetivos pontos de tangéncia.

Tal comprova igualmente que a expressdo grafica da geometria projetiva, a
geometria descritiva, pode ter importancia relevante nos avangos nesta area do
conhecimento. Assim, a utilizacdo do método perspético revelou-se, ao longo da
investigacdo, muito Util na resolucdo de problemas de maior grau de complexidade, por
exemplo alguns relativos a determinacéo das conicas definidas por tangentes, questao que

seréa aprofundada no ponto 5..

Na Fig. 4.62 apresenta-se um exemplo de utilizagdo de conicas na representacéo e
aqui enuncia-se os problemas geométricos envolvidos na determinagdo do cilindro em
perspetiva ou CAD 2D e 3D ou desenho vetorial: determinacdo dos centros M e N das
elipses, determinacdo dos eixos das elipses, tangentes do contorno aparente, sendo que
estes problemas sao resollveis com métodos anteriormente apresentados. Assim o centro
M é o ponto médio do diametro da elipse que corresponde a projecao conica da mediana da
circunferéncia dirigida ao ponto de fuga. Os pontos de tangéncia dos contornos aparentes
nas duas elipses podem ser obtidos tracando paralelas ao eixo do cilindro pelo método
descrito em 3.3.2.2.. Considerando que cada elipse esta definida por oito pontos é possivel
determinar os extremos do diametro a passar por M paralelo ao quadro pelo método descrito
em 2.9. (Fig. 2.53) e, como este é o didmetro conjugado do dirigido ao pontos de fuga,
definimos a elipse por dois didametros conjugados. Depois por um dos métodos descritos em

3.4.2. é possivel determinar os eixos da elipse, por exemplo para utilizar em CAD.
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Fig. 4.62 — Perspetiva conica de um cilindro

4.8.2. REPRESENTACAO DE CURVAS CONICAS EM AXONOMETRIA E PERSPETIVA
CONICA

Y| 1|4|9|16 2536849 (unidadeigual ao parametro, ou seja, a
X|2|4|(6|8|10/1214] distancia do foco ao vértice da parahola)

Fig. 4.63 — Perspetiva conica de parabola resultando numa elipse
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Para além da comprovacédo de que uma curva conica em perspetiva conica pode dar
origem a qualquer das outras curvas a figura demonstra como uma parabola pode dar
origem a uma elipse sendo que o outro extremo do eixo principal da elipse se situa no
infinito. Assim, pode mostrar-se que a parabola tem um segundo vértice no infinito. Entao,
estamos igualmente a exemplificar como a dimensdo grafica pode contribuir para a

divulgacéo cientifica, mesmo em geometria hdo euclidiana.

123C

Fig. 4.64 — Axonometria de uma elipse

A confirmacdo da manutencdo da validade de processos construtivos, desde que
com manutengdo do paralelismo na transformagdo geométrica, confirmando a teoria
constante da consulta bibliografica realizada, e apesar deste aspeto da questdo nao se
encontrar descrito, permite concluir que, se a representacdo em perspetiva conica de
qualquer tipo de curva conica, seja elipse, parabola ou hipérbole, pode originar uma curva
conica de outro tipo qualquer ou degenerar, ja nas representacdes axonométricas o tipo
da cénica inicial e da cdénica em axonometria mantem-se ou esta degenera. Ou seja,
por exemplo, a axonometria de uma elipse é outra elipse ou um segmento de reta, ou, por

reducéo de escala, um ponto.

Tal pode concluir-se pelo processo construtivo da elipse desenvolvido na figura, e
gue apenas depende das relacdes dimensionais dos lados do quadrilatero envolvente e dos
angulos entre estes lados. Mantendo o paralelismo entre os lados opostos do quadrilatero,
podemos modificar os angulos entre cada par de lados e a relagdo dimensional entre estes,
obtendo sempre como representacdo da curva uma elipse ou uma degenerada. O mesmo
verifica-se na parabola e na hipérbole. Como o quadrildtero envolvente pode ser a
representacdo axonométrica de um quadrado, retdngulo ou até de um paralelogramo
comprova-se a regra descrita relativa a axonometria de cénicas. Ou seja, um tipo concreto
de conica, submetido a uma transformacéo geométrica por afinidade, resulta numa curva do

mesmo tipo ou degenera. Tal também é comprovavel por modelo de geometria dindmica.
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Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Coénicas: .
Os seus Tracados Geométricos e Aplicacées no Design.

4.9. OUTRAS APLICACOES DAS CURVAS CONICAS E SUPERFICIES QUADRICAS NO
DESIGN

Um exemplo de aplicacdo das curvas cénicas no design grafico, designadamente no
design tipografico, é o que apresentamos em SILVA; MURTINHO; COSTA (2013) e que aqui

descrevemos sinteticamente.

Trata-se da criacdo de uma fonte de letras com referéncia a forma eliptica da letra “0”
inscrita num retangulo com a particularidade da elipse ser definida por um ponto de
tangéncia que nao se situa a meio do lado do retangulo. Depois da determinacéo
geométrica da elipse € possivel, num editor de fontes tipograficas, como o utilizado na figura
seguinte, o FontLab Studio da FontLab, Lda, criar os diversos tipos da tipografia, por

adaptacao grafica.

Fontl 10 4

File Edit View Contour Glyph Tools Window Help

DS * BB o |3
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-ee o 100 200 300 400 500 D dotlessi
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B 3 | 2
! # s 1 | |
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_;I.@ e
@|A|B|C]|D ~g. ! M|N
qrave 3 b < d ;é ! ! m n
N o i
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Euro e q il florin _|quoted @G ! 1 A
€ ] f ] 4;% ! l
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alala|a|a § | | il
S i Fig. 4.65 — Exemplo de
(52 v )@ Nome )N = | | [l Selscted: 1 criacdo de tipografia
= | |

Resumindo o processo descrito no artigo referido, comeca-se pela definicdo do ponto
E de tangéncia e 0 seu simétrico relativamente ao centro E. Obviamente apesar de o0s

postos definirem um didmetro este néo é eixo da elipse.
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D _E ] D E C
G

p

O
Q
E B 3
- A E' B
Fig. 4.66 a) — Definicdo do diametro Fig. 4.66 b) — Definicdo de outra tangéncia

Seguidamente, pode-se determinar cada um dos restantes pontos de tangéncia
através do método geral, sendo dadas quatro tangentes e um ponto de tangéncia, mas
revela-se mais simples, como se exemplifica na Fig. 4.66 b), utilizar a propriedade descrita
em (NAGORE, 1988, T. lll, 154) relativa a elipse inscrita num quadrado e que comprovamos
ser extensivel ao retangulo, tracando pelo ponto de tangéncia E uma paralela a diagonal até

intersetar o lado contiguo do retangulo no ponto de tangéncia G.

Fig. 4.66 c) — Diametros conjugados Fig. 4.66 d) — Eixos da elipse
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O didmetro EE’ tem como didmetro conjugado o situado na mediana do retangulo
gue é paralela a AB e CD por serem tangentes a elipse em E e E. Como terceiro passo, e
adotando o método descrito no ponto 3.5.1.4., na Fig. 4.66 c) exemplifica-se a determinacao
do ponto M e do seu simétrico, relativamente ao centro, M’. Por fim, a partir dos diametros
conjugados € possivel determinar os eixos da elipse e desenhéa-la. Para isso foi utilizado o
método descrito em (CUNHA, 1982, 158) e que citdmos em 3.4.2.4.. Se 0 processo tiver
sido desenvolvido em CAD, ou em programa de geometria dindmica, obtida a elipse, copia-
se e cola-se no programa de edicdo de fontes.

O conjunto de caixas de plastico em elipse
abatida € um outro exemplo de utilizagcdo das conicas
no design. Utilizando a sua formagdo em engenharia
aeroespacial Isao Hosoe transformou um objeto
corrente num produto de alta tecnologia aumentando
a resisténcia e, de forma aparentemente contraditoria,

diminuindo significativamente a espessura e, logo, a

quantidade de material envolvido. A forma em elipse
abatida no sentido do eixo maior contribuiu para isso,
ao mesmo tempo que permitiu a criagdo de tampas
Fig. 4.67 — Caixas de plastico em com maior facilidade de encaixe e capacidade

elipse abatida vedante.

Um outro exemplo de utilizagdo das
conicas sdo 0s bancos de assentos e encostos
com seccao eliptica, no Metropolitano de Lisboa,
com um grande intervalo entre as superficies
cilindricas, assim desenhados para diminuir a

possibilidade de utilizacdo como cama.

Fig. 4.68 — Assentos e encostos de secc¢ao eliptica
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Fig. 4. 69 — Luminéria de parede de
metacrilato com luz direta e indireta
BAMBOO 4820 — Vibia

Fig. 4.70 — Candeeiro de ch&o LED
BAMBOO - Vibia

A utilizagdo das curvas conicas, se
pode estar envolvida nas formas e no
processo projetual do design de objetos
pode contribuir igualmente para o design
com luz. Utilizando as propriedades das
superficies podemos desenhar com luz
elipses, como nos casos das Fig. 4.69 e
Fig.4.70, parabolas, ou hipérboles como no
candeeiro de aluminio ONO da MACOVEX,
que produz luz direta e indireta com

reflexdo na parede em ramo de hipérbole.

Estas aplicacbes potenciam o efeito

estético nas  superficies incidentes, Fig. 4.71 - Candeeiro aplique de

R ~ S aluminio ONO
paralelamente a sua funcdo na iluminacgao.
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Fig. 4.72 — Luminéria “Onda” de Isao Hosoe (LUXIT S.p.A.), no Colorado Convention Center

Esta luminéria de Isao Hosoe esté instalada no Colorado Convention Center. Tem
uma estrutura de iluminacédo indireta difusa emitida por uma calha tubular que atravessa
uma superficie difusora ondulada com forma estudada para permitir a distribuicdo
equilibrada da luz. Ou seja, no design de iluminacdo, a geometria esta envolvida no projeto,

na configuracdo dos objetos mas também na obtencgé&o de efeitos estéticos.

. L. [ eombme et S E S
A geomet”a das conicas M! Feheko | Edtar | Foha | Fem.Cantos | Vieusizalo | Tsmanho | Seleccdo  Macro | Plan | Pacdmetros | Conig Fem

Criac3o Graduac3o
[T — i [ —

Folha corrente.

esta igualmente envolvida na

modelagem de vestuario através

da utilizacdo de splines e de

técnicas derivadas da

planificacdo de superficies.

Outra area de aplicagédo similar

€ a area do design de calcado.

 —————————— e ————— T Y R R T
X picas J. SemMarcas Destacado | Rel.samtpo | 1- Gradusgio CiE=saeae—__d
L3 | ~#9] Patron P 9.

Pts de Curva ol Marca )

Fig. 4.73 — Modelagem de
D

vestuario em software Modaris T — e

Outro exemplo de utilizacdo das curvas conicas € a criagcdo de imagens sintéticas,
por exemplo em infografia cientifica. Esta imagem, tratada para informacdo, apresenta
resultados da radiacdo cdésmica de fundo pelo telescépio Planck, denotando-se campos de
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forgas e linhas de interagdo em feixes de splines. Ao ter divulgag&o por Teresa Firmino no
jornal PUBLICO de 6/2/2015, com titulo “As primeiras estrelas do Universo sdo mais novas

do que se pensava’”, destacou-se informagéo relevante.

Fig. 4.74 — Polarizagdo das microondas da radiagéo cosmica de fundo

A utilizacdo das conicas, de outras com elas relacionadas e das superficies curvas
resultantes destas, na criagdo de imagens é portanto extensa e diversificada. Por exemplo
TENG; CHENG; HSU (2007, 515-530) faz uma descricdo de um procedimento possivel
para, a partir de duas imagens fotograficas, construir um modelo 3D sendo o exemplo
apresentado uma arvore. Estes procedimentos de criacdo de imagens digitais sdo utilizados
por exemplo no cinema de animag&o digital. Foi igualmente identificada a existéncia de
problemas de reconhecimento de imagens em indmeras &reas sendo correntes as
referéncias as curvas conicas e as superficies quadricas. Refira-se a propdsito que um dos
aspetos relevantes antecedentes mas complementares ao reconhecimento informatico de
imagem é a calibracdo de maquinas cujos procedimentos dependem em grande medida do
estudo das curvas conicas como se pode comprovar por exemplo em KIM; GORDJUS;
KWEON (2010, 803-812).

Tendo em conta o conjunto de exemplos antecedentes, que fomos citando ao longo
do capitulo, e o que fomos concluindo da pesquisa efetuada, expressas no capitulo

by

introdutério, conduzem a conclusdo de que, existindo a geometria aplicada,
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designadamente, no contexto da formacdo de geometria em cursos de matematica, apesar
de inexistente em Portugal atualmente, ndo existem aplicacbes de geometria ou
metodologias de abordagem especificas de cada area profissional. A mesma conclusao é
vélida relativamente as coénicas e as superficies quadricas. Assim, se diversos autores tém
dedicado obras de referéncia, com empenho, rigor e qualidade formal, a divulgacdo e
aprofundamento do estudo das relacdes da geometria com as artes visuais e a arquitetura,
sendo diminutas as referéncias ao design, quase nunca coincidem nos conteudos
abordados. Tal influenciou o desenvolvimento deste capitulo que pode ser lido como uma
aparentemente desconexa colecdo de exemplos. Contrariamente foi objetivo demonstrar
gue a geometria, e a geometria das conicas e superficies quadricas tem aplicacdo no design
e para além dos exemplos enunciados, numa diversidade de casos diferentes e a diferentes

niveis.

outros contributos possiveis:

- identificar correlagao entre o nivel de interagao com

tecnologia industrial e a utilizagdo das curvas conicas;

- diminuir custos de software e hardware;

- sensibilizar matematicos e programadores informaticos

para as potencialidades de aproximagao a diferentes utilizadores
pelo recurso a geometria do ponto de vista grafico.

CONICAS ENQUANTO
FORMAS GRAFICAS

No plano - 2D
Contributo teérico dos tragados graficos.
Cénicas propriamente ditas.

Curvas graficamente similares

- catenaria e ovais, curvas paralelas as conicas.
Curvas obtidas a partir das
conicas e/ou através de
procedimentos geométricos
semelhantes - splines, Bézier,
cubicas, quarticas, paramétricas
e outras.

Familias de conicas - confocais,
coaxiais, de curvatura definida.
Feixes de conicas - a passar por
4, 3 e 2 pontos.

No espago - 3D
Superficies geradas por curvas
conicas - quadricas e outras.
Intersecgao de superficies
- determinacgao de secgbes:
- como tracados auxiliares.
Planificagao de superficies
- como tracados auxiliares
- utilizagao de splines,
Bézier, paramétricas
e outras.

Investigacao
fundamental e
aplicada. Astronomia e
astrofisica. Software de
reconhecimento de imagem
2D e 3D: pesquisadores de bases
de dados, calibragao de lentes e
instrumentos opticos, pesquisadores de
imagem video em tempo real, imagiologia
médica - TAC e RM. Biotecnologia. Ortopedia’
concecao e fabrico de préteses. Concegao de
software vetorial. Electronica: radares e antenas
parabdlicas. Geragao de imagens de realidade virtual.

Cinema: efeitos especiais. Cinema de animagao.

Renders e visualizagao de ambientes 3D. Concegao de
modelos de representacgao cientifica bi e tridimensionais.
Engenharia civil: estruturas. Design e Arquitetura: especificagées
técnicas, calculo, produgdo e/ou execugado. Controle de plotters de

impressao 2D e 3D e de plotters de corte de chapa metalica,
pedra, vinil, tecidos, peles e outros materiais. Design aeronautico.
Arquitetura naval. Hidraulica e outras areas da dinamica de fluidos.
Resisténcia dos materiais. Design e Arquitetura: representacao técnica.
Design e mecanica automoével. Design de material circulante ferroviario.
Design industrial. Design de comunicacgao - concegao de infografias e design
vetorial de tipografias. Design e Arquitetura: esbogos e estudos prévios.
Design de mobiliario e equipamento: forma dos objectos e modelagao de téxteis, peles e
outros materiais de revestimento. Modelagao em design de vestuario, calgado e acessorios e
controle de plotters de corte. Desenho técnico vetorial.Desenho técnico.
Desenho: aplicagao de conhecimentos tedricos na representacao.

NIVEL DE INTERACAO COM
TECNOLOGIA INDUSTRIAL

Desenvolvimento de software.

Computacao grafica.

Aplicagdo dos conhecimentos teéricos na
criagdo de patches para software vetorial.

Aplicagao dos conhecimentos teéricos na
utilizagdo de forma inovadora de
software vetorial.

Desenho técnico vetorial.
Desenho técnico analégico.

Esbogos e
representacdo nao técnica.

Fig. 4.75 — Quadro Resumo

Por outro lado, e decorrente da pesquisa efetuada, de que se recolheu referéncias e
aplicagBes das conicas e superficies quadricas nas mais diversas areas, tendo em conta as

palavras-chave envolvidas, foi possivel construir este quadro resumo. Neste procurou-se
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resumir numa leitura possivel os contextos das referéncias as conicas na literatura cientifica
e nas divulgacbes quotidianas. No triangulo central listhamos o conjunto de &reas com
referéncias diretas ou indiretas a utilizacdo das cénicas, sendo que da base para o topo
procurdmos representar o numero e complexidade destas, ou seja uma apreciacao
simultaneamente quantitativa como qualitativa, designando na base a inexisténcia de
referéncias ou o seu nivel de referéncia ser o do conhecimento basico e no topo a utilizacédo
de conhecimento de elevada complexidade. No lado esquerdo, foram listados os contextos
das referéncias as cénicas do ponto de vista grafico mais usuais apenas subdivididos pela
sua expressao em duas dimensdes ou em trés dimensdes. Do lado direito lista-se, da base
para o topo, um conjunto de contextos enquadradores de acordo com o nivel de
complexidade da interacdo com tecnologia industrial. Procurou-se representar a tendéncia
para a utilizacdo das coénicas, e o0 seu nivel de complexidade, com aumento das exigéncias
da tecnologia industrial de cada area. Nos maiores niveis de complexidade essa correlacdo

tende a voltar a diminuir, o que é légico pois corresponde a investigacao fundamental.

Resta salientar a convicgdo de que a elevagado do nivel qualitativo de cada contexto
social implica a elevacdo do nivel dos conhecimentos e, assim sendo, tornam-se
particularmente relevantes os conhecimentos sobre as coénicas. Por ultimo, faz-se referéncia
no topo direito do quadro a que, para além dos resultados que estudos da natureza deste,
no ambito das relacdes entre a geometria das cénicas e o design, podem ter para o
esclarecimento das relacdes entre ciéncia e tecnologia, também podem ter impacto no
aperfeicoamento tecnoldgico, designadamente alterando qualitativamente os meios digitais
pela integracdo de conhecimentos de geometria grafica e assim, facilitando a integracéo
com o design e as outras areas profissionais que se expressam por imagens, e contribuindo
para uma mudanc¢a de uma atitude dos matematicos e dos informaticos, com valorizagéo da

imagem ndo s6 como forma de expressdo mas, igualmente como fonte de conhecimento.

4.10. CONCLUSOES DO CAPITULO

Neste capitulo procede-se a descricdo das superficies quadricas e de algumas das
suas propriedades apresentando exemplos da sua utilizacdo. Em seguida descrevem-se
outras superficies construiveis a partir de curvas conicas e outras curvas resultantes destas
ou em que, na sua definicdo existam processos que as incluam, incluindo igualmente alguns
exemplos. Comprovou-se a reduzida existéncia de referéncias ao tema no design, tanto ao
nivel conceptual como no desenvolvimento de projetos. Faz-se assim referéncia a algumas
aplicacBes no design mas, igualmente, a diversos exemplos na arquitetura, uma das areas
mais proximas do design e onde j& existe um conjunto de conhecimentos e experiéncias na

area das conicas e quadricas. Neste contexto, real¢ou-se a ligacdo entre a hipérbole e o
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hiperboloide de revolugcdo, cujas propriedades influenciaram a definicho de métodos
construtivos graficos da hipérbole, descritos no capitulo terceiro, e ndo constantes da
bibliografia consultada.

Abordou-se seguidamente o tema das interseccBes das superficies abordando
alguns aspetos do tema, tanto do ponto de vista da geometria descritiva, como ha geometria
analitica, estes com implicacdo na computacao grafica, do que resulta a conclusao de que
nao € um tema fechado, e em que a geometria descritiva poder gerar contributos. Nesse
sentido, e apesar de se poder concluir da teoria conhecida, mas néo constar da literatura
consultada, salienta-se que as sec¢des planas paralelas em superficies quadricas déo
origem a conicas do mesmo tipo. Ainda relativamente ao tema da intersec¢éo de superficies
apresentaram-se casos praticos de exemplificacdo da analise a utilizacdo de seccdes
auxiliares em curva conica para a determinacdo de intersec¢des de superficies em dupla
projecao ortogonal, metodologia que abordamos em COSTA (2005, 46-49) com viabilidade,
estando garantida a exatiddo nos tracados em programas informaticos que permitam o
tracado das curvas, mas sem prejuizo desta abordagem nos tracados pelos meios
convencionais, ou seja a reta e compasso. Neste contexto aborda-se, ainda de forma
sucinta, a planificacdo de superficies enunciando intervenc¢des das curvas conicas ou outras
relacionadas com estas, no processo de planificacdo de superficies, para além de se
referirem ao longo do capitulo diversas aplicagdes da planificacdo de superficies. Depois de,
no ponto 2., termos desenvolvido o tema das propriedades das cOnicas e, no ponto 3., 0s
seus tracados graficos, neste capitulo aborda-se alguns exemplos de aplicagbes das
conicas no design, iniciando a exemplificagdo com consequéncias da teoria no

desenvolvimento do projeto, no desenho e na representacao técnica.

Por altimo, e como resultado da pesquisa realizada na literatura cientifica dirigida ao
tema das coénicas e superficies quadricas construiu-se um quadro de resumo que reflete que
sdo inumeras as areas do conhecimento que utilizam as curvas conicas e que a interacédo
entre essas areas e 0 tema das curvas cOnicas aumenta com 0 aumento da exigéncia
tecnolégica. Tal conclusdo possibilita ainda, conjuntamente com as potencialidades
anteriormente enunciadas, enunciar que a geometria das conicas e das superficies

gquéadricas, tratada graficamente, pode ser Gtil em inUmeras areas.
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5. DA TEORIA AS APLICACOES PRATICAS, DA PRATICA A TEORIA
DAS CONICAS

5.1. PROBLEMAS E TEMAS DE ESTUDO COMPLEMENTAR

Tendo-se constatado ao longo deste trabalho a impossibilidade do tratamento
exaustivo de todo o tema, dada a diversidade da informacgéo recolhida, decidiu-se antes
abordar, de forma sintética, os aspetos mais relevantes relativos as conicas e os de mais
evidente interesse pratico na resolugdo de problemas concretos do design. No decurso da
investigacao, foi surgindo um conjunto de problemas concretos, normalmente com resolugéo
nao imediata, e que foram sendo analisados. Destes, escolhemos alguns que referimos

seguidamente, que sédo aqueles em que foi possivel um avanco mais significativo.

5.1.1. DEFINIR AS CONICAS DADAS QUATRO TANGENTES E UM PONTO QUE NAO
PERTENCE AS TANGENTES

Vamos iniciar este tema com a consideracdo de que o ponto dado pertence a uma
das tangentes, tendo em conta o caso descrito em NAGORE (1988, T. Ill, 154) ou seja, a
determinag&o dos pontos de tangéncia de uma elipse inscrita num quadrado dado um dos
pontos de tangéncia, tendo Nagore concluido que cada par de pontos de tangéncia define
uma paralela as diagonais do quadrado. Depois de uma analise para o caso de termos
uma elipse inscrita num retadngulo, que abordamos num exemplo pratico de utilizacdo no
desenho de uma fonte tipografica em SILVA; MURTINHO; COSTA (2013, Fig. 3),
concluimos que o mesmo se verifica, ou seja, cada par de pontos de tangéncia define
uma paralela a uma das diagonais do retangulo. Os resultados foram testados em

geometria dindmica.

Definimos portanto um quadrado e um retangulo e num dos seus lados definimos o
ponto de tangéncia A da elipse. Tracando as diagonais e, a partir de A, retas paralelas as

diagonais, obtém-se na intersec¢cdo com os lados dos quadrilateros os restantes pontos de
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tangéncia B, C e D. Conclui-se ainda que os pontos de tangéncia em lados opostos do

guadrilatero definem um diametro.

— A
A
B' }B BI ! B
Ol
D
)
C C
Fig. 5.1 — Propriedade de Nagore Fig. 5.2 — Generalizacdo ao retangulo

Como para definir a conica sao necessarios pelo menos cinco pontos vamos
determinar um quinto ponto. AC é um didmetro sendo tangentes em A e C dois lados do
quadrilatero. Entdo se fizermos passar por B uma paralela as tangentes esta tem a direcéo
do didametro conjugado, pelo que a corda respetiva € bissetada pelo diametro AC. Entédo
determinando O’, interseccdo da paralela as tangentes com o diametro AC, é possivel
determinar B’, simétrico de B relativamente a O’. Por outro lado, tragcando DB’ conclui-se que
€ paralelo ao diametro AC. Dito de outra forma, se por um extremo, B’, de uma corda, BB,
fizermos passar uma corda DB’ paralela ao seu didametro conjugado, AC, 0s outros
extremos das duas cordas definem um didmetro, ou seja, s8o simétricos

relativamente ao centro da cénica.

Passemos agora a consideracdo dos mesmos dados em projecdo cénica, ou seja,
em perspetiva. A perspetiva do quadrilatero € definida pelos pontos de fuga E e F de cada
par de lados paralelos, que definem a reta de fuga do plano dos quadrilateros em causa,
sejam quadrados ou retangulos. A reta de fuga é em projecdo cOnica uma paralela no
infinito a reta de interseccao do plano das figuras geométricas planas em causa com o plano
de representacdo. Assim, se por exemplo o plano das figuras fosse horizontal a reta de fuga
seria a propria linha do horizonte. Como pretendemos tirar conclusfes a partir de um caso

geral, EF é uma reta qualquer.
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Fig. 5.3 — Perspetiva dos quadrilateros

Neste contexto, BC e AD, por serem paralelos a diagonal do quadrilatero, tém fuga
em G interseccao desta diagonal com a reta de fuga EF. O mesmo se passa com CD e AB,
que, por serem paralelos a diagonal do quadrilatero que interseta a reta de fuga EF em H,
tém o mesmo ponto de fuga. Por outro lado, BB’ por ser paralelo aos lados do quadrilatero
tem como ponto de fuga F e, sendo DB’ paralelo a AC, tem o0 mesmo ponto de fuga | que
AC, sendo | a intersecgédo de AC com a reta de fuga EF. Novamente os resultados foram

testados em geometria dindmica.

Tal método corresponde a relembrar as origens da geometria projetiva de Poncelet,
como definicdo de principios gerais de projecdo em geometria euclidiana, e permite a
ligacdo da geometria projetiva com as suas origens na perspetiva e, principalmente, nos

teoremas de Pascal e Brianchon, e de Desargues.

Entdo pode concluir-se que, com o surgimento da perspetiva, estavam lancadas as
bases para ser posta em causa a prépria geometria euclidiana, pois as paralelas deixam de
ser retas paralelas para passarem a ser retas concorrentes num ponto de fuga. Por outro
lado, a analise realizada permite concluir processos praticos para a abordagem de

problemas concretos.
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O quadrilatero considerado e os seus pontos de fuga definem um quadrilatero
completo. Tal, permite, s6 por si, as demonstracdes dos teoremas de Pascal e de

Brianchon, se tivermos em conta o quadrilatero completo e respetivas diagonais.

Entdo, podemos concluir que, sendo o quadrilatero em perspetiva um quadrilatero
qualguer em geometria plana, estdo lancadas bases de procedimentos préaticos para
trabalhar com as cénicas, e para o estabelecimento de métodos gerais para o trabalho com

as conicas.

5.1.1.1. O PONTO DADO PERTENCE A UMA DAS TANGENTES

Vamos comecar esta fase de estudo analisando o caso de o ponto dado pertencer a
uma das tangentes. Os dados sd@o as tangentes t;, t,, t3 € ty, respetivas intersec¢cdes em

guadrilatero completo ABCD, e o ponto E em t,.

Fig. 5.4 — Cénica por quatro tangentes e ponto incidente

Decidimos néo utilizar o procedimento desenvolvido por NAGORE (1988, T. Ill, 145)
e ja citado anteriormente em 3.6.3.1.. Vamos utilizar o procedimento auxiliar derivado da
perspetiva, que desenvolveremos mais adiante nas aplicacdes praticas, e que permite
determinar pontos de tangéncia através de paralelas as diagonais de um quadrilatero. Assim

F, interseccdo de dois lados opostos do quadrilatero € um ponto de fuga, e G, intersec¢céo
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dos outros dois lados, é o outro ponto de fuga, sendo FG a reta de fuga. Entdo J é a fuga da
diagonal AC e H é da diagonal DB. Sabendo que os pontos de tangéncia de uma conica
num quadrildtero, quadrado, retdngulo ou paralelogramo, definem paralelas as diagonais,
em perspetiva conica tragcamos EH, que interseta t; em |, ponto de tangéncia, e JE que
interseta t; em K, respetivo ponto de tangéncia. Depois HK interseta t, em L e Jl igualmente.
Passamos a dispor de quatro pontos da cénica. Para obter um quinto ponto determinamos o
centro utilizando o procedimento de intersetar dois diametros. Para tal determinou-se M,
ponto médio de KI, e uniu-se por uma reta a F, intersec¢do das tangentes respetivas, e com
o ponto N, médio de EL, procede-se da mesma forma, com o ponto G. Os diametros FM e
GN intersetam-se no centro O. O quinto ponto da coOnica € o ponto /', simétrico de |
relativamente a O. O mesmo procedimento pode ser utilizado para obter mais trés pontos da

curva, ou seja, E’, K’e L’.

De notar a particularidade de se ter comprovado que EL e IK se intersetam no ponto
de interseccdo das diagonais AC e DB. Tal particularidade pode permitir procedimentos
mais expeditos de solu¢des noutros problemas.

Fig. 5.5 — Paralelas as diagonais

Por outro, a utilizacdo de paralelas as diagonais, em perspetiva conica, permite
igualmente a determinacdo de outros pontos da curva. Por exemplo, na figura acima,

fizemos passar por I’ a reta de fuga JI’, paralela perspética da diagonal AC, que interseta o
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lado do quadrilatero CB em P. Tracando a paralela perspética PH a diagonal BD esta
interseta o lado CD do quadrilatero em Q. Intersetando QJ com /’H obtemos R que € outro

ponto da curva.

A curva é uma elipse, pois 0 ponto dado é um ponto dos lados do quadrilatero que o
circunscreve. Se o ponto de tangéncia se situasse numa das retas, no prolongamento dos
lados do quadrilatero, a solugdo poderia ser uma hipérbole ou até uma parabola, mas

sempre uma unica cénica.

5.1.1.2. O PONTO A DADO E INTERIOR AO QUADRILATERO

Dadas 4 tangentes a uma coénica, ti, t,, t3 € t4, € um ponto qualquer A desta, determinar a

conica.

Fig. 5.6 — Zonas no quadrilatero completo

Voltemos ao problema principal, ou seja, o de o ponto dado ndo pertencer as
tangentes. As quatro tangentes definem um quadrilatero completo. Tal define uma zona que
designamos por zona A, a do quadrilatero, duas zonas B, as dos tridngulos adjacentes, a

zona C, adjacente aos dois triangulos, a zona D, na direcdo oposta a C relativamente ao
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quadrilatero, duas zonas E, na direcdo dos triangulos oposta ao quadrilatero, duas zonas F,

laterais a cada um dos tridngulos, e duas zonas G, as restantes laterais ao quadrilatero.

Vamos iniciar este estudo com o ponto A na zona A interior ao quadrilatero definido
pelas quatro tangentes. O método € uma adaptacéo do descrito em 3.6.3.11.. Num primeiro
passo vai-se determinar ts, a tangente a conica a passar em A. Para tal utilizamos como
auxiliar o procedimento de determinacdo do ponto de tangéncia numa de cinco tangentes
conhecidas. Assim, se designarmos por B, C, D e E os pontos de intersec¢édo das tangentes
tits, tits, tots € tsty, € fizermos passar a tangente ts no ponto A esta intersetara t, em P e t; em
R. CR e EP intersetam-se em S que tem que ser um ponto da reta AB. Como nao €
conhecida ts fez-se passar por cada um dos pontos P;, P,, Ps, P, € Ps de t, retas que,
definidas com A, intersetam t; em R;, R,, R3, Ry e Rs. A reta R,;C interseta P,E em S;, R,C
interseta P,E em S,, e assim sucessivamente para determinar S;, Sy, Sz, Ss € Ss.

Tragando a curva que os pontos definem comprova-se que esta €, neste caso, uma
hipérbole cujos ramos passam igualmente por C, D e E. Ou seja, tendo em conta que para
definir uma coénica sao necessarios apenas cinco pontos, era suficiente ter determinado
apenas S; e S,. Depois de definida a hipérbole a sua interseccdo com o segmento AB é o
ponto S. Conhecido S é possivel determinar P na intersec¢do de t, com ES e R na
interseccao de t; com CS. PR define a tangente ts em A.

Fig. 5.7 — Determinagao da quinta tangente
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E de salientar a utilizac&o da hipérbole auxiliar. Se por um lado é a comprovacdo de
gue as conicas sdo Uteis na resolucdo de diversos problemas geométricos, tal ndo faz
esquecer como objetivo a obtencdo de procedimentos mais simples, pelo que o problema

deve tornar a ser analisado.

Tendo definido a quinta tangente, e conhecendo o seu ponto de tangéncia, para
determinar os restantes pontos de tangéncia utilizaremos o procedimento ja referido, e que
aplica o principio de Brianchon ao pentalatero. Assim, constréi-se o poligono estrelado
PREBC e traca-se a reta que une cada um dos veértices exteriores com o vértice interior
oposto e interseta-se com a tangente oposta. Por exemplo, a reta PH interseta t; no ponto

de tangéncia T,.

Fig. 5.8 — Determinagéo dos pontos de tangéncia

Ou seja, para o ponto de tangéncia em t; traca-se BP e EC que se intersetam em G.
RG interseta t; no ponto de tangéncia T;. Depois procede-se de forma idéntica para
determinar T,, Tz e T,4. Incluindo A, ponto de tangéncia em ts, estes cinco pontos definem a
conica, que no caso presente é uma elipse. Se A pertencer a diagonal CE a elipse degenera

em segmento de reta entre C e E.

De notar que a conica solucao do problema, por estar inscrita num pentagono, tem
gue ser uma elipse. Mas ha outra solugdo para a posicao da tangente em A que daria
igualmente um pentagono envolvente a elipse, que seria considerar A compreendido entre
as interseccdes de ts com t; e t,. Repetindo o processo, considerando entdo E como vértice

oposto, determina-se S’, pelo processo anteriormente descrito e, consequentemente, P’ e
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R’, definindo t’s. Entdo aplicando o teorema de Brianchon define-se os restantes pontos de

tangéncia que definem a cénica.

Fig. 5.9 — 4 tangentes e ponto ndo incidente — Segunda solucéo

Entdo ha apenas duas solucdes, pois qualquer outra posicdo de ts ndo daria origem a

um pentagono envolvente.

5.1.1.3. PONTO ANAS ZONAS B,C,D,E,FE G

Fig. 5.10 — Ponto na Zona B
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Vamos utilizar como suporte geometria dindmica, equivalendo a repeticdo dos
procedimentos geométricos ja anteriormente descritos para a primeira solucao, aplicando-os
a cada diferente posicdo do ponto A. Tendo em conta que se comprovou existir no caso
anterior duas solucfGes para a posicdo da tangente, entdo a cada solucdo apresentada

corresponderdo duas solucdes.

Zona B — Como se comprovou e a imagem revela a curva auxiliar é eliptica e ndo existe

gualquer solucéo.

Fig. 5.11 — Ponto na Zona C

Zona C — A curva auxiliar € uma elipse e a curva solucao apresentada é uma elipse. Entéo,

com a outra tangente em A, ha duas solucdes.

Fig. 5.12 — Ponto na Zona D
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Zona D — A curva auxiliar € uma hipérbole e a solucdo € igualmente hiperbdlica,

degenerando em reta quando A pertence a diagonal BD. Considerando a tangente ts ha

outra solu¢do num total de duas.

Fig. 5.13 — Ponto na Zona E

Zona E — A curva auxiliar é hipérbole e nédo ha solucéo.
t

\

Fig. 5.14 — Ponto
na Zona F

D

Zona F — A curva auxiliar é hipérbole e a solucdo é igualmente hipérbole, degenerando em

reta se o ponto A pertencer a diagonal CE. Entdo ha duas solugfes, tendo em conta t’s.
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Fig. 5.15 — Ponto
na Zona G

Zona G — A curva auxiliar é hipérbole e ndo existe qualquer solugéo.

Em resumo, deste ponto pode concluir-se que, consoante a posi¢cdo do ponto A dado
relativamente ao quadrilatero completo ha zero ou duas solugbes, 0 que é consistente com o
quadro de IZQUIERDO ASENSI (1985, 201). Por outro lado construiu-se um método que
permite resolver qualquer problema relativo a determinagéo das cénicas definidas por quatro
tangentes e um ponto qualquer. Considerando simultaneamente as duas tangentes
possiveis para o ponto dado, foi igualmente possivel construir um modelo de geometria
dindmica que permite a definicdo imediata de qualquer solugéo, sendo apenas necessario
introduzir os parametros dos dados. Tal corresponde a resolugédo grafica de um problema

sem solucao na literatura consultada.

5.1.2. DETERMINACAO DAS CONICAS DEFINIDAS PELAS TANGENTES t;, t, E t; E POR
DOIS PONTOS A e B SENDO QUE OS PONTOS NAO PERTENCEM A QUALQUER DAS
RETAS.

Este ponto € desenvolvido neste momento para verificar quais as conclusées que se
podem alcancar, pois, igualmente, ndo o encontramos resolvido na literatura. Relembre-se
gue o quadro de IZQUIERDO ASENSI (1985, 201) apresenta uma solucdo, quando o0s
pontos dados pertencem as tangentes e zero ou quatro solugdes para cada um dos outros

casos possiveis.
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5.1.2.1. A E B SAO INTERIORES AO TRIANGULO DEFINIDO PELAS TRES TANGENTES

Designou-se por C, D e E os pontos de interseccao das trés tangentes e, na situagao
presente, A e B situam-se dentro do triangulo [CDE], pelo que as solucdes serao elipses.
Consideremos em primeiro lugar o conjunto das curvas definidas pelas trés tangentes e pelo
ponto A. Tracemos uma reta r qualquer a passar em A que intersetat; emF, t;em G e t, em
H. Fica definido o quadrilatero completo DEGF, com diagonais DG e EF. Procedemos de
seguida a determinacdo dos pontos de tangéncia em t;, t, e t3 da curva inscrita no
guadrilatero. Para tal utilizamos o procedimento descrito na parte deste texto respeitante as
conicas em perspetiva, por ser mais expedito. Consideremos a elipse a obter como a
representacao perspética de uma elipse inscrita num quadrado ou retangulo. O quadrilatero
DEGF sera a representacdo perspética do quadrado. Os vértices C e H do quadrilatero
completo séo, neste contexto, os pontos de fuga das retas que definem o quadrilatero, logo
a reta CH é a reta de fuga do plano do quadrilatero. Intersetamos agora a diagonal EF com
a reta de fuga, obtendo I, ponto de fuga da diagonal e das retas de direcdo paralela a esta
no quadrado. Estas, passando num ponto de tangéncia, passam também, no ponto de
tangéncia da tangente contigua, como é descrito na parte do texto respeitante as conicas
em axonometria e perspetiva. Assim, intersetamos Al com t;, obtendo J, que é o ponto de
tangéncia em t;. Depois procedemos da mesma forma para determinar os outros pontos de
tangéncia. Assim, intersetamos a diagonal DG com a reta de fuga CH em K que, neste caso,
se situa fora da representacgéo, e traga-se AK que interseta t; em L, ponto de tangéncia. Pelo

mesmo processo, a reta IL interseta t, em P que sera o quarto ponto de tangéncia.

Vamos agora determinar o centro da elipse com estas quatro tangentes e respetivos
quatro pontos de tangéncia. Para tal, parte-se do procedimento j4 descrito anteriormente,
relativo a determinacdo de um didmetro da conica, conhecidas duas tangentes e respetivos
pontos de tangéncia. Assim, determina-se o ponto M, ponto médio de AJ, e traca-se a reta
GM que é um didmetro da conica. Repete-se o procedimento tracando o didmetro que passa
em F e em N, ponto médio de AL. O ponto O, de intersec¢do dos diametros GM e FN, é o
centro da conica, da qual se conhecem quatro pontos. Se definirmos um ponto simétrico,
relativamente ao centro, de um dos j& conhecidos, por exemplo L’, simétrico de L, obtemos
cinco pontos, e logo podemos construir a elipse que passa em A, J, L', P e L e que tem
centro O. Como é Obvio, sé por mero acaso a curva descrita passaria no ponto B pois

tracAmos uma reta t, qualquer a passar em A.

Em seguida podemos determinar o lugar geométrico dos centros das conicas que
passam em A e sdo tangentes a t;, t; e t; € que € a elipse auxiliar descrita por O. Para tal, ou
utilizamos um programa de geometria dindmica que nos defina o lugar geométrico de O,

com diferentes posicbes de t;, obtendo a elipse descrita por O, ou repetimos todo o
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processo para, pelo menos, cinco posi¢cdes diferentes da reta t4, 0 que nos permite obter,

pelo menos, cinco posicdes diferentes de O e, logo, construir a curva.

Fig. 5.16 — Cénicas a passar
em A

Notemos a singularidade de a curva auxiliar descrita por O ser igualmente uma curva

conica.

Fig. 5.17 — Centros das
conicas a passarem A e B
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Relembremos que definimos a tangente t; como uma reta qualquer a passar em A.
Logo, a curva solucdo ndo passa em B, em regra. Se modificarmos a posicéo de t, obtemos
diferentes pontos de tangéncia e as diferentes posi¢cdes que o centro O pode assumir, pois 0
problema esta indefinido porque, ndo estando a considerar o ponto B, temos apenas quatro
condicdes, ou seja, trés tangentes e um ponto.

Repetimos seguidamente, para o ponto B, todo o processo anteriormente descrito
para o ponto A e respetiva reta tangente t,, fazendo passar em B uma reta qualquer ts que
interseta t; em R e t; em Q. Fica definido o quadrilatero completo CDRQ cujos pontos de
fuga sé@o E e S que € intersec¢do de ts com t;. O ponto T, intersec¢do da diagonal CR com a
reta de fuga ES, é a fuga das retas com a direcdo da diagonal. Como B € o ponto de
tangéncia de ts, o ponto U, interseccao de TB com t;, € 0 ponto de tangéncia em ts. V,
interseccao da diagonal DU com a reta de fuga ES, é o ponto de fuga das retas com a
mesma direcdo. A interseccdo de UV com t; define W, ponto de tangéncia em t;. BV
interseta t, no ponto de tangéncia Z. DY, sendo Y ponto médio de WZ, e QX, em que X é 0
ponto médio de BU, intersetam-se em O,, centro da cOnica que passa em B e é tangente a
t;, t, e t3. Depois, definimos a elipse auxiliar descrita pelo ponto O,, sabendo que é o lugar
geométrico dos centros de todas as curvas conicas que passam em B e séo tangentes a ty,
t, e t3. Dispondo dos quatro pontos de tangéncia em ty, t,, t; € ts na curva que passa em B e
tem tais tangentes, utilizamos um quinto ponto para definir a curva, por exemplo, o simétrico
de qualquer dos pontos B,U, W ou Z, relativamente a O;. Optou-se por ndo apresentar,

nesta fase, a elipse resultante dada a complexidade de interpretacéo grafica.

(/Av . 4 1,;9&#&;
R Se B e SO

Fig. 5.17 a) — 12 Solugéo Fig.5.17 b) — 22 Solugéo
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Fig. 5.17 c) — 32 Solucéo Fig. 5.17 d) — 42 Solugéo

Dado que as elipses auxiliares descritas, respetivamente, por O e O; se intersetam
em quatro pontos, tal significa que o problema que estamos a abordar, o da determinagéo
das curvas que passam em A e B e sdo tangentes a ty, t, e t3, e, nestas condi¢fes, ou seja,
sendo A e B pontos interiores ao triangulo definido pelas trés tangentes, as curvas solugéo
sdo quatro elipses com centros em cada um dos pontos de interseccdo das duas elipses
auxiliares. Para as obter é suficiente, para cada uma delas, fazer coincidir qualquer dos
centros O ou O; com cada um dos quatro pontos de interseccdo das elipses auxiliares. Nas

figuras utilizamos O, obtendo as quatro elipses solucao.

Conclui-se portanto que ha, neste caso, quatro solu¢des, todas elipses. Utilizaram-
se, simultaneamente, procedimentos consolidados no conhecimento genérico das conicas
com procedimentos derivados da perspetiva, com vantagem de simplificagdo na obtencéo
do resultado. N&o se teve em consideragdo, nesta fase, circunstancias particulares como,
por exemplo, a dos pontos A e B poderem estar alinhados em reta com um dos vértices do
triangulo, ou paralelos a um dos lados deste, ou ainda um dos pontos dados pertencer a

uma tangente.

5.1.2.2. A E B SITUAM-SE EM QUALQUER ZONA DO PLANO DE REPRESENTACAO
FORA DO TRIANGULO

Passa-se agora a analise detalhada dos casos possiveis de diferentes posi¢des para

0s pontos A e B relativamente ao triangulo definido pelas trés tangentes.
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Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Coénicas: .
Os seus Tracados Geométricos e Aplicacées no Design.

Fig. 5.18 — Zonas relativamente ao
triangulo

ZM

Para sistematizar esta andlise subdividiu-se 0 espaco em zonas, a interior ao
triangulo definido pelas trés retas, as zonas A, adjacentes aos lados do tridngulo, e as zonas
B, na adjacéncia aos vértices do triangulo, discriminando, quando necessario, se as zonas
em que se situam os pontos A e B sdo zonas adjacentes ou opostas, ou S40 a mesma zona

ou diferentes.

)

N

)
| Y

SN

Fig. 5.18 a) — 22 Caso Fig. 5.18 b) — 32 Caso
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Fig. 5.18 c) — 42 Caso Fig. 5.18 d) — 52 Caso

Fig. 5.18 e) — 62 Caso Fig. 5.18 f) — 72 Caso

Fig. 5.18 g) — 82 Caso Fig. 5.18 h) — 92 Caso
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As curvas auxiliares, lugar geométrico dos centros das conicas que passam em cada
um dos pontos dados, A ou B, e que sdo tangentes as trés retas, sdo elipses, quando o
ponto dado se situa dentro do triangulo ou nas zonas B, e sdo hipérboles, quando o ponto

se situa em zonas A.

Nos 29, 39, 52, 62 e 92 casos ndo ha solu¢des possiveis, porque as curvas auxiliares

nao se intersetam.
No 1@ caso, as solu¢cbes sdo, como vimos, quatro elipses ou degeneram.

No 42 caso, as solu¢des sdo quatro conicas, quatro elipses ou hipérboles, ou trés
elipses ou hipérboles e uma parabola, ou degeneram. As elipses correspondem a pontos de
interseccdo das curvas auxiliares que se encontram na mesma zona que A e B e as
hipérboles tém centro no ponto de interseccdo das curvas auxiliares que se situa numa zona

diferente.

A parabola resulta da possibilidade das hipérboles auxiliares terem em comum uma
das assimptotas, pois tal significaria a existéncia de uma das interseccdes das curvas
auxiliares, as duas hipérboles, no infinito. Esta excluida a possibilidade das duas
assimptotas de cada uma das hipérboles serem coincidentes pois, de tal facto, resultaria as

hipérboles s6 se intersetarem no infinito o que daria origem a retas, as préprias tangentes.

Surge igualmente, como hip6tese de trabalho, uma das assimptotas, de uma das

hipérboles, ser paralela a uma das assimptotas da outra hipérbole.

Tenhamos igualmente em conta que uma parabola fica definida por dois pontos e
duas tangentes, sendo que, no caso em estudo, sé se a terceira reta dada for tangente a

parabola é possivel uma solugéo parabola.

Fig. 5.19 — Parabola definida por
dois pontos e respetivas tangentes e
determinacgdo da direcdo do eixo
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Consideremos, como na figura acima, uma parabola que passe nos pontos Ae B. O
didmetro conjugado da corda AB tem, sempre, a direcdo do eixo da parabola, ou seja, o
centro da curva, interseccdo dos diametros, € um ponto no infinito na direcdo do eixo. Tal

seria a direcdo das assimptotas das hipérboles auxiliares.

Representamos igualmente na figura seguinte duas propriedades da parabola, pela
relevancia que podem vir a desempenhar em desenvolvimentos futuros da investigacdo. A
propriedade descrita por AKOPYAN (2007, 25, Figure 1.35) enuncia que a diretriz d da
parabola passa no ortocentro, O, do tridngulo definido por trés tangentes.

Fig. 5.20 — Propriedades
da parabola descritas por
Akopyan

Por outro lado, a propriedade descrita em AKOPYAN; ZASLAVSKY (2007, 23, Figure
1.32) concluindo a partir de um teorema de Simson, enuncia que, se tracarmos a
circunferéncia circunscrita ao tridangulo, com centro no baricentro O; do tridngulo, a
circunferéncia passa igualmente no foco F da parabola, e se por F tracarmos a
perpendicular a uma tangente, no caso t;, esta perpendicular interseta a diretriz num

ponto T3 que € a projecdo ortogonal do ponto T; de tangéncia, sobre a diretriz d.

Na figura seguinte exemplificamos como duas hipérboles com uma das assimptotas
com a mesma direcdo se intersetam em trés pontos no espaco euclidiano e o quarto ponto
de intersecgéo se situa no infinito. Resta esclarecer se, no caso concreto presente, as duas
assimptotas tém que ser coincidentes ou podem ser quaisquer paralelas, o que deixamos

para investigacgao futura.
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Fig.5.21 — Duas hipérboles
com uma das assimptotas
com a mesma dire¢cédo

Nos 72 e 82 casos as quatro solugdes sao hipérboles ou degeneram.

Foi possivel ainda constatar que, em inUmeras situa¢des analisadas, quando a reta
definida por A e B contem um dos vértices do triangulo tendem a surgir solugdes
degeneradas. Fica para estudo posterior a comprovacao da universalidade da regra, a sua
compreenséo pela teoria, e as condicdes em que ocorre a degenerescéncia, ou seja, se diz
respeito as quatro solu¢des de cada caso ou apenas a uma das solugbes, como parece ser,

nos casos detetados.

Por outro lado, quando a reta AB é paralela a uma das tangentes tendem a ocorrer,
igualmente, casos particulares que necessitam melhor analise. O mesmo ocorre quando
aproximamos um dos pontos, A ou B, de uma das tangentes, o que faz supor que a andlise
da incidéncia de apenas um dos pontos numa das tangéncias € determinante para a
completa resolug&o do problema. Optdmos por ndo representar as curvas solugédo, em cada

caso, porque implicaria quadruplicar o nimero de figuras necessarias.

A andlise dos casos ilustrados pelas figuras anteriores permite elaborar o seguinte

quadro resumo:
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Ne de pontos em cada zona Curvas auxiliares. | N2 e Tipo de
No A | Zonas | Zonas | Observagdes Intersetam-se? solucdes
A B
12 caso | 2 2 elipses. 4 elipses
Sim em 4 pontos.
29caso |1 1 Elipse e hipérbole. 0
N&o se intersetam.
32caso |1 1 2 elipses. 0
N&o se intersetam.
42 caso 2 mesma zona 2 hipérboles. 4 conicas
Sim em 4 pontos.
52 caso 2 zonas diferentes | 2 hipérboles. 0
N&o se intersetam.
62 caso 1 1 zonas Elipse e hipérbole. 0
adjacentes N&o se intersetam.
79 caso 1 1 zonas opostas Elipse e hipérbole. 4 hipérboles
Sim em 4 pontos.
8¢ caso 2 mesma zona 2 elipses. 4 hipérboles
Sim em 4 pontos.
92 caso 2 zonas diferentes | 2 elipses. 0
N&o se intersetam.

Fig.5.22 — Quadro resumo das coénicas definidas por trés tangentes e dois pontos ndo

incidentes

Como concluséo deste ponto refere-se que:

- para andlise deste tema, foi igualmente e, paralelamente, desenvolvido, em
geometria dindmica, um modelo de andlise que difere do algoritmo anteriormente descrito
como método de investigacdo apenas por a partir de cada um dos pontos dados, A e B, se
ter definido um ponto P qualquer que defina a respetiva reta de tangéncia proviséria. Tal tem
a ver com a eliminagéo da possibilidade de n&o serem consideradas, no modelo utilizado,
todas as solucbes possiveis, por dependerem da interseccdo de duas retas para a
determinacéo de pontos, sendo que os programas de geometria dindmica que utilizamos,
porventura pela sua origem na analise matematica, tendem a diferenciar o mais infinito ou
menos infinito de uma reta na apresentacdo dos resultados, com reflexos nos resultados
finais em algumas circunstancias. Nao obstante, foi possivel concluir que os resultados

foram consistentes com os anteriormente referidos;

- devemos igualmente ressaltar que ndo estamos a analisar a hipdtese de serem

dadas trés tangentes, um ponto de tangéncia numa delas e outro qualquer. Tal assunto
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deve merecer investigacdo futura, sobretudo tendo em conta que tal tem reflexos noutros

problemas concretos;

- 0 desenvolvimento deste ponto de investigacdo, que reflete as conclusdes que foi
possivel apurar, permite, a0 mesmo tempo, enunciar pontos de investigacdo futura,
designadamente a necessidade de criacdo de um algoritmo tedrico de analise mais simples,
mais elegante, eventualmente através da utilizacdo simultanea dos pontos A e B, assim
como a analise detalhada das situacfes concretas em que ocorre, como solugcdo, cada uma
das curvas coénicas ou estas degeneram, sobretudo tendo em conta que tal assunto pode ter
reflexos no estudo dos feixes de coénicas. Tenha-se igualmente em conta que se reserva
para investigacdo futura a possibilidade de existirem pardbolas como solugéo, tendo em
conta que ndo se comprova se as assimptotas das hipérboles auxiliares tém que ser

coincidentes ou podem ser meramente paralelas;

- por outro lado, fica consistente 0 nosso quadro resumo, com o0 quadro de
IZQUIERDO ASENSI (1985, 201), sendo que o que apresentamos se refere a analise dos
casos em que os dados, pontos e retas tangentes a uma coénica, em que os pontos dados
nado pertencem as tangentes dadas. Tal significa que o quadro de Izquierdo Asensi ndo tem
em conta circunstancias particulares, como um dos dois pontos dados poder pertencer as
tangentes dadas, ou seja, ser o proprio ponto de tangéncia. Tal conclusdo resulta de ja se
ter demonstrado com NAGORE (1988, 141-151), e que alias reflete o teorema das cinco
condicbes, ou seja que, quando os pontos dados pertencem a uma tangente, as cinco
condi¢cbes, pontos ou tangentes, definem uma Unica conica e ndo zero ou quatro solucdes.
O teorema ocupa-se apenas com o caso dos pontos dados serem pontos de tangéncia. Nao
esgquecamos que ndo se analisou neste trabalho a possibilidade intermédia de um dos

pontos pertencer a uma das tangentes e o outro néo;

- por ultimo, ganha consisténcia a hip6tese de um problema geométrico com pontos,
retas e curvas conicas € resollvel com outras curvas conicas como auxiliares, o que alias
parece gerar um sistema geométrico consistente em si préprio, e comprova, de um ponto de
vista gréafico, os desenvolvimentos atuais da geometria projetiva, e permite enunciar a
possibilidade do seu desenvolvimento por métodos exclusivamente geométricos, como tem
sido defendido por alguns académicos como, por exemplo, “...The book demonstrates the
advantage of purely geometric methods of studying conics.” (AKOPYAN; ZASLAVSKY,
2007, contracapa), e dizemos nés, como utilizadores no ambito grafico, por linguagem

gréfica.
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5.1.3. APARABOLA COMO DISCRIMINANTE DE ELIPSES E HIPERBOLES

Independentemente da relevancia do problema em si, resulta dos problemas
analisados anteriormente que, em inumeras situa¢gfes, nos confrontamos com o surgimento
de solucdes em elipses e hipérboles para o mesmo caso considerado. Entdo existem, como
discriminantes entre umas e outras, parabolas. Como o processo de determinacdo dessas
pardbolas tem de decorrer de um ponto especifico de transicdo numa reta que intersecte um
feixe de conicas, em que, para um lado desse ponto, sdo intersetadas elipses, e para o
outro, hipérboles, entdo o problema €, em regra, resolivel por método diferente e especifico
das parabolas, por estas ndo serem conicas centrais. Complementando os tracados

anteriormente desenvolvidos é o que nos propomos aprofundar seguidamente.

5.1.3.1. PARABOLA DEFINIDA POR TRES PONTOS A, B E C E DIRECAO d DO EIXO

Da utilizagdo da propriedade de que uma axonometria de uma curva conica de um
tipo determinado, elipse, pardbola ou hipérbole, é uma curva do mesmo tipo ou degenera,
pode-se concluir um método indireto para resolver outros problemas que ndo sao resollveis

pelos métodos tradicionais. E este o caso.

Fig. 5.23 — Parabola por trés pontos e
direcéo do eixo

Tenhamos em conta que os pontos dados A, B e C se situam numa sequéncia que
define um sentido da curva relativamente a direcdo dada. Vamos estabelecer uma relacéo
por afinidade entre a parabola pretendida como sendo uma representacdo em axonometria

e outra parabola em representagéo ortogonal.

Nestas condicbes, o ponto M, ponto médio de AC, vai ser assumido como um ponto

do eixo da nova parabola. Assim tracamos uma perpendicular a AC a passar por M, que € o
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eixo da nova parabola, e sobre ela marcamos um vértice V qualquer. Tracando por V uma
paralela a AC e por A uma paralela ao eixo da nova parabola, na interseccdo das duas retas
obtemos o ponto P. Para definir esta pardbola vamos determinar o seu foco utilizando a
propriedade que definimos no ponto 3.5.2.6., ou seja, determinando o ponto Q, ponto médio
de VP, tracando o segmento AQ e a sua perpendicular em Q determina-se o foco F, na
interseccao com o eixo MV. Determinado o foco, pelo mesmo método, é possivel determinar
gualguer ponto da parabola auxiliar. O procedimento mais expedito seria resolver este
problema num programa informético de geometria dindmica obtendo graficamente a
pardbola de foco F e diretriz a passar em F’, ponto simétrico do foco F relativamente ao
vértice V, sendo a diretriz paralela a AC.

De qualquer forma, pode-se estabelecer uma relacdo entre o ponto B e um ponto B;
da parabola auxiliar tracando por B uma paralela a direcdo do eixo d. Pelo método descrito é
possivel determinar B;, ponto da parabola auxiliar que estabelece a relacdo de afinidade
entre as duas pardbolas. Assim tracando o segmento BB; estabelecemos a direcdo de
afinidade, definindo o triangulo [BIB;]. Por P e A construimos um tridangulo de lados paralelos
ao anterior determinando P;. Por ele tragamos uma paralela a AC e por M uma paralela a d.
Na intersec¢do das duas retas obtemos o ponto D da parabola, sendo PD a sua tangente.
Se por B tracarmos uma reta paralela a AC esta interseta DM em N e determinando B’
simétrico de B relativamente a N, temos cinco pontos que definem a parabola pretendida, ou
seja, A, B, D, B’e C.

5.1.3.2. PARABOLA DEFINIDA POR TRES PONTOS A, BE C Et;,, TANGENTE EM A

LIMING (1979, 181) abordando o problema em geometria analitica conclui pela
existéncia de duas parabolas nas condi¢cdes descritas. Lembre-se que cinco condicdes,
pontos ou tangentes, definem uma coénica qualquer, e que, por quatro pontos em
guadrilatero convexo passam igualmente duas parabolas, tratando-se portanto de uma

situacao similar em que séo dadas quatro condi¢cfes e a quinta é a da figura ser parabola.

Liming limita a existéncia das duas parédbolas ao facto de os dois pontos B e C se
situarem do mesmo lado relativamente a tangente e a verificacdo de algumas condi¢cdes nas
equacdes. Tal pode significar que estamos perante uma situacao similar a das pardbolas por
guatro pontos, o que serd analisada posteriormente. Nao obstante, desde j& interessa referir
que dados trés pontos da curva e a tangente num deles, se 0s outros dois se situarem em
diferentes lados da tangente ndo existe qualquer parabola ou elipse que satisfacam essa
condicdo mas apenas hipérboles. Se os dois pontos se situarem do mesmo lado da

tangente, e distarem igualmente desta, apenas uma parabola € possivel, pois estaremos
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perante o caso de a corda definida pelos dois pontos ser paralela a tangente no terceiro

ponto.

Fig. 5.24 — Parabola por A, B,Cet;comB e
C a igual distancia de t;

Como referido atras existem duas parabolas definidas pelos trés pontos e tangente t;
num deles, A, se os outros dois pontos, B e C, se situarem no mesmo lado da tangente e a
distancias diferentes desta. Designamos por e; e e, 0s eixos das duas parabolas.

Fig. 5.25 — 2 parabolas definidas por 3 pontos
e uma tangente

Descreve-se seguidamente o procedimento para determinar uma das parabolas, a
que tem A de um dos lados da pardbola relativamente a B e C. Tal como se demonstra
seguidamente é possivel obter a mesma parabola partindo do segmento AC ou AB com as
adaptacOes correspondentes. Escolhe-se O’ qualquer em t;. Determina-se o ponto M médio
de AC. Define-se D’ ponto médio de O’'M. Traca-se t’, paralela a AC a passar em D’. Unindo

O’ a C definimos t’; que é, com t’ e t;, 0 conjunto de tangentes em A, D’ e C a parabola
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auxiliar. Constroi-se a pardbola auxiliar AD’C, por exemplo, pelo processo da tangente

paralela a uma corda, como em 3.5.2.5. na Fig. 3.53 ou por outro dos métodos descritos.

Fig. 5.26 — Determinag&o da primeira
parabola

Por B traca-se uma paralela a t; até intersetar a parabola auxiliar em B’. Tragcar D'B’ e
intersetar essa reta com AC em P. Traca-se BP até intersetar em D a paralela a t; que passa
em D’. Por D que € um ponto da parabola pretendida tragamos t, paralela a t’,. Traga-se MD
e interseta-se t; em O. OC define a tangente t;. Com as trés tangentes, e pelo processo

referido atras, constroi-se a pardbola pretendida ADBC, cuja direcao do eixo é MO.

Fig. 5.27 — Determinacgéo da segunda
parabola

Para determinar a parabola BAC, ou seja, a curva em que A € um ponto entre B e C.
Por B traca-se uma paralela a t; e marcar sobre ela M’ qualquer e depois D’ sendo M’ o
ponto médio de BD’. Passa-se por M’ e A a reta e’ e sobre esta O’ equidistante de A como

M. OB define t, e O'D’ define t5. Constroi-se seguidamente a pardbola auxiliar BAD’ pelo
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processo anteriormente referido das trés tangentes ty, t’ e t’s. Tragca-se por C uma paralela a
t; que interseta a parabola auxiliar em C’. Ao intersetar a reta O’C’ com a reta AB obtemos o
ponto N. Por O’tracamos a reta a paralela a t; e intersetamos esta com a reta que passa em
N e C obtendo o ponto O. OA define a direcéo e do eixo da parabola pretendida, direcdo que
interseta a paralela a t; que passa em B no ponto M. Define-se seguidamente MD igual a
BM para o lado oposto de M. OB define t,. OD define t;. Por dltimo, pelo método ja referido,

constréi-se a pardbola BADC com as tangentes ty, t; e ta.

Fig. 5.28 — Determinagé&o do eixo da
parabola e de outros pontos da curva

Conhecidas as trés tangentes e os pontos de tangéncia é possivel determinar outros
pontos da parabola a partir de métodos ja descritos anteriormente. Assim, K e L sdo pontos
da parabola entre A, B e C. Determinando A’ numa perpendicular & dire¢cdo ao eixo e; 0 seu
ponto médio M’ define-se o eixo e paralelo a e;. Para determinar pontos da parabola para
além do troco ACB, se por B tragarmos uma paralela a AA’ esta interseta o eixo em N’. O
ponto P, simétrico de B relativamente a N’, e P’, simétrico de P relativamente a O’ nhuma

paralela a AB sdo pontos da parabola.

Obviamente que n&o estamos a responder ao caso de serem dados trés pontos e

uma tangente qualquer das parabolas.

5.1.4. PARABOLA DEFINIDA POR QUATRO PONTOS A,B,CED

Para determinar as pardbolas que passam por quatro pontos € necessario que,
destes, trés ndo sejam colineares. Podemos definir parabolas por quatro dos seus pontos

sempre que estes definam um quadrilatero convexo, de lados todos diferentes ou se néo
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existirem dois lados paralelos iguais. Ndo h& qualquer parabola por quatro pontos em

quadrilatero cbncavo ou em quadrado ou retdngulo ou paralelogramo.

Entre outras utilizagdes, por quatro pontos podemos definir feixes de cénicas, os
quais podem ter diversas aplicacdes, designadamente no reconhecimento de imagens, e
gque as parabolas serdo, nesses feixes, fronteiras discriminantes entre as elipses e as

hipérboles, com propriedades que podem facilitar o uso destes feixes.

5.1.4.1. PARABOLA DEFINIDA PELOS QUATRO VERTICES DE UM QUADRILATERO
COM DOIS LADOS IGUAIS NAO PARALELOS E OS OUTROS DOIS PARALELOS

Os quatro pontos vao definir um trapézio isésceles, simétrico relativamente a um eixo
perpendicular ao meio dos dois lados paralelos e que é simultaneamente o eixo da parabola.
Tal problema é o mesmo de construir uma parabola conhecidos dois pontos desta a
diferentes distancias do vértice e o seu eixo. Para tal vamos utilizar o tracado indicado no
ponto 3.5.2.13..

< 1K o

/
4

N
Fig. 5.29 — Parabola
por 4 pontos em
A M B trapézio isésceles

Definimos um vértice V;, de uma parabola qualquer que passe em A e B, sobre o
eixo e definido pelos pontos médios de AB e CD. Essa pardbola conterd um ponto D; a
mesma distancia do eixo que D. Para tal, determina-se O ponto médio de A}V, e a
perpendicular a AO em O interseta o eixo no foco F; da pardbola auxiliar. Entao
determinando O’ ponto médio de D’V; e tracando F;O’ e a sua perpendicular, esta interseta
DD’ em D;. Vamos agora por rotacdo estabelecer a relacdo entre as duas parabolas.
Projeta-se D; ortogonalmente sobre a perpendicular em B a AB definindo D;r e traca-se o
arco de centro B que interseta a projecdo de D em direcdo paralela a anterior em Dr. Em

seguida traca-se a reta BDr que define o angulo da rotagdo necessario. Rodando V;r em
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angulo igual determina-se Vr e tracando a paralela a AB obtém-se o vértice V da parabola
pretendida sobre o eixo. Para determinar o foco da parabola traca-se AP, sendo P ponto

médio de A’ V, e a sua perpendicular em P que interseta o eixo no foco F.

5.1.4.2. PARABOLA DEFINIDA POR QUATRO VERTICES DE UM QUADRILATERO COM
DOIS LADOS NAO PARALELOS E OS OUTROS DOIS PARALELOS E DE DIFERENTE
DIMENSAO

Vamos conjugar o tracado anterior com a propriedade da parabola descrita em
LIMING (1979, 120, Fig. 24), e que € a expressado de um alargamento das propriedades das
conicas, que ja nos é dado por Apoldnio, ou seja, que as propriedades das conicas séo
generalizaveis aos cones retos e obliquos, e, logo, as cénicas de didametros conjugados, ou,
no caso da pardbola, as cordas com extremos equidistantes relativamente a uma paralela

ao eixo, mas a que a corda nao € perpendicular.

v i
o o,

Fig. 5.30 — Propriedade da
parabola

74 v Ae

Vamos utilizar como auxiliar uma pardbola qualquer que passe igualmente nos
vértices do maior lado paralelo do quadrilatero e cujo eixo seja perpendicular a esse
segmento. Considerando que pela propriedade atras referida os outros dois pontos distam
da reta que une os pontos médios das duas paralelas 0 mesmo que 0s pontos de uma
terceira parabola que passe nos mesmos dois pontos atras referidos, com eixo
perpendicular, e cujo vértice se situaria na interseccdo com a tangente a parabola
pretendida paralela aos dois lados paralelos, resta-nos rodar os pontos da parabola aukxiliar,
a mesma distancia, até coincidirem com o0s pontos respetivos da terceira parabola. Com
igual rotacao do vértice obtém-se a tangente pretendida e o quinto ponto da parabola, o que

permite a sua determinacgéo.
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Fig. 5.31 — Parabola por quatro
pontos em trapézio escaleno

5.1.4.3. PARABOLAS DEFINIDAS POR QUATRO PONTOS QUE DEFINEM UM
QUADRILATERO CONVEXO SEM LADOS PARALELOS

Este problema ndo se encontra resolvido na literatura, do ponto de vista dos tracados
em geometria plana embora, pelo seu interesse pratico, seja abordado através da geometria
analitica em LIMING (1979, 182 e 277). Neste caso ha duas parabolas que passam nos
guatro pontos. Relativamente ao ponto de interseccao das diagonais do quadrilatero, os
vértices das duas parabolas situam-se nas mesmas direcdes e sentidos que as intersecgdes

das retas que contém cada dois lados opostos do quadrilatero.

Assume neste contexto particular relevancia a determinacéo das direcdes dos eixos
das duas parabolas. Para tal, procedeu-se a um método de investigacdo que
descreveremos detalhadamente, pois dele decorreu a resolugédo do problema, mas também

porque permitiu conclusdes importantes relativas aos feixes de conicas como veremos.

Vamos utilizar como fundamento auxiliar uma propriedade da parabola descrita em
RICHTER-GEBERT (2011, 22, fig. 1.15), por responder a um problema concreto detetado

na investigagao e que resulta de uma verséo degenerada do teorema de Pascal.

A propriedade descrita consiste em, se considerarmos quatro pontos seguenciais
numa parabola A, B, C e D e se por B e C fizermos passar paralelas ao eixo da parabola e
as intersetarmos com as diagonais do quadrilatero, a reta que passa nos dois pontos de

interseccdo E e G é paralela a AD.
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Fig. 5.32 — Propriedade da parabola
enunciada por Richter-Gebert

Inversamente, se s6 conhecermos o0s quatro pontos das parabolas e tracarmos uma
paralela a um dos lados maiores do quadrilatero, de tal forma que sejam paralelos os
segmentos que unem 0S outros dois pontos das pardbolas com as interseccdes desta
paralela com as diagonais do quadrilatero, obtém-se a diregcdo do eixo de uma das
parabolas. Se tracarmos uma reta com esta dire¢do, a passar no ponto médio da corda a
qual fizemos passar a paralela podemos através de cordas paralelas a passar pelos pontos
conhecidos encontrar outros pontos da parabola nessas cordas. Estes pontos sdo o0s
simétricos dos pontos dados relativamente a interseccao do didametro paralelo ao eixo com
cada corda respetiva. Recorde-se que € suficiente um quinto ponto para se definir a

parabola.

O problema, de facto, é que ndo se conhece as direcées dos eixos pelo que se tem
de proceder indiretamente. Dito de outra forma, se fizermos uma paralela qualquer a AD
esta interseta as diagonais em pontos que, em regra, ndo definem retas BE e GC paralelas
entre si, logo, ndo séo paralelas ao eixo. Entdo vamos determinar o lugar geométrico dos

pontos de intersecc¢do das duas retas e tirar conclusdes.

Fig. 5.33 a) — Parabola por 4
pontos em quadrilatero convexo
(12 fase)

: -
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Entdo vamos iniciar o processo de resolucéo estabelecendo o quadrilatero completo
definido pelos pontos A, B, C e D desighando por E, F e G os pontos de intersec¢do das

retas respetivas.

Fig. 5.33 b) — Parabola por 4
pontos em quadrilatero convexo
(22 fase)

Tragou-se C’D’ paralela a CD e a intersetar as diagonais AC e BD. BC’e AD’n&o séo
paralelas, logo ndo tém a direcdo do eixo, antes se intersetam em H. Depois tragou-se A'D”
paralela a AD e a intersetar as mesmas diagonais. Novamente BA’ e CD” ndo séo paralelas
antes se intersetam em |. Se utilizarmos tracados a lapis e papel pode-se repetir 0 processo
para diferentes paralelas a CD e AD para tentar obter, através das diferentes posi¢des de H

e | conclusdes sobre a direcdo do eixo.

Por geometria dindmica foi possivel concluir que H e | descrevem hipérboles sendo

que a descrita por H passa em E, B, G e A. A descrita por | passa por F, C, B e E.

Fig. 5.33 c¢) — Parabola por 4
pontos em quadrilatero convexo
(32 fase)
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Recordemos que cinco pontos definem uma cénica, logo, cada uma das hipérboles
esta definida. Por outro lado, pela configuracdo das duas hipérboles surgiu a hipétese de as

assimptotas delas serem paralelas, 0 que se tornou o objetivo de investigacao seguinte.

Fig. 5.33 d) — Parabola por 4
pontos em quadrilatero
convexo (42 fase)

D

Definidas as hipérboles é possivel pelos métodos descritos no terceiro capitulo
determinar o centro, eixos e assimptotas de cada uma delas. Na figura apresentamos o
procedimento relativo a hipérbole descrita pelo ponto H em geometria dindmica. Sendo AB
um didmetro da hipérbole, o seu ponto médio K é o centro. Tragou-se seguidamente a
circunferéncia de raio qualquer que interseta a hipérbole em M, N, O e P. OM define uma
paralela ao eixo transverso. Traca-se por K a reta que contem o eixo transverso, a qual
interseta a hipérbole em T e U, vértices da hipérbole, o que permite tragar a circunferéncia
de gola TU e a perpendicular a TU em K gue interseta a circunferéncia em V e W. Por outro
lado, a circunferéncia de raio KM interseta a dire¢do do eixo transverso em Q. Tracando em
Q a perpendicular a direcdo do eixo obtém-se na interseccdo com a hipérbole P e S.
Tracando por W uma paralela ao eixo transverso esta interseta a circunferéncia de raio KM
em X. Agora por X fazemos passar uma perpendicular ao eixo transverso e projetando

ortogonalmente sobre ela P e S temos Y e Z que sdo pontos das assimptotas.

Entdo as assimptotas sdo ZK e YK. Repete-se o0 processo para a hipérbole descrita

pelo ponto I.
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Fig. 5.33 e) — Parabola por 4
pontos em quadrilatero convexo
(52 fase)

Conclui-se que as assimptotas das duas hipérboles s&@o paralelas. Entdo esta

encontrada a diregéo dos eixos das duas parabolas, que sdo as mesmas das assimptotas.

Fig. 5.33 f) — Parabola por
4 pontos em quadrilatero
convexo (62 fase)

Determinada a dire¢do dos eixos é possivel, pelo processo descrito, determinar as
duas pardbolas pretendidas e, indiretamente os proprios eixos. Assim por W, ponto médio
de AD, faz-se passar e’ paralela a a1 e por B uma paralela a AD, determinando-se sobre ela
B’, simétrico de B relativamente a Y que é a interseccdo da paralela com e1. B’ é 0 quinto
ponto para definir a pardbola. Para determinar A’ procede-se de forma similar o que permite

definir a segunda parébola.

Por outro lado, dada a existéncia de duas hipérboles cujas assimptotas séo paralelas
e paralelas aos eixos das pardbolas fez levantar a hip6tese de se encontrar um
procedimento expedito para determinar os préprios eixos das parabolas. Foram testadas

varias hipbteses para ponto de interseccdo destas tendo surgido uma terceira hipérbole.
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Fig. 5.34 — A terceira
hipérbole

De todas as hipoGteses testadas a que se aproximou mais do resultado pretendido,
nao definindo, no entanto, os eixos das parabolas é a que apresentamos a vermelho, sendo
as hipérboles a azul e a verde as duas iniciais. De notar que esta hipérbole fica definida
pelos pontos G, K, E, J e F, todos pertencentes ao mesmo ramo. Paralelamente, por
geometria dindmica, comprovou-se que 0 outro ramo da hipérbole passa igualmente pelos
pontos B; e C,, pontos médios de AD e CD. Ou seja, a hipérbole é definida pelos pontos
médios dos lados do quadrilatero e pelas intersec¢cdes de cada par de lados opostos
do quadrilatero completo.

Para determinar T;, o centro da hipérbole, tracou-se duas retas paralelas que
definiram as cordas L;M; e N;O;, cujos pontos médios sdo P; e Q; que definem a reta que
contem o didmetro conjugado R;S;, sendo o seu ponto médio o centro da hipérbole T;. Esta

terceira hipérbole é particularmente relevante.

Considerando cada ponto da terceira hipérbole como centro da cénica nao parabola,
foi possivel concluir que os quatro pontos dados definiam uma cénica, sendo que 0s pontos
de um ramo da hipérbole sao centros das elipses que passam nos quatros pontos e que 0

outro ramo € centro das hipérboles que passam igualmente nos quatro pontos.

Sendo as parabolas discriminantes projetivos das conicas, e considerando que
existem duas, tal significa que o feixe de conicas a passar pelos quatro pontos é constituido
por duas sequéncias diferentes de elipses e hipérboles, cada uma com as dire¢cdes dos dois
eixos das parabolas. Assim, vamos seguidamente abordar o tema dos feixes de cénicas e

procurar um processo de determinacdo expedita dos eixos das parabolas.
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5.2. FEIXE DE CONICAS POR QUATRO CONDICOES

Lembre-se que os gregos ja tinham provado que cinco pontos definem uma cénica. A
propésito confirme-se com APOLLONIUS; HEATH (1896, cli-clvi). Posteriormente foi
demonstrado que por cinco condi¢des, pontos ou tangentes nesses pontos, igualmente se

define uma conica.

LIMING (1979, 181-182) demonstra, a partir da geometria analitica, que por quatro
pontos podem passar no maximo duas parabolas e que por trés pontos e a tangente num
deles podem igualmente passar duas parabolas desde que os dois pontos se situem no

mesmo lado relativamente a tangente.

De facto, o estudo que conduzimos até a data, do ponto de vista grafico, j& permitiu
concluir que, em diferentes circunstancias, por quatro pontos podem passar zero, uma ou
duas parabolas e que nessas diferentes circunstancias, sendo as parabolas discriminantes

podem existir feixes de elipses e ou hipérboles ou ainda conicas degeneradas.

Por outro lado, no caso dos quatro pontos dados para definir a parabola definirem um
guadrilatero convexo sem lados paralelos, constatou-se uma evidente relacao de pontos
especificos do quadrildtero descrito designadamente os de interseccdo dos pontos
significativos do quadrilatero completo e dos pontos médios dos lados do quadrilatero. Para
verificar se tal & constante noutras posi¢Oes relativas dos quatro pontos, por geometria
dindmica, foi possivel constatar que existia coincidéncia com o caso dos pontos

descreverem um quadrilatero cdncavo.

Paralelamente comprovou-se que tal corresponde a um conjunto de propriedades da
relacdo de um triangulo e um ponto interior a este com uma elipse, descritos em RICHTER-
GEBERT (2011, 368-373) e que desenvolve em geometria projetiva, com contexto tanto de
geometria euclidiana como nao euclidiana, o teorema do circulo por nove pontos. Este
enuncia que, se determinarmos o ortocentro de um tridngulo, ou seja, 0 ponto de
interseccdo das perpendiculares aos lados passando nos vértices opostos, ha uma
circunferéncia que passa nos trés pés das perpendiculares, nos trés pontos médios dos
lados do tridngulo e nos trés pontos médios entre o ortocentro e cada vértice do triangulo.
Aplicando uma transformacdo em geometria projetiva baseada nos teoremas de Desargues
e Pascal e no principio da transferéncia de Hesse, e com recurso a geometria dinamica,
Richter-Gebert concluiu que, se o ponto néo for o ortocentro a curva descrita € uma “conica”.
Salientamos que Richter-Gebert designa genericamente por coénica, apesar de a curva
apresentada ser uma elipse. Salientamos igualmente que, se o0 ponto ja ndo € o ortocentro
entdo pode ser um ponto qualquer. Foi o que tentdmos confirmar a partir do teorema de

Richter-Gebert considerando como pontos dados A, B, C e D.
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Fig. 5.35 — Teorema descrito por
Richter-Gebert

De notar que os noves pontos de Richter-Gebert que descrevem a elipse, ou seja, 0s
trés de interseccdo das retas que passam em D com os lados do triangulo e os seis pontos
médios dos lados do triangulo e dos segmentos que unem D aos vértices, confirmam o que
obtivemos, por geometria dindmica, relativos aos quatro pontos por quadrilatero convexo, e
depois, mudando os quatro pontos dados da que designamos por terceira hipérbole para um

guadrilatero céncavo, ou seja, um triangulo com um ponto interior.

Continuando a exposicao do teorema exposto por Richter-Gebert dele conclui-se que
0s seis pontos médios descrevem um hexagono, a vermelho na figura, cujos lados opostos
sao paralelos pelo que os segmentos que unem os vértices opostos do hexagono definem o
centro da elipse, apesar de tal ndo ser expressamente referido por Richter-Gebert, dado o
contexto, antes o designando como centro da perspetividade entre os dois triangulos
definidos um, pelos pontos médios do triangulo [ABC], e o outro, pelos pontos médios de
DA, DB e DC. Esta propriedade permite um método expedito para determinar o centro da
cOnica tanto neste caso como no caso de o0s quatro pontos dados descreverem um

quadrilatero convexo sem lados paralelos.

Ora tais propriedades s&o inteiramente compativeis com as que detetamos no
problema da parabola. Por outro lado, a pardbola ndo € uma conica central. Como foi
comprovado por geometria dindmica, ao modificar a posicdo de D para fora do triangulo a

conica tornou-se uma hipérbole.
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Curvas Conicas e Superficies Geradas pelas Curvas Coénicas: .
Os seus Tracados Geométricos e Aplicacées no Design.

Fig. 5.36 a) — Feixe por paralelogramo Fig. 5.36 b) — Feixe por trapézio
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Fig. 5.36 c) — Feixe por quadrilatero concavo  Fig. 5.36 d) — Feixe por quadrilatero convexo

a

Conclui-se, do conjunto das propriedades descritas agora e das relativas a parabola
por quatro pontos, que 0s pontos da cOnica que passa pelos seis pontos médios entre
quaisquer quatro pontos dados e pelas interseccdes de cada par de retas opostas no
guadriladtero completo definido pelos quatro pontos s&o centros das cénicas que
passam nos quatro pontos. Ou seja, as cOnicas de um feixe que passa por quatro
pontos tém centro numa coOnica, real ou degenerada, que passa nos pontos medios de
todos 0os segmentos entre 0s quatro pontos e também pelas intersec¢gdes dos lados

opostos do quadrilatero completo definido pelos quatro pontos.

Por outro lado, o centro da conica descrita pelo feixe das conicas que passam

nos quatro pontos dados € definido pela interseccdo das retas que passam nos

I B 305



pontos médios dos lados opostos do quadrilatero completo descrito pelos quatro

pontos.

Tal permitiu-nos construir todas as hipoteses de constituicao de feixes de cénicas por
quatro pontos.

Quando os quatro pontos dados sdo vértices de um quadrado, um retangulo ou
paralelogramo, a coénica que define os centros degenera no ponto de interseccdo das
diagonais do quadrilatero. Dentro do quadrilatero s6 existem pontos de hipérboles. Fora do
quadrilatero, mas entre cada par de retas paralelas que contém os lados do quadrilatero sé
existem pontos de elipses e fora dos dois pares de paralelas s6 existem pontos das
hipérboles. Constituem-se assim como discriminantes os dois pares de retas paralelas como

degeneradas.

Quando os quatro pontos dados séo vértices de um trapézio, a conica que define os
centros degenera igualmente no ponto de interseccdo das diagonais e na reta que passa
nesse ponto e pelo ponto de interseccdo dos lados do trapézio. S&o discriminantes a
parabola e as retas que contém os lados do trapézio.

B Fig. 5.37 — Propriedade da parabola que
passa nos quatro vértices de um trapézio

Por outro lado, neste caso, foi comprovado que a parabola passa no ponto G
médio da distancia entre o ponto E de interseccdo das diagonais e o ponto F de
interseccdo das retas que contém os lados do trapézio, o que é uma propriedade

derivada do Teorema de Fermat relativo a parabola e que igualmente ndo encontramos

descrita na literatura.

Quando os quatro pontos dados definem um quadrilatero céncavo entdo s6 existem
hipérboles a passar nos quatro pontos e a elipse que define os centros passa, como se
demonstrou, nos pontos médios dos segmentos entre os quatro pontos. Quando os quatro
pontos descrevem um quadrilatero convexo sem lados paralelos sé@o discriminantes as duas

pardbolas e os dois pares de retas definidos pelos lados opostos do quadrilatero. A conica
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que define os centros é uma hipérbole sendo que o ramo da hipérbole que contém os

centros das elipses € o0 que passa nos pontos médios dos dois lados maiores do

guadrilatero e os pontos do ramo da hipérbole que passa nos pontos médios dos dois lados

menores do quadrilatero sao centros de hipérboles.

Quando os quatro pontos definem um quadrildtero convexo existem, como se viu

duas solu¢Bes em parabola, cujos eixos tém a direcdo das assimptotas da hipérbole que é

descrita pelos centros das outras cénicas solucdo. Por outro lado, os pontos de um dos

ramos da hipérbole sdo centros das elipses que passam nos quatro centros dados e 0s

pontos do outro ramo séo centros das hipérboles que passam nos quatro pontos.

QUADRO RESUMO

FEIXE DE
CONICAS
QUE PASSA
POR 4 pontos em |4 pontos em |4 pontos em | 4 pontos em
QUATRO paralelogramo trapézio quadrilatero convexo | quadrilatero céncavo
PONTOS sem lados paralelos
Cénicas reais | Elipses. Uma parabola. Duas parabolas. Hipérboles.
a passar nos | Hipérboles. Elipses. Elipses.
guatro pontos Hipérboles. Hipérboles.
Conicas Dois pares de | Um par de retas | Trés pares de retas | Trés pares de retas
degeneradas retas paralelas e | paralelas e dois | concorrentes. concorrentes.
um par de retas | pares de retas
concorrentes. concorrentes.
Locus dos | Um ponto. A reta que passa | Uma hipérbole. Uma elipse.
centros das nos pontos | O seu ramo que
cOnicas médios das bases | contem o0s pontos de
centrais do trapézio e o | interseccdo dos 3
ponto de | pares de retas é o
interseccdo das | Locus dos centros das
diagonais hipérboles e o outro é o
Locus dos centros das
elipses.
Pontos qgue | Nao se aplica. Pontos médios | Seis pontos médios | Seis pontos médios
definem 0 das bases do | das distancias entre os | das distancias entre os
Locus dos trapézio. quatro pontos, e os trés | quatro pontos, e os trés
centros pontos de interseccdo | pontos de interseccao
dos pares de retas | dos pares de retas
concorrentes. concorrentes.
Direcao do | N&o se aplica. A reta que passa | As assimptotas da | Nao se aplica.
eixo da(s) nos pontos | hipérbole Locus dos
parabola(s) médios das bases | centros.
discriminantes do trapézio.
Centro da Interseccdo dos | Intersecgéo dos

cénica Locus
dos centros

segmentos que unem
0s seis pontos médios
dos lados opostos.

segmentos que unem
0s seis pontos médios
dos lados opostos.

Fig. 5.38 — Feixes de conicas a passar por quatro pontos — Quadro resumo
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Os problemas relativos aos feixes de conicas e a interseccdo de coénicas tém sido
abordados na literatura cientifica recente com abordagem por geometria projetiva. E o caso
de PAMFILOS (2009, 229-257) que se refere ao estabelecimento de feixes bitangentes, ou
de ALPERIN (2010, 15-20) sobre o feixe de Poncelet de hipérboles retangulares ou ainda
DERGIADES (2010, 41-53) sobre um problema especifico de conicas tangentes a dois dos

lados de um triangulo, de entre diversos outros.

N&o obstante o tema dos feixes de coénicas ultrapassar o ambito deste trabalho, a
sua relevancia foi comprovada para a resolucédo de problemas concretos de determinacdo
de conicas em condicdes especificas, designadamente no que tem a ver com
reconhecimento de imagem, pelo que o referimos e apontamos igualmente como caminho

de exploragéo futura.

De notar que a literatura referente aos feixes de conicas por quatro pontos, com
utilizacdo nos algoritmos informéticos de reconhecimento de imagem plana refere-se a uma
equacdo do sexto grau pelo que é de admitir que as propriedades descritas permitam
agilizar tais procedimentos com impacto em téo diferentes aplicagbes como a imagiologia

médica ou os programas informaticos de reconhecimento de imagens em bases de dados.

5.3. FAMILIAS DE CONICAS

Designam-se por familias de conicas os conjuntos de conicas que partilham
propriedades comuns. O mais estudado, pelas aplicagbes praticas que permitiu, € 0 caso
das conicas confocais ou homofocais, designacdes que encontrdmos indistintamente

usadas na literatura, e que séo as cénicas que partilham os mesmos focos.

Fig. 5.39 — Hipérboles homofocais e
localizac&o por radar




A figura refere-se a um processo de desenhar hipérboles de que se conhecem os
focos e 0 eixo transverso. Por outro lado serve como ilustragdo de um sistema de
interferéncia de ondas. Ja& na Segunda Guerra Mundial os primeiros sistemas de radares
utiizavam a triangulacdo para obter posicbes exatas de avibes socorrendo-se destas
familias de hipérboles homofocais. Medindo o tempo de resposta a duas antenas de radar
era possivel determinar qual a hipérbole que estava em causa. Medindo o tempo de
resposta a uma terceira antena obtinham uma circunferéncia. A interseccdo da hipérbole

com a circunferéncia permitia saber qual a posi¢do exata do objeto no espaco.

Fig. 5.40 — Propriedade das elipses e
hipérboles confocais

Em HILBERT; COHN-VOSSEN (1999, 5) encontra-se a propriedade de, perante uma
elipse e uma hipérbole homofocais, nos pontos de intersec¢gédo destas a tangente de uma

curva é a normal da outra e vice-versa.

Fig. 5.41 — Elipses e hipérboles
homofocais
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As conicas centrais, elipses e hipérboles, pertencem a uma mesma familia de
confocais. Se considerarmos pontos das coénicas na reta que passa nos dois focos os
pontos entre estes pertencem a hipérboles e os pontos para cada um dos lados destes

pertencem a elipses.

As parabolas confocais constituem dois feixes de direc6es opostas definidos pelos
pontos de interseccao das diretrizes com o eixo das pardbolas. Aqui estdo apenas
representadas parabolas com eixo comum a todas elas, sendo que qualquer direcao do eixo

€ possivel.

As conicas confocais tém inameras utilizacdes praticas, existindo na literatura
cientifica referéncias, por exemplo, no reconhecimento de imagem e calibracdo de camaras,
como € o caso de KIM; GURDJOS; KWEON (2010, 803-812).

Outros tipos de familias de cénicas, para além das confocais, sédo por exemplo as
geradas por seccdes em superficies de revolucao, ou de diretriz eliptica, com geratriz em

curva conica.

310 m B
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Figure 4

Fig. 5.43 — Familia de elipses Fig. 5.44 — Projeto de Catedral

Em ZORRAQUINO; RODRIGUEZ; MARTIN (2001) apresenta-se uma familia de
conicas cuja descoberta teve origem anos antes no estudo de um problema de tubagens em
dindmica de fluidos. Como resultado, foram geradas superficies que permitem obter, por
exemplo, elipses em planos sucessivos, paralelos ou ndo, e que admitem rotacoes
transversais e longitudinais sendo apresentada uma solucdo alternativa para o projeto da
Catedral Metropolitana do Rio de Janeiro.

5.4. CURVAS PARALELAS AS CONICAS

Outro tema recorrente na literatura cientifica, tanto do ponto de vista das abordagens
tedricas como nas aplicagbes préticas, € o das curvas paralelas as conicas, ou seja, 0 que

na literatura de lingua inglesa se designa por offset.
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Fig. 5.45 — Curvas paralelas as elipses

Séo representadas duas paralelas a uma elipse, a curva central da figura, descritas
por dois pontos equidistantes de cada ponto da cénica, descrevendo 0s contornos aparentes
de um toro em projecao obliqua da sua circunferéncia diretora.

De notar que a paralela interior tem uma configuragdo em dupla cauda de peixe que
denuncia que ndo € uma coénica. Como demonstraremos seguidamente também a curva

exterior ndo o é.

Fig. 5.44 — Toro gerado em CAD 3D Fig. 5.45 — Elipse ACBD e curva de P

Na Fig. 5.45 a elipse menor, de cor verde, gera a paralela a vermelho. Traca-se uma
elipse, a verde, com eixos iguais aos da curva paralela e comprova-se que as duas nao
coincidem, ou seja, as paralelas as conicas ndo sao coénicas, sdo curvas toroidais,
designacéo que TEIXEIRA (1908, Tomo I, 359) atribui a Breton de Champ, relativamente as
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paralelas as elipses e, aparentemente, atribui a si proprio a generalizacdo as paralelas a

todas as conicas.

Fig. 5.46 — Curvas toroidais paralelas a Fig. 5.47 — Curvas toroidais paralelas a
pardbola hipérbole

As paralelas as parabolas e hipérboles séo igualmente curvas toroidais. De notar que

a forma em cauda de peixe surge em todos os casos.

O tema das paralelas as curvas cénicas tem tido diversas abordagens tedricas e é o
objeto de diferentes aplicacdes praticas. Um exemplo de analise tedrica, com aplicacao na
determinacéo de offsets na computacédo gréafica € FAROUKI (1997, 301-313). Em FAROUKI;
SEDERBERG (1995, 639-645) é estudado por geometria analitica o tema das paralelas a
parabolas com vista & aplicagdo na computacgéo grafica. Nas aplicagbes praticas cita-se poe
exemplo VALENCIA; BEDOYA (2008, 31-43) que trata da utilizacdo das paralelas as

conicas no torneado CNC de lentes e espelhos.

As questbes de natureza geométrica também interagem com outras areas do saber.
Por exemplo, na discussao historica sobre a construcao dos circos romanos, com especial
énfase para o Coliseu de Roma, prevaleceu até agora a opiniao maioritaria de que tém
forma oval com multiplos centros. Nao obstante, ja foi provado, pelo menos em relagéo a
alguns, que tém origem eliptica. O problema reside em que, sendo tracada a elipse inicial,
as diversas paralelas que configuram o espaco deixam de ser elipses, mas se fosse
demonstrada a origem eliptica, indo procurar a elipse original, estariamos nos pontos iniciais

da construcdo o que ajudaria a descrever o proprio processo construtivo.
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5.5. CURVAS SIMILARES AS CONICAS

Com origem nas similitudes graficas, as cénicas sao, por vezes, confundidas com
curvas similares Um caso de semelhanca gréfica é o das elipses e das ovais, em que,
apesar de estas serem formadas por diversos arcos de circunferéncia com tangente comum
nos pontos de tangéncia, sendo comum encontrar-se confuséo entre estes diversos tipos de

curva e a designacao oval para designar indistintamente elipses e ovais.

Por outro lado, na matemética, sendo que as equacdes que representam
analiticamente uma curva sejam do mesmo tipo das cénicas ou com expressao similar
também se encontram designacdes que podem originar confusdo. E o caso das curvas
parabdlicas, que ndo sdo, em regra, parabolas, mas a designacgéo € genérica por a equagao
da parabola ser entendida como um caso particular das equacdes do tipo parabdlico.

5.5.1. AS OVAIS

As ovais sao construidas com quatro centros ou com qualquer nimero de centros,
desde que em numero par, tragcando-se arcos sucessivos concordantes entre si. A
concordancia entre os arcos contiguos depende de terem a mesma tangente no ponto de
juncdo. Para tal os dois centros dos dois arcos contiguos e o ponto de contacto pertencem a
mesma reta. Apesar da sua semelhanca grafica com a elipse sdo curvas completamente

distintas.

S

Fig. 5.48 — Oval de quatro centros Fig. 5.49 — Oval de doze centros

5.5.2. PARABOLA E CATENARIA

A parébola e a catenaria sdo curvas diferentes com forma gréafica muito similar o que

levou a serem confundidas. Se suspendermos um cabo qualquer entre dois pontos este
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toma a forma de uma catendria pelo seu peso proprio. Se nele suspendermos uma
sobrecarga uniformemente distribuida o cabo assume a forma da parabola.

|

- Catenn ri

It

13 1 Pitesd L*t“"‘i'
H:’.I'.I"J-l -“":_'J‘_-"IH.
{a) (&)
Fig. 5.50 — Cabo com e sem sobrecarga Fig. 5.51 — Parabola (vermelho) e

catendria (azul)

A equagcdo da parabola é y>=2px para p>0 e a da catenaria é y=(e*+e™)/2.

ThyssenKrupp Elevator

Fig. 5.52 — Pavilhdo Rheinstahl Fig. 5.53 — Logo da ThyssenKrupp

O Pavilhdo Rheinstahl, com projeto de Geert Koster e Dieter Stibing, e
representante da industria alemd na Feira de Hanover de 1955, presumivelmente em
superficie cilindrica gerada por uma catenaria, esteve na origem do logotipo do grupo

ThyssenKrupp.
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5.5.3. CURVAS PARABOLICAS
A equacao da parabola é y*=2px, para p>0.

Em matematica designam-se genericamente como curvas parabdlicas, ou
simplesmente pardbolas todas as do tipo y®=ax, ndo obstante apenas algumas destas
curvas, as com a equacédo acima referida, tenham as mesmas propriedades da parédbola e
s6 essas sejam graficamente parabolas.

Sado exemplos das curvas parabdlicas as representadas a seguir:
Y3=x p=1 @g=3 a=1
Y¥#=x p=4 g=3 a=1

Y®=x p=5 =4 a=1

Y'=x p=7 @g=5 a=1

Fig. 552 - Curvas
parabdlicas

As definicdes e gréfico tiveram como referéncia TEIXEIRA (1909, Tomo II, 115-127)
e foram adaptados de SHIKIN (1995, 274-277, fig. 330-334).

5.6. ANAMORFOSES DAS CURVAS CONICAS

Nestas anamorfoses consideramos do lado direito uma sec¢cdo numa superficie
cilindrica de diretriz na elipse central e geratrizes paralelas ao plano frontal dando origem a

uma outra elipse. Do lado esquerdo considerdmos a seccdo num conoide definido pela
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elipse central e por uma reta de topo e podemos constatar a transformacédo de uma elipse

numa outra curva da qual muito dificilmente seria reconhecivel a origem.

\
e
\

Fig. 5.53 — Anamorfoses de curvas cénicas

Por outro lado, a projecdo de formas tridimensionais sobre um plano de
representacao transforma-as em planas. Logo, pode admitir-se como hipétese a explorar o
estudo das transformacfes geométricas necessarias para transformar uma curva plana
gualguer numa outra, com evidente vantagem, por exemplo, na restituicdo perspética, com
aplicacdo hoje mais difundida no reconhecimento de imagem, e que hipoteticamente se

pode transformar num tema de resolucdo mais expedita e de aprendizagem mais intuitiva.

Tal significa que as possibilidades de transformagfes geométricas das conicas sao
inimeras, com a consequente possibilidade de geracdo de novos tipos de curvas.
Destaque-se que vulgarmente as anamorfoses de figuras planas foram entendidas como
transformac6es geométricas planas das figuras. Nao obstante, a geometria descritiva
permite considerar que duas transformacdes planas, em diferentes planos, ortogonais entre
si ou ndo, podem dar origem a novas figuras geométricas planas, ou dito de outra forma, em
outros sistemas de projecdo ha uma infinidade de curvas derivadas das cénicas a espera de
serem reconhecidas. Num universo complexo, e ndo necessariamente apenas

tridimensional, esta abordagem das curvas pode ser Uutil.
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Por outro lado, STINY (2006) é reflexo da investigacdo que é desenvolvida no MIT
para, no ambito da computacdo grafica, se desenvolver um método de construcdo de
imagens partindo das transformacfes geométricas basicas aplicadas a elementos basicos
como pontos e linhas retas para geracdo de imagens complexas. Trata-se de uma
abordagem que tem um ponto de partida, de certa forma, oposto ao da geometria fractal
pois se nesta se parte da divisdo e reproducdo a uma escala inferior de uma entidade de
partida, aqui parte-se de elementos o mais basicos possiveis para, por transformacfes
geométricas sucessivas acrescentar novos elementos até chegar a uma realidade

complexa.

Fig. 5.54 — Escultura do
construtivista russo Naum Gabo

Nesta perspetiva, pode considerar-se que qualquer curva pode ser obtida por
transformacgfes geométricas das conicas. Por outro lado, na criagdo estética o interesse
desta abordagem é evidente. Recorde-se, a propésito, as abordagens estéticas dos
construtivistas russos no inicio do século XX a partir das conceptualizagdes de novas formas
com o desenvolvimento da geometria projetiva e surgimento da geometria ndo euclidiana.
Confrontando-as com os modelos conceptuais recentes gerados por impressdo 3D de
modelos matematicos encontramos, por um lado, uma evidente continuidade do suporte

tedrico mas, ao mesmo tempo, um imenso campo de exploragao futura.

No exemplo, apresentamos um caso em que hd uma evidente continuidade formal
entre uma escultura de Naum Gabo e um modelo matematico que serve de suporte para a
impressao 3D de uma forma que da origem a uma lamparina de azeite em ceramica e que

encontramos em http://www.instructables.com/id/3D-Printed-Ceramic-Oil-Lamp/.
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Fig. 5.55 — Lamparina de pavio
por impressdo 3D em ceramica

Fig. 5.56 — Modelo
matematico de estudo
para a lamparina

De LANGLOIS; DENAIN (1997) citamos, como outro exemplo, a utilizag&o indireta da

anamorfose de curvas desenvolvidas a partir das curvas conicas, e aplicada a infografia.

O grafico indica as transformagfes que a introducéo do transporte ferroviério induziu
no sul do Reino Unido e norte de Franca no inverno de 1992-93. Tal como € usual em
diversos modelos de planeamento urbano e regional, foram determinados os centréides de

cada regido através de uma matriz em quadricula e, depois, as linhas de quadricula foi
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aplicada a anamorfose resultante da diminuicdo do tempo de transporte entre cada dois
centréides obtendo-se nova quadricula formada por splines, curvas que, como se vera, se
constroem a partir das coénicas, o que permitiu obter as transformacfes da fronteira da

regido considerada.

CARTOGRAPHIE EN ANAMORPHOSE
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Fig. 5.57 — Anamorfose em
5 infografia cientifica
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5.7. NURBS, BEZIER E SPLINES

N&o obstante este tipo de curvas ja ser conhecido e utilizado em diversas aplicacdes
anteriormente, teve um exponencial crescimento de aplicagdo com a computagdo grafica.
Ha no entanto alguma confusdo de designagbes destas curvas, com origem em
divergéncias de patentes de propriedade intelectual e industrial e com reflexos no préprio

meio académico.

Assim, as curvas de Bézier sdo curvas polinomiais construidas por interpolacao
linear entre alguns pontos representativos, os pontos de controle. Em 1962, como
engenheiro da Renault, Bézier criou um modelo de tracado de curvas suavizadas de
transicdo com outras linhas tornando-se um dos pioneiros, especialmente em sistemas
CAD/CAM, da representacgéo de curvas e da modelagem sélida, geométrica e fisica. Para tal

utilizou um algoritmo apresentado em 1957 por Casteljau, engenheiro da Citroen.

De notar, que o surgimento deste tipo de curvas corresponde ao inicio das
preocupacdes, na industria automével europeia, de utilizacdo de linhas mais aerodinamicas

tanto por razdes estéticas como por eficiéncia, o que veio a ser acompanhado mais tarde,
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nos anos 70, pela industria automdével americana, depois do choque petrolifero criado a
partir do encerramento do canal do Suez e acontecimentos posteriores. No entanto, foi
argumentado na altura que a esséncia do processo ja era conhecida, pois assentava na
construcao projetiva das curvas conicas, método muito em voga na industria aeronautica
americana, sobretudo a partir das aplicacbes militares, mas que teria portanto
caracteristicas, em diversos aspetos, de segredo militar e industrial, o que contribuiu para a
referida guerra de patentes.

N&o obstante, hoje parece haver consenso em considerar genericamente este tipo
de curvas como NURBS que € o acrénimo de Non-Uniform Rational Based Splines. No
entanto FARIN (1991, 153) considera como infeliz esta designacéo, desde logo, porque as

B-splines séo todas “ndo uniformes” e o “racional” dizer respeito a projecéo no espacgo afim.

De qualquer forma, as B-splines sdo curvas constituidas por diversos segmentos
polinomiais justapostos topo a topo e com tangente comum nos pontos de juncdo dos
segmentos. Quando as curvas segmento sdo usualmente de segundo, terceiro ou quarto
grau, com a unica restricdo de todos os segmentos serem do mesmo grau, designam-se por
B-splines. As curvas de segundo grau sao designadas quadricas, as do terceiro grau sao as
cubicas e as de quarto grau as quarticas. Entdo as B-splines sao definidas pelo grau dos

segmentos e pelo nimero destes.

Hoje séo curvas utilizadas em diversas aplicagfes graficas e em diversos formatos
de imagem vetorial, tanto bi como tridimensionais. Este tipo de curvas pode originar
superficies, bastante utilizadas em modelagem tridimensional, animacdes, design de

produtos, engenharia, arquitetura entre outras aplicacoes.

O que descreveremos seguidamente é conhecido como algoritmo de Boor,
normalmente formulado algebricamente mas que aqui desenvolvemos graficamente. Por
outro lado, este topico foi aqui introduzido por na sua origem estarem, como veremos, as

curvas conicas.

Considere-se como pontos dados A, B e C de uma parabola em que a tangente t; em
C é paralela a AB. Entdo M, ponto médio de AB, define com C uma reta com a direcdo do
eixo da parabola. Se sobre ela definirmos I, sendo CM igual a ClI, entdo | € o ponto de
interseccdo das tangentes em A e B. Para tracar o arco parabdlico define-se sobre Al um
determinado numero de partes, no caso oito, e sobre IB define-se 0 mesmo numero de

partes na mesma direcdo do arco a tracar, ou seja, ACB.
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Fig. 5.58 — Determinagéo da quadrica parabdlica 4 [

Se tracarmos um segmento de reta do primeiro ponto em Al ao primeiro ponto de 1B
e o dividirmos no mesmo numero de partes o segmento é tangente a curva e 0 seu primeiro
ponto é o ponto da curva. Para obter os restantes pontos repetimos o processo para 0s
segundos pontos e assim sucessivamente. Como veremos € possivel criar em geometria
dindmica um modelo que permite obter todos os pontos da curva, sendo que no caso

apresentado depende do numero de fra¢des utilizado.

Fig. 5.59 — Determinacao de

quédrica hiperbolica

Como variante da curva parabdlica pode-se construir um arco hiperbdélico, no caso de
A a C, considerando AL a tangente em A e LC a tangente em C. Sobre a reta LC define-se
um ponto qualquer J que define com A uma reta de controle. Se J coincidisse com L

estariamos perante um arco parabdlico. Se J se situar para o lado oposto de C
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relativamente a L estaremos perante um arco hiperbdlico. Evidentemente com diferentes
posi¢cbes de J, do mesmo lado, obtém-se os diferentes arcos hiperbdlicos possiveis. Agora
divide-se JA num determinado numero de partes, no caso quatro, e LC no mesmo ndmero
de partes. Tracando as retas que unem cada parte de JA a C estas intersetam LA em partes
ndo iguais mas proporcionais. Depois procede-se da mesma forma que para a parabola, ou
seja, 0 primeiro ponto de LA define com o primeiro ponto de LC um segmento que é a
tangente, e este segmento dividido no mesmo numero de partes tem como primeiro ponto

um ponto da curva, repetindo-se 0 processo para obter os outros pontos.

L 2

Fig. 5.60 — Determinacgéo de

quadrica eliptica

Para obter curvas elipticas procede-se da mesma forma definindo J entre L e C e

depois repetindo todo o processo descrito anteriormente.

Fig. 5.61 —
Determinacao de

culbica

B 323




Para obter uma cubica, pelo algoritmo de Casteljau, estabelece-se a curva parabolica
AC auxiliar, sendo que B € a interseccdo das tangentes em A e C acrescenta-se um outro
ponto D. Nas mesmas condicbes BCD define uma outra curva parabdlica. Para determinar a
cubica procede-se a uma elevacdo de grau. Para tal, divide-se os segmentos de controle
AB, BC e CD sempre num determinado nimero de partes iguais. Depois define-se os dois
segmentos que unem o primeiro ponto de AB, o primeiro de BC e o primeiro de CD. A
elevacdo de grau corresponde a tornar a dividir os dois segmentos no mesmo numero de
partes e proceder como para o arco parabolico. Para obter os outros pontos repete-se o

processo para todos os parcelares dos segmentos.

quadratic- -

Fig. 5.62 — Relagéo entre quadrica
parabdlica e cubica

by

Na quadrica correspondente a cubica os pontos de controlo desta sdo as

interseccdes das tangentes a quadrica.
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Fig. 5.63 — Determinag&o ——i

de Quatrtica
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Para determinar a quértica utilizam-se cinco pontos de controlo e procede-se a duas

elevacbes de grau sucessivas, com repeticdo dos processos atras descritos relativos a
cubica.

Fig. 5.64 — Quartica dinamica

Qualquer das curvas referidas pode ser objeto da construgdo de modelos de
geometria dindmica que permitam ajustar os pontos de controlo a qualquer posicao e a partir
dai obter cada ponto da curva e respetiva tangente.

[
B C
I J
B ' C'
[ J'
L "3\ |/ / B
A' (=3 [~

Fig. 5.65 — Modelo
construtivo de quédrica A
em geometria dinamica

Descreve-se seguidamente um dos métodos possiveis para construir um modelo em
geometria dindmica para determinar um arco parabdlico, sendo que o modelo para definir
cubicas e quarticas é similar acrescentando 0s elementos necessérios as elevagdes de
grau. Assim é necessério estabelecer uma proporgdo constante para pontos em AB e BC.

Para tal criou-se, a direita, com a ferramenta de compasso uma circunferéncia de raio AB,
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sendo o raio designado por A’B’. Esta ferramenta permite que qualquer que seja a posicao e
distancia entre AB a mesma variacdo dimensional se reflita em A’B’. Depois apenas por
maior legibilidade gréfica tracou-se uma perpendicular em A’ ao raio A’B’, podendo ser
utlizada uma reta com uma direcdo qualquer. Sobre esta definiu-se um ponto B’ e a paralela
B”C’, raio da circunferéncia da ferramenta de compasso de medida igual a BC. Tracando a
reta B'C’ e intersetando com a perpendicular obtém-se | estabelecendo a proporcao entre
AB e BC por Teorema de Tales. Definiu-se seguidamente um ponto livre P; qualquer que
corresponde a uma parte qualquer de AB. Novamente com a ferramenta compasso mediu-
se a distancia AP; e com centro em A’ estabeleceu-se a circunferéncia que interseta A’B’em
P’1. A reta P’jl permite determinar P’ na interseccdo com B”C’, e distancia B"P’, é
transferida com a mesma ferramenta tracando a circunferéncia que interseta BC em P,. BP,
passa portanto a ser uma parte de BC igual a que AP, é de AB. Traca-se a reta P,P, que é a
tangente e mede-se com a ferramenta de compasso a disténcia entre os dois pontos e
transfere-se a medida para uma circunferéncia de centro I. Por | traca-se a paralela a A'B’
gue interseta a circunferéncia em J. Com uma paralela em J a A’l transfere-se a medida IJ
até intersetar B’/ em J'. O segmento paralelo a A’B’ que passa em J’ corresponde a medida
de P;P, na mesma proporc¢éo entre segmentos. O ponto P’3 de interseccdo deste segmento
com P’ define na distancia a Al a distancia de P; a P que é o ponto da curva depois da

medida transferida novamente com o compasso.

Relembre-se que os pontos A, B e C sdo pontos quaisquer pelo que ficam livres para
serem movimentados. Também P, foi definido como um ponto qualquer de AB pelo que
pode ser movimentado sobre essa reta. Qualquer modificagdo dos dados implica que o
modelo procede aos respetivos ajustes dimensionais permitindo obter qualquer ponto da

curva e respetivas tangentes.

Procurou-se assim desenvolver por processo grafico a teoria relativa a passagem
das cénicas para as splines, designadamente as linhas Bézier, tema que, no entanto, nao
aprofundaremos, dado ultrapassar o ambito deste trabalho. N&o obstante, ndo se deixa de
referir que para o aprofundamento do tema se torna indispensavel consultar o ja referido
FARIN (1991) que analisa o tema de forma detalhada tanto em geometria euclidiana como
em ndo euclidiana, mas igualmente LIMING (1981) obra precursora da computacao gréfica
na engenharia aeronautica e ja referida anteriormente, YAMAGUCHI (1988) e FARIN (2002)
gue correspondem a aprofundamentos na geracdo das curvas mas sobretudo das
superficies obtidas a partir delas, SHIKIN; PLIS (1995) que € um trabalho de divulgacéo e
consulta para os varios tipos de curvas, PENNA; PATTERSON (1986) que é um trabalho
gue permite identificar a passagem da geometria projetiva para os fundamentos da
computacao grafica e para a linguagem de programagédo, ou ainda BIX (2006) que aborda

tanto o contexto teérico como alguns aspetos concretos da relagédo entre conicas e cubicas.
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O tema das splines e das superficies gerada a partir delas continua na atualidade a
ser objeto de artigos nas revistas cientificas sobretudo nas suas aplicagbes préticas, ou na
divulgacdo de métodos, apesar de maioria dos casos exclusivamente por tratamento
algébrico. Exemplos disso sdo SANCHEZ-REYES (2011) sobre particularidades das conicas
de Bézier ou AGNEW et al (2010) sobre as curvas e superficies Tzitzeica.

5.8. CONCLUSOES DO CAPITULO

Aborddmos no inicio do capitulo alguns problemas de aprofundamento de temas
tratados anteriormente e que, em regra, ndo tém tido tratamento na literatura
essencialmente por métodos geométricos e especificamente por método grafico. Assim
iniciamos a abordagem de um estudo mais detalhado das cinco condi¢gfes para definir uma
cénica considerando a hipétese de os pontos dados ndo pertencerem a tangentes dadas,
analisando os casos das conicas definidas por quatro tangentes e um pontos nao
pertencente a qualquer delas, tendo-se concluido existirem, consoante os dados, zero ou
duas solucdes, e 0os casos em que sdo dadas trés tangentes e dois pontos ndo pertencentes
a qualquer das retas, em que foi detetada a existéncia de zero ou quatro solugbes, o que
confrma o quadro de IZQUIERDO ASENSI (1985, 201) referido no capitulo 3.
Paralelamente desenvolveu-se metodologias especificas para abordagem dos problemas
com recurso a curvas conicas como tracados auxiliares. Ganhou assim consisténcia a
hipétese de qualquer problema relativo as conicas ser resolivel com recurso a coénicas

Como curvas auxiliares.

Seguidamente foram abordados problemas concretos relativos a parabola, o desta
ser definida por trés pontos e dire¢cdo do eixo, com uma solucdo, e os da parabola ser
definida por trés pontos e a tangente num deles e da parabola definida por quatro pontos

tendo-se concluido a possibilidade de existéncia de duas solu¢des para ambos 0s casos.

Da andlise destes casos concluiu-se ainda que hd um imenso campo de investigacao
futura, tanto nos casos ndo analisados, como de diversas circunstancias particulares como

por exemplo a andlise das situa¢cdes em que as conicas degeneram.

A analise do caso das pardbolas definidas por quatro pontos permitiu enunciar uma
propriedade relativa aos feixes de coOnicas por quatro pontos, a de que 0s centros das
conicas do feixe descrevem uma conica e desenvolver um processo expedito para as obter.
Tal pode ter relevancia significativa, dado que € um tema utlizado nos programas
informaticos de reconhecimento de imagens, e pode permitir construir um algoritmo mais

expedito para tal fim.
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Por outro lado, concluiu-se, como foi referido, que por trés pontos e uma tangente
num deles, ou por quatro pontos, podem passar no maximo duas parabolas. Para responder

em investigacao futura ficam duas questbes:

— pode-se generalizar dizendo que as circunstancias para a definicdo do tipo de feixe
de cdnicas por trés pontos e uma tangente sdo as mesmas ou similares as da definicdo de

cdnicas por quatro pontos?

— e pode igualmente generalizar-se dizendo que as circunstéancias para a definicdo
do tipo de feixe de cénicas por quatro pontos sdo idénticas ou similares as da definicdo do
feixe com quaisquer quatro condi¢des, pontos ou tangentes?

De seguida foram abordados temas complementares relativos as conicas
apresentando-se algumas questdes relativas as familias de conicas e sua aplicacdo pratica,
as curvas toroidais como curvas paralelas as conicas e o seu papel na resolucéo de alguns
problemas concretos e as curvas similares as conicas como precaucao a ter com 0 seu
reconhecimento. Procedeu-se em seguida a uma analise sintética das possibilidades de
utilizacdo das anamorfoses como método para a partir das conicas obter outras curvas e a

explanagéo de um método grafico para construir splines a partir das conicas.

Da analise detalhada de métodos para resolver alguns problemas concretos relativos
as conicas concluiu-se que ha notéria vantagem em aliar os conhecimentos teoricos
genéricos sobre as conicas com o0s conhecimentos perspéticos, com origem na
representacdo grafica. Tal conjuncdo foi ganhando forma com o desenvolvimento dos
métodos perspéticos, tendo atingido o seu apogeu com a criacdo da Geometria Projetiva por
Poncelet no século XIX. Ndo obstante, na atualidade, e tendo em conta a cada vez maior
raridade de trabalhos cientificos utilizando exclusivamente métodos geométricos e a cada
vez maior penetragdo dos métodos analiticos na geometria, tende a fazer esquecer os
fundamentos teoricos dos processos e, logo, a ndo valorizar as complementaridades

necessarias ao avanco do conhecimento.

A utilizacédo de regras perspéticas, designadamente no problema relativo as paralelas
as diagonais do retangulo, possibilitou a criacdo de um procedimento, que desenvolvemos,

para permitir solucionar problemas cuja resolu¢éo nao encontramos na literatura.

Por outro lado, a propria utilizacdo da perspetiva no contexto deste trabalho parte do
pressuposto de que a formacédo dos profissionais de diversos campos na area do design,
mas também em todas areas que trabalham com imagens, é fundamental. Mas é igualmente
fundamental na formacé&o de professores do ensino basico e secundario nestas areas e, por

motivos 6bvios, na formacao de professores de matemética destes niveis de ensino.
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O método das paralelas as diagonais do retdngulo para determinar os pontos de
tangéncia de uma elipse é valido tanto em vista como em axonometria como em perspetiva
conica com as devidas adaptacdes. Ou seja, em qualquer projectividade, mantem-se a
mesma propriedade. Também a mesma propriedade é aplichvel para determinar outros
pontos da curva que ndo os de tangéncia. Igualmente é aplicavel para a determinacdo de

pontos das restantes curvas conicas e ndo apenas da elipse.

O aprofundamento de diversos problemas abordados e que incluem pontos, retas e
curvas conicas parece permitir concluir que muitos deles podem j& ser resolvidos com
recurso a outras curvas conicas, como tracados auxiliares, o que parece levantar a hipotese
de se gerar um sistema geométrico consistente por si e capaz de ser utilizado na resolugéo
de qualquer problema geomeétrico relacionado com as cénicas, o que pode conduzir a uma

reapreciacdo do caminho atual da geometria projetiva.

Tendo-se constatado que as retas paralelas as assimptotas da hipérbole auxiliar no
problema da parabola por quatro pontos, ndo sao os eixos da parabola que passa nos
guatro pontos leva-nos a questionar o problema da simetria. No mundo das imagens fisicas
e mentais esta tem uma importancia reforcada pela geometria cartesiana. Mas na natureza,
em regra, ndo ha simetria. Esta é carateristicamente uma constru¢do humana. Entao, isto
faz-nos retornar a geometria de Apolénio, dos diametros conjugados. Ou seja, 0 equilibrio
estético ndo € a simetria mas a simetria direcional, a que nédo depende da ortogonalidade do
eixo de simetria relativamente a direcdo de simetria. Ou até, atendendo ao contexto da
geometria projetiva, a relacédo estabelecida perspetivamente entre quaisquer duas direcdes.
Estamos no mundo estético a trés dimensdes. Entdo se considerarmos o0 tempo, a quarta
dimensao, as retas tornam-se curvas e estaremos a falar de segmentos de curvas coénicas.
Ou seja, a simetria e a correspondente ortogonalidade sdo meras constru¢cdes mentais da

humanidade.

Sobre o tema das limitacdes da ortogonalidade no trabalho com as conicas na
computacdo de imagens 3D deve conferir-se, por exemplo, KANATANI; LIU (1993, 286-
301).

Por outro lado constatou-se que ha uma surpreendente coeréncia, na manutencao
de regras e interacdo entre as formulacdes tedricas e aplicacbes praticas pois, se da teoria
se extraem conclusdes para aplicacao na pratica, também desta aplicacdo se alimenta a

teoria.
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6. CONCLUSOES

A geometria das conicas acompanha as criacdes humanas desde a sua descoberta
pelos gregos na Antiguidade Classica e esta hoje presente em inUmeras areas de atividade,
de forma direta em alguns casos e indireta em diversos outros. Também quanto ao nivel da
profundidade com que este se revela em cada area ha diferencas notérias, sem prejuizo da
necessidade do aprofundamento do seu estudo, genericamente, e de forma adequada a

area em causa e o nivel de exigéncia de cada nivel de formacéao.

Nao obstante, paradoxalmente, o estudo das conicas e das superficies construiveis
com elas tem em diversos paises um estudo restrito e genericamente uma presenca

escassa na divulgacéo cientifica e quase exclusivamente com expressao algébrica.

Por outro lado, existindo exemplos concretos de aplicacdes na area do design, as
referéncias da literatura cientifica na area sdo praticamente inexistentes, tal como alias nas
revistas e outras formas de divulgacdo onde raramente se destaca a geometria envolvida

nas formas criadas, no projeto e no seu processo de desenvolvimento.

Na atualidade, com os avancos na computacgao grafica, sobretudo expressos através
do processo de projeto e producdo assistidos por computador, cada vez mais se exige aos
designers o aprofundamento de conhecimentos de diversas areas, libertando-os de
constrangimentos tecnolégicos do equipamento utilizado. Se é proprio da atividade
profissional a busca da solugéo técnica para cada projeto concreto e, sobretudo, para a
execucdo em producdo, o projeto ndo deve ficar manietado pelos meios tecnoldgicos
disponiveis, antes deve impelir a sua utilizacdo criativa e transformadora, no contexto de

inovacao tecnoldgica da prépria produgéo.

Outro nivel de enquadramento dos avancgos tecnoldgicos na imagem digital no
projeto e na producdo em design é a necessidade de linguagens comuns em equipas
multidisciplinares, possibilitando que o designer seja ndo apenas um utilizador de programas
informaticos, mas possa intervir na concecdo e na adaptacdo destes, adequando-os a cada

projeto concreto e até na inovacdo ao nivel de programas e equipamento. Tal pode constituir
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um salto qualitativo permitindo chegar a areas de producédo emergentes como resultante da

inovagéo tecnoldgica.

Neste contexto a geometria, e as cénicas em particular, desempenham uma funcao

acrescida.

F. Standardization of Wing and Mmpennage

F. tic Techni ¢ P
Elapfualytic Techniau o oing aixfol

itself) are the effective tip station
acconpanying figure) which delines the

side.

-

Fig. 6.1 — Jato BELL X -1 Fig. 6.2 — Projeto aeronautico
O jato BELL X-1 de Lawrence Bell (1894- Com LIMING (1981, 262) fica patente a
1956) foi o primeiro jato a ultrapassar a implicacdo de conicas e splines no projeto
velocidade do som. O piloto Chuck Yeager da aeronautico assim como o recurso a
uma entrevista. geometria analitica e ao desenho técnico.

Modelagéo 3D e utilizagéo de splines
no projeto de Ana Oliveira para a
Farmécia Cellula em 2012. O
mobiliario e equipamento tém formas

inspiradas na dupla hélice do DNA.

Fig. 6.3 — Projeto de farmécia cellula

N&do existindo conhecimentos de geometria especificos de cada area profissional
existem conteldos e metodologias que, em cada caso concreto e momento histérico, se

consideram adequados, de acordo com a formacao pretendida e o nivel dela.
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Esta tese enquadra-se portanto na area da geometria aplicada ao Design, com lagos
as areas mais proximas, a Arquitetura e as Artes Visuais ou até as engenharias, numa linha
de investigacdo e desenvolvimento a semelhanca de outras j& seguidas anteriormente na
geometria, designadamente em &reas da engenharia mecanica, ou da fisica teorica, ou na
dindmica de fluidos, ou na resisténcia de materiais e outras, com utiliza¢des diferentes em
inUmeras &reas das engenharias, e, de facto, em todas as areas de criacdo de formas e

coisas, na criagdo do nosso quotidiano futuro.

No capitulo 2. foram abordados os conceitos e propriedades que fundamentam os
tracados graficos do capitulo seguinte e com potencialidades mais evidentes de exploracéo
futura. Foram detetados hiatos no conhecimento de conceitos e propriedades na literatura
cientifica consultada, porventura pela origem diversa, pelos momentos e contextos histéricos
em que foram produzidos. Assim procurou-se suprir tal insuficiéncia ao longo do texto,

enunciando as metodologias praticas utilizadas em cada situacao.

Identificou-se igualmente potencialidades da geometria descritiva, como método, e

da geometria dindmica, como instrumento de analise dos problemas relativos as conicas.

Constatando-se a quase exclusiva referéncia na literatura cientifica aos cones retos
introduziu-se o tema dos cones obliquos e, consequentemente, das cénicas nao definidas
pelos seus eixos na sequéncia do método de Apolonio de Pérgamo, o que se revelou
determinante, pois a geometria analitica das conicas €, ainda hoje, fortemente determinada
pela visao cartesiana dos eixos ortogonais, quando na realidade se a forma geométrica é a
mesma e as utilizacdes praticas determinam a sua usabilidade em qualquer circunstancia,
tal deveria ser tido em conta. Por outro lado, se o foco €, como demonstramos, um ponto
especial dos cones retos, entdo o seu estudo pode conduzir a novas conclusdes em
geometria analitica. Tal reforca a importancia e necessidade da geometria do ponto de vista
grafico e, paralelamente, leva ao questionamento da ortogonalidade como critério
geomeétrico pois é fortemente limitativo e ndo corresponde a andlise do real, sendo apenas
referente a relacdo resultante da forca da gravidade sobre o plano médio da terra em cada

ponto especifico.

Comprovou-se que a utiliza¢d@o na literatura cientifica de uma exclusiva referéncia as
conicas como seccdes em cones retos, e de diretriz circular, a0 mesmo tempo que
desvaloriza o contributo de Apolénio de Pérgamo, limita fortemente as possibilidades do

aprofundamento tedrico e aplicacéo pratica.

Concluiu-se igualmente da existéncia na literatura de uma infinidade de propriedades
das conicas, que, depois de detetadas, nunca mereceram uma reanalise sobre as suas

consequéncias e potencialidades, tendo em conta, sobretudo, que o conhecimento atual
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permite confirmar o ndo esgotamento do tema e antes exigir uma reanalise do que alguns

consideram verdades adquiridas.

No capitulo 2. enuncia-se ainda uma propriedade que ndo encontramos descrita na
literatura, relativa a projecdo do eixo do cone reto e da secg¢do no plano da base, com
potencialidades de aplicacdo pratica. E igualmente apresentada uma propriedade da
pardbola com raras referéncias na literatura, e por vezes incompletas, mas de grande
utilidade prética. De uma propriedade de Hatton muito pouco divulgada, por se referir a outro
contexto, o do tratamento algébrico das coénicas, concluiu-se da sua aplicabilidade para, a
partir do tracado da elipse, se obter o tracado da hipérbole com igual figura. Desta relacéo
resultou ainda o enunciado de uma propriedade, que ndo encontramos descrita na literatura,
relativa a circunferéncia de Monge de uma das conicas centrais passar nos focos da outra

cbnica central que tem a mesma figura.

No contexto da investigagdo sobre as propriedades das curvas cénicas comprovou-
se que ha potencialidades a explorar, a partir do cruzamento de conhecimentos de épocas
diferentes e, igualmente de contextos teoricos e de aplicagédo diferentes, sendo errada a

visdo de que o tema esta esgotado ou néo é atual.

No capitulo 3. desenvolveu-se tracados de aplicacdo em diversos problemas
concretos mas, que, em paralelo, sdo construcdes geomeétricas, ou seja, construcdes
mentais com expressao grafica, permitindo a criagdo de pensamento geométrico estruturado
e suportado na teoria. Tal dimensdo e 0 seu impacto na teoria comprova-se pelo
desenvolvimento posterior, no capitulo 5.. Ainda no capitulo 3., na organizacdo da exposicéo
relativa aos tracados, ao contrario da compartimentagdo estrita e sequencial, prépria da
maioria dos manuais na area da geometria, antes se deixou transparecer a complexidade,
pois de facto h& interligacdes entre questdes de areas e niveis de aprofundamento

diferentes.

A pesquisa sobre os tracados comprovou a existéncia contemporéanea de trabalhos,
sobre, ou contendo temas da geometria das cénicas e sua aplicacdo, e no caso em estudo,
de traducdo gréfica, desde textos de investigacdo tedrica na area da matematica, até as
aplicacdes em é&reas tdo diversas como a informética, sobretudo na computacao gréfica, ou
a medicina, na construcdo de equipamentos de imagiologia, até areas mais proximas do
design como as artes visuais, a arquitetura ou, até, as engenharias. Em Portugal tal ndo se
verifica pois na literatura, depois dos anos sessenta do século passado, quase sO se
encontraram textos ou de divulgacéo ou raras publicacdes em revistas cientificas de lingua

inglesa e de geometria ndo euclidiana.
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Tendo em conta que no capitulo 2. se detetou que a apresentacdo da curva cénica
pode resultar numa definicdo de eixos, ou de outra de didmetros conjugados, no capitulo 3.,
relativo aos tragados, esse tema foi aprofundado, por exemplo, pela determinagéo dos eixos
das conicas conhecidos os diametros. Por outro lado, introduz-se em 3.4.4. o problema
inverso o da determinacdo dos didametros conjugados conhecidos os eixos da elipse, com
método que desenvolvemos a partir de uma propriedade conhecida.

Em alguns dos tracados utilizou-se rotacées em torno dos eixos das curvas, que é
uma abordagem menos usual na literatura, mas que mostrou ser muito Util na resolucao de
alguns problemas concretos. Por outro lado, sendo que a parabola € discriminante projetivo
entre as elipses e hipérboles representa um lugar de destaque no estudo das conicas. Do
estudo que realizamos resultou solucdes diferentes para os tracados mas sobretudo a
detecdo de propriedades menos conhecidas da literatura e até de outras que né&o

encontrdmos descritas ou descritas apenas de forma incompleta.

Assim, dos tragcados relativos a parabola resultou a detecdo de uma propriedade nédo
descrita na literatura, e apresentada em 3.5.2.1., que permite o tracado da parabola,
conhecidos um didmetro perpendicular ao eixo e o vertice, e que, por permitir um
procedimento repetitivo sistematico, permite a criacdo de um algoritmo de producao

expedita do tracado da curva com suporte informéatico.

Ainda quanto a parabola, em 3.5.2.6. foi igualmente detetada a relevancia da
utilizacdo conjunta de uma propriedade de Fermat com outras, configurando uma relagéo
gue permite que, a partir de um ponto da parabola e conhecendo o vértice e a sua tangente,
determinar o foco, processo que se revelou de grande utilidade pratica.

Através de resolugdo de problemas concretos estabeleceu-se relacdo entre uma
parabola solugéo e outra parabola dada. Tendo em conta que, em regra, 0s programas de
CAD néo permitem tracados expeditos da pardbola, tal método pode ser til por ser
suficiente ter uma parabola desenhada para podemos obter qualquer outra.
Independentemente do processo de construcdo a solucdo com recurso a parabolas
auxiliares, ilustra, por si s6, as potencialidades da utilizacdo do computador para aos

tracados geométricos permitindo novos procedimentos, mais expeditos.

Nos tragados relativos a hipérbole foi utilizado um método decorrente do proprio
processo construtivo e propriedades do hiperboloide de revolugdo de uma folha, tendo-se
detetado que as suas assimptotas da hipérbole geradora séo representacdes de geratrizes
particulares do hiperboloide, método que se revelou eficaz. Ja anteriormente tinhamos
referido esta questdo em COSTA (2005, 68-71) e agora é desenvolvida, apesar de ndo se

ter encontrado referéncias na literatura.
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Da analise dos tracados descritos anteriormente concluiu-se da vantagem de
introduzir temas da geometria projetiva o que implicou a referéncia aos seus fundamentos.
Tal resultou da comprovacgéo da necessidade que surge no trabalho pratico de determinacdo
de pontos e tangentes com condi¢cBes particulares, ou até de determinacdo de trocos destas

curvas, quando s6 se conhece parte dela graficamente.

Em decorréncia comprovou-se que os meétodos decorrentes das cinco condicdes,
pontos ou respetivas tangentes, para definir uma conica, e dos Teoremas de Pascal e
Brianchon, sdo Uteis mesmo que nédo se verifique a relacdo de incidéncia dos pontos dados
nas tangentes, tema abordado no ponto 3.6. e aprofundado mais a frente, no capitulo 5..
Daqui decorre ainda um problema diferente, o de se conhecerem apenas de quatro das
condi¢Oes para definicdo de uma conica, tema com implicagdes no dos feixes de conicas e a

interseccéo destas.

Da andlise das cinco condi¢Bes resultou ainda a verificagdo em 3.6.3.1. de que a
partir do método de NAGORE (1985, T. lll, 145) se pode criar um modelo, com origem
gréfica, para representar qualquer curva cénica a partir de cinco dos seus pontos, ou até
uma rotina para programacdo com a mesma finalidade, questdo relevante dado que so foi
resolvido analiticamente anteriormente, designadamente nos programas de geometria

dindmica, e que ndo tem solug&o nos programas de CAD de uso corrente.

No ponto 3.6.5 introduz-se o tema da intersec¢do de uma reta com uma conica, tema
raramente referido na literatura, que, sendo um caso particular da intersec¢do de duas
conicas, € igualmente o tema da determinacédo de dois pontos da conica, os da intersecg¢éo,
em qualquer direcdo, mesmo ndo sendo dados qualquer deles. Assim, propuseram-se
métodos diferentes dos que encontramos na literatura, sendo que um deles é de utilizacao
genérica sempre que sejam dados, ou seja possivel determinar, trés pontos e duas
tangentes nesses pontos, estabelecendo-se como método auxiliar, uma relagdo projetiva
entre duas conicas, que se pode descrever como a projecao, a curva conica pretendida, em
perspetiva conica de uma circunferéncia, a conica auxiliar. Em decorréncia, voltou-se a
guestdao da determinacdo de tangentes pelas cinco condi¢cbes, tendo-se concluido da
importancia de um método genérico para, sendo dado quatro tangentes e um ponto da curva
nao pertencente a qualquer das tangentes definir a curva. Esta questéo foi posteriormente

resolvida em 5.1.1., novamente com recurso a perspetiva conica.

No ponto 3.7. aborda-se o método dos feixes projetivos, outro tema de referéncia
escassa na literatura, apesar de se ter concluido da sua evidente utilidade, por exemplo,

sempre que se pretenda obter pontos sucessivos numa sequéncia da curva.
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No ponto 3.8. é feita uma referéncia breve a uma outra area da geometria projetiva, a
das propor¢gbes métricas, tema j& aflorado anteriormente no capitulo 2., e de que se
desenvolve sugestdes de abordagem. Nao obstante, o tema ndo € aprofundado, porque
implica  um conhecimento teodrico aprofundado do tema, designadamente das
proporcionalidades possiveis de estabelecer em cada circunstancia. Considera-se, como tal,
de dificil utilizacdo no ambito de uma utilizacdo expedita, ndo obstante o seu evidente

interesse para a investigacao sobre as conicas.

E de referir ainda que inimeras propriedades constantes da reviséo de literatura nio
foram analisadas, ou foram analisadas mas ndo detetamos relacfes na resolucdo de
problemas com aplicacdo pratica neste trabalho. Tal facto, impde a conclusdao da
necessidade de prosseguimento da investigacdo nesta area. Novamente, se o tema das
conicas nao esta esgotado igualmente estdo a surgir sempre novas aplicacdes e angulos de

abordagem.

O desenvolvimento do capitulo 3. ndo é uma mera listagem de problemas e
solugBes, antes se procurou apresentar solucfes adequadas para uma utilizagdo expedita
das conicas, podendo concluir-se a resolugcédo dos principais problemas envolvidos, tendo
sido apontados métodos de possivel resolucdo de inumeros outros. Nao obstante,
designadamente com outras estratégias, métodos ou propriedades das conicas como
suporte, é possivel chegar a solu¢bes mais eficazes, pelo que o tema merece investigacéo
futura. Nesse sentido, realca-se que o tema das intersec¢cdes de coOnicas foi apenas

aflorado, pelo que é um dos temas a estudar futuramente.

Concluiu-se ainda que para diversos problemas ha varias solu¢des, sendo uma por
vezes mais elegante, mais simples, dependendo das condi¢cdes dadas. Procuramos, por
isso, evidenciar vantagens e inconvenientes de cada. Conclui-se ainda, neste contexto, que
se ficam criadas condi¢ces para uma utilizagdo pratica mais expedita, no entanto, tal ndo
exclui que o aprofundamento do conhecimento das propriedades e métodos aplicaveis, e o
cruzamento de conhecimentos de contextos diferentes, possa contribuir para a elevacao do

grau de eficacia na resolucéo de problemas praticos.

No capitulo 4. abordam-se as superficies quadricas e outras superficies construiveis
com curvas conicas ou com outras curvas com elas relacionadas e ainda algumas das
propriedades destas superficies e exemplos da sua utilizacdo. Comprovou-se a reduzida
existéncia de referéncias ao tema no design, tanto ao nivel conceptual como no
desenvolvimento de projetos. Faz-se assim referéncia a algumas aplicagdes no design mas,
igualmente, a diversos exemplos na arquitetura, uma das areas proximas do design e onde
ja existe um conjunto de conhecimentos e experiéncias na area das conicas e quéadricas.

Neste contexto, realgou-se a ligacdo entre a hipérbole e o hiperboloide de revolugédo de uma
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folha, cujas propriedades influenciaram a definicdo de métodos construtivos graficos da

hipérbole, descritos no capitulo terceiro, e ndo constantes da bibliografia consultada.

Refere-se seguidamente o tema das intersec¢des das superficies, abordando alguns
aspetos do tema, tanto do ponto de vista da geometria descritiva, como na geometria
analitica, do que resulta a concluséo de que ndo € um tema fechado, e em que a geometria
descritiva pode gerar contributos. Nesse sentido, e apesar de ter suporte na teoria, mas néo
constar da literatura consultada, salienta-se que as secc¢des planas paralelas em superficies
guadricas dado origem a conicas do mesmo tipo. Tal propriedade, agregada com o0 que
fomos demonstrando no capitulo 3. relativamente as possibilidades de a partir de uma
conica obter outra, cria outra area de exploracdo futura na criacdo de processos expeditos

de construcéo das conicas.

Na intersec¢do de superficies exemplificou-se a utilizacdo de secgbes auxiliares em
curva conica para a determinagdo de intersecgbes de superficies em dupla projecédo
ortogonal, metodologia que abordamos em COSTA (2005, 46-49) com viabilidade, desde
gue garantida a exatiddo nos tragados, o que € possivel com programas informaticos que
permitam o tracado das curvas, questdo que igualmente ndo encontramos descrita na
literatura. Sem prejuizo do interesse teodrico desta abordagem nos tragados pelos meios
convencionais, ou seja a reta e compasso, é de utlizacdo complexa. No capitulo 4.
abordamos ainda sucintamente a planificacdo de superficies, para além de se referirem, ao

longo deste, diversas aplicagfes da planificagdo de superficies.

Seguidamente s&o apresentados alguns exemplos de aplicagbes das conicas e das
superficies no design, iniciando a exemplificagdo com consideragcbes sobre as
consequéncias da teoria no desenvolvimento do projeto, no desenho e na representacéo
técnica. Como tema exploratorio, sem referéncias bibliograficas na &area do design,
necessita de posterior desenvolvimento, por exemplo, pelo estudo de casos ja existentes ou

acompanhamento de projetos em desenvolvimento.

Ainda no capitulo 4. refere-se que a pesquisa realizada, dirigida ao tema das conicas
e superficies quédricas, permitiu a identificagdo do tema em inUmeras diferentes areas, o
que se refere em resumo das areas do conhecimento que utilizam as curvas conicas, e se
conclui que a interagdo entre essas areas e 0 tema das curvas conicas aumenta com o
aumento da exigéncia tecnoldgica. Tal potencia a utilizacdo da geometria das conicas e das

superficies quadricas tratadas graficamente, como elemento da inovacao tecnoldgica.

No decurso do estudo das coénicas e das superficies nos capitulos 3. e 4. constatou-
se existirem diversos problemas ndo referidos na literatura. Por outro lado, detetando-se

dificuldades de abordagem, foi-se encontrando potencialidades no uso de metodologias
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decorrentes das experiéncias praticas anteriores. Assim, no inicio do capitulo 5. abordam-se
alguns problemas que, em regra, ndo tém tido tratamento na literatura, analiticamente, mas
também, por métodos graficos. Assim iniciamos com um estudo mais detalhado das cinco
condi¢des para definir uma coénica, analisando os casos das cénicas definidas por quatro
tangentes e um pontos néo pertencente a qualquer delas, e os casos em que sdo dadas trés
tangentes e dois pontos ndo pertencentes a qualquer das retas, tendo-se confirmado o
quadro de IZQUIERDO ASENSI (1985, 201) referido no capitulo 3.

Paralelamente desenvolveu-se metodologias especificas com recurso a curvas
conicas como tragados auxiliares. Ganhou assim consisténcia a hip6tese de qualquer
problema relativo as conicas ser resollvel com recurso a cénicas como curvas auxiliares, no

fundo uma possivel consequéncia pratica da dualidade de Chasles (CHASLES, 1837).

Seguidamente, e ainda no capitulo 5. foram resolvidos problemas relativos a
parabola, designadamente o desta ser definida por trés pontos e diregdo do eixo e os da
parabola ser definida por trés pontos e a tangente num deles e da parabola definida por
quatro pontos.

Da andlise destes casos concluiu-se ainda que hd um imenso campo de investigacao
futura, tanto nos casos ndo analisados, como de diversas circunstancias particulares como,

por exemplo, a andlise das situa¢cdes em que as conicas degeneram.

O caso das parabolas definidas por quatro pontos conduziu ao enunciar de uma
propriedade relativa aos feixes de cénicas por quatro pontos, a de que os centros das
cénicas do feixe descrevem uma cénica e desenvolver um processo expedito para as obter.
Tal pode ter relevancia significativa, sendo um tema utilizado nos programas informaticos de
reconhecimento de imagens, e pode permitir construir um algoritmo mais expedito para tal

fim.

Concluiu-se ainda que por trés pontos e uma tangente num deles, ou por quatro
pontos, podem passar no maximo duas parabolas. Em resultado enunciaram-se hipéteses

para a generalizacdo do resultado aos feixes de conicas de qualquer tipo.

No desenvolvimento de temas complementares relativos as cénicas apresentam-se
algumas questdes relativas as familias de cénicas e sua aplicacdo pratica, as curvas
toroidais como curvas paralelas as conicas, e a sua ligacdo a problemas concretos, e as
curvas similares as coénicas. Procedeu-se em seguida a uma andlise sintética das
possibilidades de utilizacdo das anamorfoses como método para, a partir das conicas, obter
outras curvas e a explanacdo de um método grafico para construir splines a partir das

conicas.

B B 341



No desenvolvimento de alguns problemas concretos relativos as cénicas concluiu-se
da vantagem em aliar os conhecimentos tedricos genéricos sobre as coénicas com 0s
conhecimentos perspéticos, com origem na representacao grafica. Na atualidade, tendo em
conta que a cada vez maior raridade de trabalhos cientificos utilizando exclusivamente
métodos geométricos graficos, e a cada vez maior penetracdo dos métodos algébricos na
geometria, tende a fazer esquecer os fundamentos teéricos e, logo, a ndo valorizar as

complementaridades necessarias ao avanco do conhecimento.

A utilizacdo de regras perspéticas, por exemplo no caso das paralelas as diagonais,
permitiu a criacdo de um procedimento para encontrar solucdes para problemas cuja
resolucdo ndo encontrdmos na literatura, e € por si uma abordagem que igualmente ndo se

encontrou na literatura.

Comprovou-se que 0 método das paralelas as diagonais do retangulo para
determinar os pontos de tangéncia de uma elipse é generalizavel a todos os métodos de

representacao linear.

Tal reforca a questdo da importancia da geometria projetiva, e em particular dos
métodos perspéticos, na formacao de profissionais em diferentes areas, designadamente
em alguns dos campos do design, e na formacédo de professores de artes visuais do basico

e secundario e de professores de matematica do ensino secundario.

Os problemas abordados no capitulo 5. reforcaram a hipétese de todos os problemas
das cénicas poderem ser resolvidos com recurso a conicas como auxiliares. A confirmagéo
de tal hipétese permitiria abrir um novo angulo de abordagem no desenvolvimento atual da

geometria projetiva.

Igualmente a partir de uma questao concreta surgida no problema da parabola por
guatro pontos levam-nos a contestar a importancia dada na geometria a simetria ortogonal,
com origem porventura na fisica, pela nossa relacdo com a gravidade da terra, e depois
fortemente marcada pelo cartesianismo. Tal reforca a importancia do método de Apolénio de
Pérgamo, e é um dos angulos de abordagem deste, o da simetria obliqua, e que tem a ver
com o que hoje designamos por axonometria, mas que estd presente nos fundamentos
posteriores da geometria projetiva. Tanto as abordagens perspéticas como as
axonométricas se revelaram muito mais (teis na resolucdo de problemas concretos,
sobretudo pela capacidade de generalizacdo. De notar ainda que aquilo que separa as duas
areas € o teorema das paralelas da geometria euclidiana. A abordagem atual em geometria
projetiva linear € considerar a geometria euclidiana como caso particular, ou seja, as

axonometrias sdo casos particulares das perspetivas. Por outro lado é de referir que este
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problema relativo as limitacdes da ortogonalidade tem sido referido na literatura relativa a

computacao gréafica, ou seja, € um problema de forte impacto nas atuais aplicagcfes praticas.

As construcdes geométricas sdo muitas vezes encaradas como mera aplicacdo
pratica. Ndo obstante, como se pode concluir do texto, verificou-se que estes tracados, pela
sua intima ligacdo com o suporte teérico, constituem também construcbes mentais,
propiciadoras da elaboracdo de raciocinios logico-dedutivos, com desenvolvimento do
processo cognitivo e na construcdo da imaginacdo criadora, sempre que sejam objeto de
uma correta aprendizagem, que ndo se resuma aos préprios tracados como instrumento

para resolucdo de problemas caso a caso.

Por outro lado se o conhecimento das coOnicas tem avancado imenso no universo
algébrico, tanto na geometria analitica, na topologia e outras areas, também com origem
gréfica tém surgido inovagdes tedricas e aplicagbes, embora de forma muito menos extensa

e proficua.

Tendo em conta a detetada diversidade de areas cientificas e tecnolégicas em que
se utiliza as curvas coénicas, e apesar de 0os conhecimentos adquiridos sobre as cénicas em
cada area de atividade poder ser util para outras areas, h4 uma evidente falha de
comunicacgdo transversal de area para area. A informacgéo cientifica parece ficar confinada a
area em que é produzida. Por outro lado, parece ser evidente que tal conhecimento deve ser
transmitido pela geometria do ponto de vista grafico, pois a alternativa implica
conhecimentos avancados de geometria analitica, cujo dominio € apenas extensivel a um
numero limitado de &reas cientificas e técnicas e quase integralmente no ensino superior.
Assim, parece Util recomendar que o estudo das conicas, do ponto de vista grafico, seja
realizado no ensino basico e secundario de forma adequada a cada estagio de

desenvolvimento dos alunos e com diversos niveis de abordagem.

Concluiu-se da utilidade de, no estudo das secg¢des conicas, consultar tanto os textos
tedricos como os de aplicacdo pratica, pois estes levam a contributos para a teoria,
conclusdo que se considera poder ser generalizavel quando abordamos a geometria com
métodos essencialmente geométricos. O mesmo foi confirmado pelos problemas resolvidos
ao longo do texto pois esta patente que se detetou coeréncia, na manutencao de regras e
interacdo entre as formulacdes tedricas e aplicacGes praticas pois, se da teoria se extraem

conclusdes para aplicacdo na pratica, também desta aplicacéo se alimenta a teoria.

O trabalho de investigacéo realizado permite concluir que quanto mais profundo for o
conhecimento das propriedades das cénicas mais a resolucdo de problemas concretos se
torna agil e simples, elegante, se preferirmos. Ou seja, no projeto de design tal € igualmente

verdade.
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E muito produtivo revisitar a geometria das conicas com o conhecimento atual e com
0S meios atuais, designadamente a geometria das cénicas do ponto de vista grafico e os
suportes informaticos. Por um lado, ao contrario do que muitos pensam no meio académico,
a geometria euclidiana e, dentro dela, e no seu centro, a geometria das conicas, sdo ainda
um campo fértil de investigagdo, como procuramos demonstrar. Por outro lado, as
potencialidades da informatica e, designadamente, da geometria dindmica, €, neste contexto

de investigacdo, uma ferramenta insubstituivel para acelerar processos.

Igualmente se comprovou ao longo deste trabalho que questdes teoricas,
aparentemente sem ligacdo, tornam-se instrumento para resolucdo de problemas numa
outra area. Tal perpassa igualmente de inUmeros estudos no ambito da geometria e implica
que, sobretudo na formacdo avangada de quadros docentes, a formacdo ndo deva ser
apenas especializada, mas implique uma visdo mais alargada dos campos de interagdo com

a geometria.

Ficou evidente ao longo do estudo efetuado que as conicas, se exigem um forte
suporte tedrico escrito e documentado algebricamente, ndo dispensam a sua componente
gréfica, pois a explanagéo escrita ndo é suficiente para a exposi¢cao de todos os aspetos da
guestdo e, muito menos, para evidenciar novas propriedades. Por outro lado, como ficou
documentado, ha conhecimento com origem nas aplicacdes praticas e na representacao por

imagem, pelo que ignora-lo é cercear o conhecimento.

Tal comprovacdo, aliada a todas as conclusdes anteriormente expressas, coloca
igualmente a geometria descritiva enquanto expresséo grafica da geometria projetiva no

centro do conhecimento atual.

Ao longo do trabalho deixamos transparecer o proprio processo de construcdo da
investigacdo, ou seja, fazendo uma recolha e reflexdo critica e expositiva de métodos,
processos e aplicagbes, embora sintética e por isso incompleta dada a vastiddo do
conhecimento nesta area. Procurdmos ultrapassar a mera enunciacdo casuistica de
problemas e aplicagbes préticas pois, tal como enunciamos nos objetivos da investigacéo,
tentou-se atuar tanto na investigagdo fundamental sobre o tema, na busca da criacdo de
conhecimento tedrico enquadrador mas, paralelamente, analisar consequéncias e

potencialidades de aplicacdo pratica na resolucdo de problemas concretos.

Algumas convic¢des da nossa experiéncia docente no &mbito da geometria nas artes
e no design foram confirmadas, designadamente nos processos expositivos ao longo de um
texto e também na importadncia comunicativa da imagem. Algumas delas séo relativas a
importancia comunicativa da propria imagem, area com inumeros estudos mas que

necessita aprofundamento quanto a utilizacdo da imagem em contexto académico. Outras
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dizem respeito a importancia da imagem ser concebida tendo em conta o contexto em que €

inserida.

Em resumo procurdmos corresponder ao longo do texto ao tema e as questdes de
investigacdo, no ambito da metodologia definida. Assim tendo-se enunciado conclusdes de
carater geral mas muitas igualmente de detalhe, h4 que concluir que se demonstrou a
importancia e atualidade da geometria das cbnicas e da geometria projetiva na sua
dimensado gréfica, e das potencialidades da sua utilizacdo no design, sem prejuizo da
necessidade de novos estudos, designadamente os dirigidos a estudos de caso, possam
aprofundar as questfes. Nao obstante, reconhece-se a reduzida utilizacdo, divulgacéo e
estudo no design. De facto, se ha relevancia do tema para o design, ela ndo é igual em
todos os campos de atuagdo no design e, como se concluiu genericamente para diversas
areas de atividade, esta fortemente ligada ao nivel de exigéncia tecnoldgica de cada projeto
concreto. Também se pode concluir portanto que o conhecimento da geometria das cénicas
e da geometria projetiva em geral potencia o aprofundamento tecnoldgico e, assim, potencia

a inovacao.

De tudo o que fica expresso pode sintetizar-se possiveis contributos desta

investigacdo para o conhecimento, designadamente:
- identificando vantagens do cruzamento de informacg&o proveniente de diferentes areas;

- apresentando e sistematizando os conhecimentos das cénicas por forma a torna-los mais

facilmente utilizaveis;

- traduzindo conhecimentos da geometria projetiva de origem analitica para as aplicacdes

graficas préticas;

- apresentando soluc¢des que tornem mais faceis e/ou mais rapidos os tragados tanto em

suporte de papel como em suporte digital,

- explanando sobre os métodos utilizados nos tracados potencia novos angulos de

abordagem em investigagdes futuras;

- ao propor bases de uma estratégia conducente a uma possivel futura utilizacdo sistematica
das curvas conicas como tragados auxiliares na computagéo gréfica, aumentando as

capacidades dos programas e equipamento e acelerando o trabalho pratico;
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- concluindo que a geometria plana pode beneficiar com o estudo da geometria descritiva
pois a utilizacdo de conhecimentos da geometria tridimensional permite encontrar novas

solucgBes para os problemas bidimensionais;

- concluindo que a geometria descritiva permite igualmente a criacdo de contributos para o

conhecimento noutras areas;

- confirmando as vantagens da utilizacdo da geometria dindmica genericamente no estudo
de problemas geométricos mas particularmente nas questdes relativas ao estudo das

conicas;

- 0 método utilizado permitiu enunciar propriedades que ndo se encontrou descritas na

literatura.

Para além das recomendacgfes para investigacdo futura que constam deste texto

interessa acentuar algumas, sobretudo as de carater mais geral.

Assim, tendo em conta a dimensdo exploratéria deste texto em inidmeros aspetos,
parece ser uma evidéncia elementar recomendar que esta investigagdo seja prosseguida

tanto no ambito geral como no detalhe.

Devem ser exploradas em maior profundidade as potencialidades dos programas de
geometria dinamica especialmente em relacédo aos feixes de conicas e as conicas de cada
tipo. Em particular considera-se ser de aprofundar, utilizando metodologia gréfica, as
potencialidades de exploracdo grafica das superficies referidas e outras e ainda, em
geometria plana, aprofundar a definicdo de cénicas por cinco condicdes e a interseccao de
conicas, tema com implicacbes em inUmeras areas e com potencialidades de aplicacdo
pratica evidente, tendo em conta que tal tema se cruza com o dos feixes de coénicas.
Concluindo-se que a utilizagdo das curvas conicas agiliza e simplifica processos de
resolucdo de problemas graficos, e tendo em conta que a utilizacdo destas curvas alarga o
proprio campo das primitivas graficas, da régua e compasso para 0 uso das cénicas como
linhas auxiliares, tendo igualmente em conta que a computacdo grafica e a prépria
geometria analitica que usualmente Ihe serve de suporte seguem procedimentos paralelos
aos que sao utlizados na resolucdo de problemas graficamente, pode enunciar-se a
hipotese de que a utilizacdo mais generalizada das curvas cénicas possa igualmente ser util

na simplificacéo e aceleracéo de procedimentos de computacao grafica.

A geometria, e a geometria das conicas em particular, tém sido fonte ininterrupta de
contributos para o avanco do nosso conhecimento. Hoje, no mundo em que a ciéncia pds a

nu a complexidade, contra a visdo hierarquizada do estruturalismo, realca cada vez mais o
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papel da geometria das cénicas e da sua dimenséao grafica neste contexto de complexidade
ndo hierarquizada. E, por isso, todos os atores na area da imagem devem um
agradecimento a Christopher Alexander pelo seu texto “A city is not a tree” (ALEXANDER,
1965). Embora dirigida ao contexto do urbanismo chamou a atencéo para a complexidade,
propondo que em vez do modelo em &rvore se recorresse a semitrelica. A pronta resposta
generalizada foi a busca de inimeras soluc¢des alternativas, mas cuja matriz comum foi o
reconhecimento da complexidade dos fendmenos humanos. De um modelo determinista
passou-se a um modelo probabilistico. Depois, a geometria do caos deu o embate final na
crenga num mundo regulavel por regras cientificas. Da certeza passou-se a probabilidade. O
nosso mundo atual é portanto um mundo probabilistico, em que a geometria das conicas
esta no centro da maioria das decisfes, e a geometria é a ferramenta para ir modelando as

nossas incertezas. E neste contexto que nos movemaos.
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