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Resumo

Neste trabalho considera-se a subamostragem em séries temporais a qual permite
aproximar a distribui¢do amostral de uma estatistica e as suas caracteristicas. Esta técnica
proporciona a construgao intervalos de confianga assimptéticos para um pardmetro associado

A distribuigo de probabilidade de uma série temporal {X,..., X, }, mostrando-se vilida sob

condi¢des mais gerais que os métodos de reamostragem.

A metodologia de subamostragem é aplicada a séries temporais geradas por modelos
autoregressivos, com o objectivo de construir intervalos de confianga para o pardmetro
autoregressivo. Faz-se um estudo com o objectivo de inferir sobre a relagdo entre o pardmetro
autoregressivo e a dimensdo das subamostras a utilizar na aplicagdo da subamostragem.
Verifica-se que os intervalos de confianga obtidos por subamostragem apresentam uma
cobertura comparével a dos intervalos de confianga cldssicos. Conclui-se que subamostras de
pequena dimensd@o conduzem a melhores resultados na construgdo de intervalos de confianca
para o pardmetro autoregressivo. Num segundo estudo cujo objectivo € caracterizar a

distribuic@o dos estimadores de méxima verosimilhanga calculados nas subamostras, constata-

se que estes apresentam uma distribui¢@o aproximadamente normal.

Palavras Chave: bootstrap, jackknife, subamostragem, série temporal e processo

autoregressivo.



Abstract

In this thesis we consider subsampling in time series analysis. This method is used to
approximate the sampling distribution of a statistic, in order to construct confidence regions
for a parameter of interest. To illustrate the methodology, we use subsampling to construct
confidence intervals for the parameter of an autoregressive process. Using a Monte Carlo
simulation study, we find that the confidence intervals thus obtained present a nominal
coverage probability similar to the classic ones. We also study the small sample properties of

the maximum likelihood estimates obtained by subsampling and the optimal subsample size.

Key Words: bootstrap, jackknife, subsampling, time series and autoregressive

process.
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1. INTRODUCAO

1.1. O Problema

Dadas N observagdes X ,,X,..., X, de uma série temporal, suponha-se que optdmos

por uma estatistica 6 para estimar um determinado pardmetro 6. O problema que se coloca é

0 de medir a precisdo de 6 enquanto estimador de 6.

Foi numa tentativa de estimar o erro padrdo de determinada estatistica que surgiram 0s
métodos de reamostragem como o bootstrap [Efron (1979)] e de subamostragem como o
jackknife [Tukey (1958)] cujo principio basico € a utilizagdo repetida da amostra original de

modo a obter vérias estimativas de €, que serdo usadas para estimar ou aproximar a

distribui¢@o de 6 e as suas caracterfsticas.

Como ¢é sabido, os métodos de inferéncia para dados independentes e identicamente
distribuidos (i.i.d.) ndio sdo consistentes quando os dados em causa sdo dependentes. Nos
Gltimos anos tem vindo a registar-se um aumento considerdvel de literatura relativa a
modificagio destes métodos de forma a poderem ser aplicados a situagdes de dados
dependentes como € o caso das séries temporais.

Historicamente, a primeira extens@o destes métodos a dados dependentes consistiu em
aplicar o bootstrap de Efron a um conjunto de dados de um modelo de regressio geral
reamostrando os residuos como dados i.i.d. e néio as observagdes originais [Efron e Tibshirani
(1986)]. Contudo, esta aproximagdo ¢ restrita a situagdes nas quais € possivel considerar o
modelo de regressio geral como no caso dos modelos autoregressivos.

Uma aproximagio mais geral, consistiu em aplicar a reamostragem a sequéncia de
dados original considerando blocos de dados em vez de dados pontuais como no caso i.i.d..
Desta forma, a estrutura de dependéncia do modelo subjacente é preservada dentro de cada
bloco e conseguem-se inferéncias assimptoticamente correctas. Com base nesta ideia,
Carlstein (1986) considerou o problema de estimar a varidncia de uma estatistica a partir dos
valores da mesma calculada em sub-séries da sequéncia de dados original. A sua ideia tinha
como base a divisdo da sequéncia origiffhl de dados em blocos ndo sobrepostos de tamanho
b<n, calculando a estatistica de interesse nesses blocos e desenvolvendo assim, sob hipéteses
fracas, propriedades consistentes para uma distribuigdio amostral estimada. Mais tarde,

Kiinsch (1989) e Liu e Singh (1992), independentemente, introduziram o bootstrap em blocos



méveis, através do qual a estimagdio da varidncia da estatistica em causa pode também ser
usada para estimar a sua distribuigdo amostral construindo assim intervalos ou regides de
confianga para parametros desconhecidos. O método € andlogo ao bootstrap i.i.d. de Efron
sendo a Gnica diferenga a seguinte: os blocos de observagdes de tamanho b<n , reamostrados
com reposigio a partir dos dados, assumem a forma de pseudo-sequéncia em vez de dados
pontuais. Note-se que, em contraste com a aproximagao de Carlstein (1986), o bootstrap em
blocos méveis utiliza blocos sobrepostos, uma técnica geralmente mais eficiente. Politis e
Romano (1992) propuseram variantes do bootstrap em blocos méveis que possuem
caracteristicas interessantes tais como blocos de tamanho aleatério e uma extensdo periddica

da sequéncia de dados original.

Em suma, os métodos de reamostragem podem essencialmente ser usados de duas
formas em dados dependentes estritamente estaciondrios:

- ajustar um modelo ao conjunto de dados, reamostrando em seguida os residuos tal
como no caso de observagoes i.i.d.;

- dividir os dados em blocos de observagdes consecutivas e reamostrar esses blocos
em vez de dados individuais ou inovagdes estimadas. Carlstein (1986) propds a
utilizagio de blocos ndo sobrepostos, enquanto Kiinsch (1989) e Liu e Singh
(1992), independentemente, introduziram um método de blocos méveis que utiliza

blocos sobrepostos.

Como alternativa aos métodos de reamostragem, Politis ¢ Romano (1992, 1994)
propdem a construgdo de intervalos de confianga para pardmetros com base no método de

subamostragem cujo principio bésico é o célculo da estatistica de interesse em subconjuntos

da amostra original de modo a aproximarmos a distribui¢io amostral de 6 e fazermos
inferéncias sobre 6. No contexto das séries temporais, em vez de reamostrar blocos a partir
da série temporal original usando-os para gerar novas pseudo-séries temporais, cada
subconjunto de observagdes é encarado como uma sub-série, ela prépria também vilida. Cada
um destes blocos é gerado pelo modelo probabilistico subjacente e por isso é de esperar que
possamos obter informagdio vélida acerca da distribuigdo amostral de uma estatistica
calculando-a em todas as sub-séries.

Outra caracteristica atractiva do método de subamostragem € o facto de se mostrar

valido sob condigdes muito fracas. Além das condigdes de regularidade e dependéncia, o
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Gnico requisito no contexto estaciondrio é que a distribuigio amostral da estatistica
devidamente normalizada, possua uma distribuigéo limite ndo degenerada.

Neste trabalho procedemos a uma revisdo de alguns métodos de reamostragem com
énfase na sua aplicagio a séries temporais e apresentamos a metodologia da subamostragem.
Assim, no capitulo 1 apresentamos alguns conceitos bésicos relativos a séries temporais €
apresentamos também uma revisdo acerca das metodologias bootstrap e jackknife. O capitulo
2 ¢ dedicado 2 metodologia da subamostragem de Politis e Romano (1994) e no capitulo 3
aplicamos a metodologia apresentada a um modelo autoregressivo de 1* ordem com o
objectivo de fazer inferéncias sobre o pardmetro autoregressivo, apresentando alguns

resultados de um estudo de simulagdo.

1.2. Séries Temporais — Conceitos Basicos

Dado um processo estocdstico {X, :7€ R}, uma série temporal ¢ um conjunto de
observagdes do processo estocdstico, X, ,X, ..., X, , feitas nos instantes 7,,t,,....7, .

Por uma questio de simplicidade consideraremos teT ={0,+112,...}, isto &,
consideramos apenas séries temporais discretas (uma série temporal dir-se-d continua se 7'
for um intervalo da recta real). Consideraremos também que as observacdes sdo feitas em
intervalos de tempo regulares, isto é, com a mesma amplitude. Note-se que um processo {X ,}
admite um conjunto infinito de realizagdes que se denomina “ensemble” sendo uma série
temporal apenas uma das realizacdes do “ensemble” associado ao processo.

Encarando uma série temporal como uma das infinitas realizacées de um processo
estocéstico, temos um conjunto de varidveis aleatérias ordenadas no tempo.

Apesar de um processo estocdstico poder ser visto, de uma forma mais geral, como
uma familia de varidveis aleatérias indiciadas ndo s6 no tempo como no espago ou em ambos,
consideramos aqui que um processo estocastico é uma colecgdo ordenada de varidveis

aleatérias {X e T } onde T é um conjunto de indices representando o tempo.

Um processo estocdstico {X, :1€ T} diz-se estritamente estaciondrio se e s6 se a
distribui¢do conjunta de (X, ..., X, ) € igual a distribui¢do conjunta de (X, ..., X, ,,) para
qualquer inteiro positivo n e para quaisquer inteiros ¢,,t,,...,t, € k, ou seja

x,, N Xpses X,y )=I-‘(XWMX'M)(x,,...,x,,)
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......

de (X, ,..X, ).
O conceito de “equilibrio estatistico”, entendido como a invaridncia de qualquer
distribui¢do de dimensao finita em relag@o a translac¢des no tempo, leva-nos a concluir que €

indiferente observar os processos nos pontos ?,,f,,...,f, OU NOS PONLOS 1, .15 ol -

Contudo, a nogéo de estrita estacionariedade € dificil de verificar na prética pois exige o
conhecimento de todas as distribuicdes marginais, sendo portanto uma exigéncia bastante
forte. Assim, hd processos que, nao sendo estritamente estaciondrios, o sdo em sentido lato.

Um processo estocdstico {X, : 7€ T'} diz-se fracamente estacionério ou estaciondrio
até 2 ordem m se, para qualquer inteiro positivo n, para quaisquer inteiros 7,,t,,...t, € k,
todos os momentos conjuntos até a ordem m de \X, , X, ,...X ,“} existem e sdo iguais aos
correspondentes momentos conjuntos até a ordem m de X, ., X, ;. X, } Entdo,
Elx, yiex, )y, )] = ELX, . )"(X, )" (X, o )] para todos os inteiros
positivos, m,,...,m, tais que m, +...+m, <m e qualquer k.

Em particular, um processo estocdstico {X, :#€ T'} diz-se estaciondrio de 2* ordem

ou estaciondrio para a covariancia se, para todo o 7, E(X; )< +eo,
EX, )=u e Van(X, )=o’.

No estudo de processos estaciondrios no dominio do tempo sdo de extrema
importincia as fungdes autocovariéincia e autocorrelagdo, as quais passamos a definir.

Chamamos funcio autocovariancia (FACOV) do processo a fungao
% =Cov(X,.X,.. )= E(X, - WX, -]

a qual se encontra definida para todos os valores de k =0,£1,%2,... e mede a covariéncia entre
dois valores do processo separados por um intervalo (“/ag”) de amplitude k.
Da mesma forma, definimos a funcido autocorrelacdo (FAC) do processo como
sendo
cov(X,,X,..)
Jvar(X, var(X,,; )

p.=Corr(X,,X,,, )=
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Mas como var(X,,, )=var(X, )=y,

ke
Yo

P

Para cada k, a fungdo p, mede a correlagdo entre pares de valores do processo
separados por um intervalo de amplitude k. Intuitivamente, podemos interpretar p, como

uma medida da semelhanga entre cada realizacdo e a mesma realizagdo deslocada para a
esquerda (ou direita) k unidades de tempo. Nos modelos usuais, quando k tende para infinito,
7, € p, tendem para zero pois, 2 medida que k aumenta, ¢ de esperar que a capacidade de
memoéria do processo diminua. A representagdo grifica da FAC denomina-se por

correlograma.

As principais propriedades das funcdes autocovaridncia e autocorrelagio sio as

seguintes:
i) Y =0" e =1
ii) |y,,| <Y € lpk| =1
) ool EVaiiren © spresPaE s

iv) As fungdes y, e p, sdo semidefinidas positivas, isto €
n n n n
2 2y 721 20 » 2 2P}y 20
i=l j=1 i=l j=1

para qualquer conjunto de nimeros reais z,,...,z, € instantes de tempo 7,,...,7, .

Para além da andlise da correlagio entre X, e X, , interessa analisar a correlagdo
entre X, e X,,, depois de eliminar o efeito que sobre elas exercem as varidveis intermédias
B X o e Ky ps 1SUOE

}‘(/Y,,X”k | XI+I’XI+2 ""'Xl+k-l )

Na andlise temporal, esta correlagdo condicional designa-se por autocorrelagio
parcial.
Destas consideragdes decorre uma interessante propriedade relativa aos processos

Gaussianos. {X ,} diz-se um processo Gaussiano se, para qualquer inteiro positivo n € para

quaisquer inteiros 17,,f,,...,7,, a distribuicdo conjunta de {X,I,X,’,...,X,_} ¢ normal

n?
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multivariada. Ora, uma vez que a estrutura probabilistica de tais processos fica
completamente especificada pelas fungdes média e covariéncia, concluimos que qualquer
processo Gaussiano estaciondrio até a 2* ordem € estritamente estaciondrio uma vez que as
referidas fungdes sdo invariantes sob translacg¢des no tempo.

Neste trabalho consideraremos apenas processos estaciondrios de 2* orde

1.3. Bootstrap

O bootstrap faz parte da grande familia dos métodos de reamostragem e foi
originalmente proposto por Efron em 1979, tendo revolucionado a Estatistica.

Suponhamos que dispomos de uma amostra aleatéria Y =(X,,.., X, ) pertencente a
uma determinada distribui¢io de probabilidade desconhecida F e que pretendemos estimar

um parimetro de interesse 6 =6(F) com base em Y. Teremos entéio que calcular o estimador

G=s( Y). Embora as ideias subjacentes ao bootstrap sejam antigas, o interesse da comunidade
cientifica pelo método surgiu essencialmente apés os trabalhos de Efron (1979) e Efron e
Tibshirani (1986) onde o bootstrap é apresentado como um método de base computacional
adequado a vérios problemas de estimagdo. Através deste método podemos, por exemplo,
construir de modo simples estimadores para a distribuigdo de 6 e as suas caracteristicas com
base na amostra Y, como refere Brito (2000).

Efron e Tibshirani (1993) apresentam de forma muito clara o funcionamento deste
método:

Comegamos por construir a distribui¢do empirica F , estimador de F, definida como

#{x, <x}
n

F(x)= . A fungdio distribuicdo empirica obtém-se atribuindo peso % a cada um

dos valores observados X,, i=1,..,n. Com F fixo, definimos uma amostra bootstrap
Y =(X;,.,X,) como sendo uma amostra aleatéria de tamanho n obtida de F, com
reposigdo, a partir da populagdo dos 7 individuos (X,,... X, ): F —(X;,...X, ). A notago *
indica que Y~ ndo € o conjunto de dados original ¥ mas sim uma vers@o reamostrada de Y.
Seleccionamos entdo B amostras bootstrap independentes Y™,..Y™, cada uma

consistindo em n dados obtidos, com reposi¢do, a partir de ¥ (para estimar o erro padrdo,

geralmente 50<B<200). Associada a cada conjunto de dados bootstrap Y" estd uma réplica
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bootstrap de 6: 6°(b)=s(Y™ ), b=1,...,B, a qual resulta da aplicagio da mesma fungiio a ¥~
que foi aplicada a Y.

Finalmente, estimamos o erro padrio de 6 - se,,(é) - pelo desvio padrdao das B
réplicas:
%

B ~ ~
 [Sbe-oc 3
ey —ulo0 ity = onde 6°(-)=l——mo,,

B-1 B

verificando-se que o desvio padrdo empirico aproxima o desvio padrdo da populagido quando

o niimero de réplicas aumenta pois lim ses = se; = se;( 6 ).
oo

Como atrds referimos, no caso de se tratarem de dados dependentes, esta aproximagdo
ndo € vidvel pois, ao reamostrarmos observagdes desta forma eliminamos a estrutura de
dependéncia que caracteriza os dados. Este facto conduz-nos a ideia de construir amostras
bootstrap tomando blocos a partir das observagOes originais e ndo simplesmente dados
pontuais.

Centrando a aten¢@o apenas no contexto das séries temporais, Davison e Hinkley
(1997) consideram duas formas distintas de reamostragem: reamostragem com base no

modelo e reamostragem por blocos, as quais passamos a descrever sucintamente.

1.3.1. Reamostragem com base no modelo

Neste caso procedemos a uma abordagem andloga a reamostragem com base num
modelo de regress@o. A ideia € ajustar um modelo aos dados, construir residuos a partir do
modelo ajustado e depois gerar novas séries incorporando amostras aleatérias dos residuos
dentro do modelo ajustado. Os residuos sdo geralmente centrados novamente de forma a
apresentarem a mesma média que as inovagdes do modelo. A situagdo mais simples consiste

em ajustar um modelo autoregressivo de 1* ordem [AR(1)] - X, =aX,,+¢ com
=101 .~¢ |a|<1 — a uma série observada X,,.,X,, originando o coeficiente
autoregressivo estimado a4 e as inovagdes estimadas e, =X,—-aX,,, t=2,..,n; (ndo é
possivel obter e, porque X, € desconhecido). Na reamostragem com base no modelo
procedemos por amostragem equiprovével, com reposicdo, a partir dos residuos centrados
e,—2,.,e,—€ para obtermos inovagdes simuladas &,,..., e depois colocar X, =¢, ¢

X' =aX , +e , t=1,.,n. Na verdade, as séries assim geradas ndo sdo estaciondrias. E
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conveniente iniciar a série em equilibrio ou entdo gerar uma série mais longa de inovagdes e
comegar a equagdo X, =aX,, +e¢,, t=1..,n em j=-k, sendo o periodo de —k a zero
suficientemente longo para assegurar a estacionariedade das observagdes X ,..,X,. Os

valores X, ..., X, sdo colocados de parte.

A reamostragem com base no modelo é, em geral, simples de aplicar e conduz a bons
resultados quando o modelo ajustado aos dados é correcto. O maior inconveniente deste
procedimento é que, na priética, tém que ser identificados a partir dos dados ndo apenas os
pardmetros do modelo mas também a sua estrutura. Se a estrutura escolhida € incorrecta, as
séries reamostradas serdo geradas a partir de um modelo errado, e logo ndo terdo as mesmas
propriedades estatisticas que os dados originais. Surge entdo a necessidade de um método em
que ndo seja necessdrio ajustar previamente aos dados qualquer modelo: a reamostragem em

blocos.

1.3.2. Reamostragem em blocos
Neste caso reamostramos blocos de observagdes consecutivas em vez de inovagdes. A
versdo mais simples desta ideia consiste em dividir os dados em / blocos n@o sobrepostos de

tamanho b, onde supostamente n=[b. Fazemos Y, =(X,,...X, ), Y, =(X,,;,...X5 ), etc.,
originando blocos Y,,....Y,. O procedimento consiste em gerar amostras bootstrap, com
probabilidades iguais y ,de {¥,.....¥, }, e depois “colé-las” de uma extremidade a outra para
formar uma nova série. Note-se que, nesta perspectiva, o bootstrap de Efron pode ser
encarado como um caso particular do bootstrap em blocos méveis, caso em que sio utilizados
blocos de tamanho b=1.

Suponhamos, por exemplo, que a série original é X,,...,X,, e tomamos b=4 e [=3.
Entdio os blocos sdo Y, =(X,,X,,X;,X,), ¥,=(X;,.Xs.X,;,X;) e ¥V, =(X,,X 5, X1, X))

Se os blocos reamostrados forem ¥, =Y, , ¥, =Y, e ¥, =Y,, a nova série de tamanho 12 é
{X:'}= Y0¥, = X0, X0, X, Xy, X,.X,,X5.X,, X5.X5.X;, X,

Em geral, as séries reamostradas encontram-se mais préximas do ruido branco que a série
original.
A ideia que estd por detrds da reamostragem por blocos é que, se os blocos sdo

suficientemente longos, # dependéncia original serd preservada nas séries reamostradas onde
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as estatisticas 6 , calculadas a partir de {X ; }, tém aproximadamente a mesma distribui¢do que

as estatisticas @ calculadas a partir de réplicas da série original. Obviamente, esta
aproximagio serd tanto melhor quanto mais fraca for a dependéncia e, por outro lado, quanto

mais longos forem os blocos, de forma a reterem melhor a dependéncia. Por outro lado, os
valores de #" devem ser tio numerosos quanto possivel, de forma a conduzirem a uma boa
estimativa da distribuicdo de @, o que se proporciona quando usamos blocos pequenos.

Trabalhos de natureza teérica sugerem que o tamanho dos blocos b deve ser de ordem n",

re :bI[ Neste caso, tanto o tamanho dos blocos b como o nidmero de blocos [ = % tendem

~

para infinito quando n—eo, dependendo ainda o valor de r do tipo de estatistica ¢ em
causa.

Podem ser consideradas diversas variantes desta técnica de reamostragem. Uma delas
consiste em formar blocos sobrepostos. Por exemplo, considerando novamente que a série
original é X,,..,X,,, e mantendo b=4 formamos n-b+1=9 blocos: ¥, =(X,X,,X,;,X,),
Y,=(X,,X;,X,,X5) ... ¥,=(Xy,X,,,X,,,X,, ). Isto provoca alguns efeitos terminais pois
as primeiras e Gltimas b-1 observagdes originais aparecem em menos blocos que as restantes.
Porém, tais efeitos podem ser eliminados acrescentando b-I blocos (no exemplo acima,
acrescentando  os  blocos Yoo =X 10: XX X)) 5 Y, =(X;, X X, X;) e
Y,=(X,,,X,,X,,X,;)). Desta forma garantimos que cada uma das observagdes originais

possui igual probabilidade de aparecer nas séries simuladas. Além disso, esta “correcgdo

terminal” elimina um pequeno problema existente na técnica de blocos ndo sobrepostos: o

tltimo bloco seria menor que os restantes sempre que % ndo fosse um inteiro.

O maior inconveniente da reamostragem por blocos prende-se com o facto de se
registar uma dependéncia menor nas séries geradas que nos dados originais, o que poderé
conduzir a aproximagdes erradas. Como atrds referimos, nio € apropriado tomar blocos de
tamanho b=1 na reamostragem de dados dependentes pois nesse caso as séries reamostradas
seriam apenas ruido branco, o que pode contudo continuar a verificar-se quando os valores de
b sdo pequenos. Isto sugere uma estratégia intermédia entre os dois tipos de reamostragem
aqui apresentados (com base no modelo e por blocos). A ideia € branquear a série ajustando-
lhe o modelo que supostamente elimina mais a dependéncia entre as observagdes originais.
Em seguida, uma série de inovagdes é gerada reamostrando, por blocos, os residuos a partir
do modelo ajustado. Finalmente, a série de inovagdes € colorida através da aplicagdo do

modelo estimado as inovagdes reamostradas. Por exemplo, se utilizarmos um modelo AR(1)
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para branquear os dados originais, novas séries sdo geradas aplicando a equagdo

X =aX,, +é , t=1,..,n, com a série de inovagdes {s, } amostrada nao independentemente

mas em blocos tomados a partir da série dos residuos estimados centrados ¢, —e,...,.e, —€.

Uma técnica diferente, que permite eliminar o efeito de ruido branco presente na

reamostragem por blocos, consiste em reamostrar blocos de blocos.

Suponhamos que o foco de interesse € uma estatistica 6, estimador de 6, que depende

apenas de blocos de m observagdes sucessivas. Um exemplo € a autocovariéncia amostral no

n=k s Foot
lag k: 7, =;{72(X =K )(X =X ) onde m=k+1. Excepto quando b>>m, em geral a
j=1

distribuigdo de (é ——é'), onde &" denota os valores da estatistica @ calculada nas séries {X; },

constitui uma aproximagao pobre de (0—6) uma vez que um nimero significativo de pares

(X ,X j,,,‘) na série reamostrada pertencerd a jung@o de blocos, estando esta mais préxima do

ruido branco que a série original. Para implementar a reamostragem por blocos de blocos
definimos um novo processo m-variado {X : } para o qual X’ = (X promms (R ) A reescrita de

A ’

6 envolve as médias dos X ; e a reamostragem de blocos dos novos “dados” X i gty

sendo cada observagio um bloco de dados originais. Por exemplo para a autovariancia num

(X/ X/ )E X;l XI,Z X;,n-l == X) Xz X,,-l
e X;l X;Z X;.n—l Xz X_; X

lag 1 colocamos

¢ escrevemos ' = _172(X n=X. )(X »—Xs. ) O ponto chave é que ' ndo deve comparar
i

observagdes adjacentes em cada linha. Com n=12 e b=4, uma réplica bootstrap poderia ser

{X'.}= X5X6X7X8 XIXZXJX4 X7X3X9X10
4 XsX; XX, X, XX, X, XXX 10X

Uma vez que a versdo bootstrap de 6" baseada nesta série apenas conterd produtos de
observagdes adjacentes (centradas) dos dados originais, o ruido branco serd reduzido, apesar
de nao ser removido inteiramente.

Outro inconveniente da reamostragem em blocos é que as séries geradas ndo sdo

estaciondrias, porque, préximo da ligagdo entre blocos e no centro dos blocos, a distribuigdo
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conjunta das observagdes reamostradas difere. Isto pode ser ultrapassado tomando blocos de

tamanho aleatério. No bootstrap estaciondrio siao tomados blocos cujos tamanhos B sdo

distribuidos geometricamente, com densidade Pr(B=t)=(1- p) p, t=1.2,...Isto assegura
que as séries reamostradas sejam estaciondrias com um tamanho médio de bloco b= %’

enquanto as séries bootstrap com tamanhos de bloco fixos nao sdo estaciondrias.

Suponhamos agora que pretendemos usar o bootstrap em blocos para estimar uma
determinada caracteristica K, com base numa série de n observagdes. Diferentes tamanhos de
blocos - b - conduzem, a diferentes estimadores bootstrap I%(n,b). Que valor de b devemos
usar?

O tamanho 6ptimo de bloco é definido como sendo aquele que minimiza o erro
quadratico médio (EQM) assimptético do estimador bootstrap. Sabe-se que o tamanho éptimo
de bloco cresce com n, dependendo da caracteristica que estamos a estimar. Hall et al (1995)

demonstraram que, tanto nos blocos sobrepostos como n@o sobrepostos com tamanho fixo, o

tamanho b do bloco 6ptimo verifica b~n", onde r= A para estimar o viés ou a variancia,
r= A para estimar uma fungdo distribui¢@o unilateral (ex: F(6,<7))e r= % para estimar

uma fung@o distribui¢do simétrica (ex: F(

6,

<17)). Davison e Hinkley (1997) referem que,

para n e b grandes, o EQM de K(nb) é proporcional a

116 G
&b - n

onde C, e C, dependem apenas de K e da estrutura de dependéncia da série. Na expressdo
acima, d=2 e c¢=1 se K for o viés ou a variancia, d=1 e c=2 se K é um quantil unilateral e d=2
e ¢=3 se é um quantil bilateral. Desta expressdo decorre que, para n grande, o EQM de
Ie(n,b) ¢ minimizado tomando be< nﬁ. Nio conhecemos porém a constante de
proporcionalidade, que pode ser estimada da seguinte forma: estabelecemos um valor inicial
para b de forma a obter K(nb). Depois tomamos m<n e k<b e calculamos os valores de
K(mk) a partir das m-n+1 séries XX t=1,..,n-m+1. O EQM para K(m,k),

calculado a partir de séries de m observagdes e com blocos de tamanho &, vem entio

n-m+l,

2
EQM(m,k)=ﬁ Sk (m - Rinb)} .
=1



19

Repetindo este procedimento para diferentes valores de k mas igual valor de m,
obtemos o valor de & para o qual EQM(m,k) ¢ minimizado.
Hall et al (1995) mostraram também que blocos sobrepostos sdo mais eficientes que

blocos nao sobrepostos.

1.4. Jackknife

Tal como o bootstrap, o jackknife é uma técnica de base computacional que permite
estimar o enviesamento e o erro padrio de um estimador em condigdes teoricamente
complexas. Esta técnica foi originalmente proposta em 1949 por Maurice Quenouille para
estimar o enviesamento de um estimador e consiste no cdlculo da estatistica em amostras
construidas a partir da amostra inicial por eliminag@o consecutiva de um dado observado.
Mais tarde, Tukey (1958) reorganizou o trabalho anteriormente feito, utilizando o jackknife
para estimar o erro padrdo, dando-lhe este nome. Vejamos, resumidamente, em que consiste
esta técnica:

Suponhamos que dispomos de uma amostra ¥ =(X,X,,...,X, ) e de um estimador

f=s(Y). Pretendemos estimar o viés e o erro padrio de 6.0 ponto fulcral desta técnica

consiste em gerar amostras jackknife, e para isso deixamos de fora uma observagao de cada
vez:

Vs ik, Xpro, 15,005

A i-ésima amostra jackknife é constituida pelo conjunto de dados ao qual foi retirada

a i-ésima observagio, sendo ém =s(Y,, ) ai-ésima réplica jackknife de 6.

O estimador jackknife do viés € definido por

A 2 41 » - é
bias jax =(n—1)(6,,-6) onde 6= .
i=1 N

Por sua vez, o estimador jackknife do erro padréo € definido por

7 o i el
S€ jack =|:n712®m_9('))7:| 2.
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Na pritica, verifica-se que o jackknife ndo é consistente para estatisticas que nao
sejam estdveis, como acontece, em geral, quando as observagdes em causa sdo dependentes.
De forma a contornar esta inconsisténcia, Wu (1986) e mais tarde Shao e Wu (1989),

propuseram o jackknife delete-d. Neste caso, em vez de deixarmos uma observagio de fora

de cada vez, deixamos d observagdes. De facto, devemos deixar de fora mais do que d = Jn

observagoes, de forma a obter consisténcia para o estimador jackknife do erro padrdo.
Seja ém o valor da estatistica 0 aplicada ao conjunto de dados com o subconjunto s

removido. O estimador jackknife delete-d do erro padrdo vem
. /2 j
) ( S d " A A 9(; )
S€ jack =|:F-C:2(0m—6(.))2:| onde 0(_,=2-’E'
O somatério é tomado sobre todos os subconjuntos s de tamanho n-d escolhidos sem

reposicado de X ,,X,,....X,,.
Se n for muito grande e Jn <d <n, o nimero de amostras jackknife -"C, - pode ser

muito elevado. Neste caso, em vez de calcularmos # em todos estes subconjuntos, podemos
gerar uma amostra aleatéria de subconjuntos, o que torna o jackknife delete-d mais parecido
com o bootstrap.

Numa tentativa de estender a metodologia jackknife a dados dependentes, Kiinsch
(1989) sugere que se apaguem sucessivamente blocos de b observagoes consecutivas. A
estatistica de interesse € entdo calculada em cada conjunto de dados obtido desta forma,
calculando-se depois a varidncia amostral dos valores da estatistica assim obtidos. Esta
metodologia mostra-se eficiente em alguns casos mas levanta alguns problemas quando o
conjunto de dados em causa apresenta dependéncia forte. Assim, ao omitirmos um
determinado bloco temos que ter algum cuidado na transi¢do entre as observagdes que
antecedem e precedem o bloco apagado. Alonso et al (2000) propdem uma técnica alternativa
na qual encaram estes blocos de observagdes apagadas como dados que faltam, sendo estes
substituidos por estimadores dos valores que faltam conservando assim a estrutura de

dependéncia das observagoes.

De um modo geral, quando os dados em causa sdo dependentes, € mais usual recorrer
2 metodologia bootstrap que aos métodos jackknife por se tratar de um método mais geral e
adaptdvel a uma maior diversidade de situagdes. De facto, mais de duas décadas se passaram
desde que Efron (1979) introduziu o bootstrap, o qual se veio a revelar um método bastante

eficaz na estimagdo da distibui¢do amostral de uma estatistica. Podemos mesmo considerar
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que o bootstrap revolucionou o campo da Estatistica, alcangando um enorme sucesso. Porém,
apesar disso, é sabido que o bootstrap falha quando aplicado a um nimero considerdvel de
situagdes, sendo um desses contra-exemplos 0 caso em que o estimador em causa ndo
apresenta uma distribuig@o limite continua. Para ilustrarmos esta situagdo, consideremos, por

exemplo, o modelo autoregressivo de 1* ordem - AR(1):

X =p+aX, ,+e, t=1,..n

onde a é uma constante satisfazendo as condigdes de estacionariedade e {¢, } é uma sucessio
de varidveis aleatérias i.i.d. com distribuigio N(0,07 ).

Basawa et al (1991) atribuem a falha do bootstrap neste modelo a descontinuidade da
distribuigo limite do estimador de minimos quadrados de a no circulo unitério. Estes autores

referem que a causa principal da falha do estimador bootstrap em |a|=1 é o facto de a

~

distribuigio limite de @, ser drasticamente diferente para os trés casos seguintes: |a|<1,
|a|>1 e la|=1.

Relativamente ao modelo acima referido, Politis et al (1999) referem ainda que a
inferéncia sobre a ndo é trivial pois a distribuigdo limite do estimador depende dos parametros

subjacentes a e u . Assim, se |a| <1, o estimador de minimos quadrados converge para uma

distribui¢io limite normal a velocidade de n”. Para a=1, e u=0, converge para uma

distribuigio ndo standard a velocidade de n. Finalmente, para a=1 e y #0 o estimador

converge para uma distribuigdo normal & velocidade de n’ . Para construirmos um intervalo
de confianga para a, é necessdrio saber qual ¢ o modelo correcto e logo, a descontinuidade da
distribui¢@o limite conduz a falha do bootstrap.

Relativamente aos métodos bootstrap, além do problema da descontinuidade da

distribuigdio limite do estimador, Zaman (1996) refere que, ao aproximarmos a distribuic@o

F(x) de um estimador pela sua distribui¢do empirica F , pode acontecer que de facto F nio
aproxime correctamente F(x) €, nesse caso, 0 bootstrap falha.

Surge entdo a necessidade de um método mais geral vdlido também nas situacdes que
representam um contra-exemplo para o bootstrap. Foi neste contexto que Politis e Romano
(1994) propuseram a metodologia da subamostragem que desenvolvemos no capitulo

seguinte.
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2. SUBAMOSTRAGEM

Suponhamos que dispomos de n observagdes {X,,... X .} e que optdmos por uma

estatistica 6 =6(X J»en X, ) para estimar um determinado parametro 6 =6(P)e R, sendo P a

medida de probabilidade subjacente. O objectivo do método de subamostragem introduzido

por Politis ¢ Romano (1994) € a construgiio de intervalos ou regides de confianga para 6
através da aproximagdo da distribuigdo amostral de (é,, —0(P)) com base nos valores da

estatistica calculada em subconjuntos dos dados. Por exemplo, no caso em que os dados sdo n
observagdes i.i.d., sdo geradas subamostras de tamanho b<n amostrando, sem reposigdo, b
observagdes a partir da sequéncia de dados original de tamanho n. Posteriormente, a

estatistica de interesse é calculada no conjunto inteiro de dados e depois calculada em todos
os "C, subconjuntos de dados de tamanho b. Os valores resultantes do célculo da estatistica

em cada subamostra sdo convenientemente normalizados de forma a aproximarem a
verdadeira distribuigio amostral em causa. Assim, a subamostragem constitui um método

muito geral para a construgdo de intervalos de confianga de 1* ordem assimptoticamente
vélidos pois, sob certas hipteses em b (de forma a que b—>co € % — 0 quando n—>°

como veremos adiante), o método € vilido sempre que a estatistica original,
convenientemente normalizada, apresenta uma distribuigiio limite sob o verdadeiro modelo.
Outros métodos como o bootstrap, impdem que a distribuigao da estatistica seja de alguma
forma estivel enquanto tal condigdo ndo € necessiria no método de subamostragem,
funcionando este sob condi¢des muito fracas.

Na verdade, o uso da subamostragem para aproximar a varidncia de uma estatistica
ndo constitui uma ideia nova. Os estimadores jackknife do viés e da variancia baseados no
célculo da estatistica em todas as subamostras de tamanho n-1 foram estudados por
Quenouille-Tukey e aproximam-se da média e varidncia da distribuicio amostral estimada
estudada por Politis e Romano (1992) com b=n-1. Também Hartigan (1969) havia
introduzido o que Efron (1982) apelidou de método de subamostragem aleatéria, o qual se
baseava no cilculo da estatistica de interesse em todos os 2" —1 subconjuntos de dados,
produzindo assim limites de confianga exactos. Mais tarde, Hartigan (1975) adaptou estes
resultados a um contexto mais geral de estimadores com distribuigdo assimptética normal. O

jackknife e a subamostragem aleatéria sio métodos similares no sentido em que ambos usam
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subconjuntos de dados para aproximarem o erro padrio de uma estatistica ou a sua
distribui¢@o amostral.

Apesar de partilhar algumas propriedades com os métodos atrds referidos, o bootstrap
de Efron (1979) veio corrigir algumas deficiéncias no jackknife, permitindo concretizar um
objectivo mais ambicioso: aproximar uma distribui¢do amostral completa. Shao e Wu (1989)
mostraram que, baseando o estimador jackknife da varidncia na estatistica calculada em
subamostras com d observacdes apagadas, muitas deficiéncias do estimador da varidncia
jackknife usual (com d=1) podem ser ultrapassadas. Mais tarde, Wu (1990) usou estes
resultados para aproximar uma distribuicdo amostral através do que chamou um histograma
jackknife, mas apenas em situagdes i.i.d. onde a normalidade assimptética estd assegurada.
Posteriormente, Politis e Romano (1992) mostraram como os valores resultantes da
subamostragem podem servir para estimar com exactiddo uma distribui¢do amostral sem
qualquer pressuposto de normalidade assimptética, assumindo apenas a existéncia de uma

distribuic@o limite.

2.1. Subamostragem em Séries Temporais

Uma vez que o nosso foco de interesse sdo as séries temporais, limitamo-nos a
apresentar aqui a metodologia da subamostragem de Politis e Romano (1994) para dados
dependentes. Contudo, é de referir que, num contexto de dados independentes, a
subamostragem funciona de forma muito similar aquela que a seguir apresentamos. Tal como
no caso dos dados independentes, a principal condi¢do a verificar em dados dependentes, é
que a estatistica de interesse, devidamente normalizada, possua uma distribui¢do limite nio
degenerada. A diferenca crucial € que apenas blocos de dados consecutivos, de tamanho b<n,
serdo permitidos como subamostras, em vez de qualquer colec¢io de b dados amostrados sem
reposi¢do a partir da série original de forma a preservar a estrutura de dependéncia das

observagdes.

Sejam {X ..., X, } n observagdes de uma série temporal estaciondria que toma valores

num espago amostral S e seja P uma medida de probabilidade. O objectivo € construir um

intervalo de confianca para um determinado pardmetro 6(P)€ R, com base nas observacoes

X,,...X,. Assim, seja 6, =én(X,,...,Xn) um estimador do pardmetro de interesse O(P).
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Pretendemos estimar a verdadeira distribui¢do amostral de é,, de modo a fazer inferéncias
sobre 6.

Assumamos que a sequéncia {X,} satisfaz uma certa condi¢io de dependéncia fraca.
Mais concretamente, dada uma sequéncia aleatéria {Z, }, seja 7" a o —dlgebra gerada por

{Z, n<t< m} e definamos a sequéncia a —mixing correspondente como

a, (k)= sup sup|P(An B)— P(A)P(B],
n AB

onde A e B s#io eventos nas o —dlgebras 77 e .7, respectivamente. A sequéncia {Z,} diz-
se a—mixing ou que satisfaz uma condigdo de mistura forte se a,(k)—0 quando k —eo.
Sherman (1997) refere que, intuitivamente, a condi¢do a,(k)—0 quando k — oo significa
que observagoes separadas por um lag grande comportam-se aproximadamente como sendo
independentes. No caso particular em que {X,,..., X, } sdo observagdes i.i.d., a,(k)=0 para

k>0.
O ponto fulcral do método de subamostragem consiste em aproximar a distribui¢do

amostral da estatistica em causa calculando-a novamente em subamostras dos dados
observados, isto é, pretendemos aproximar a distribui¢dio amostral de 6, através da

distribuigdo empirica das réplicas éb onde o tamanho b da subamostra é um inteiro positivo

menor que o tamanho da amostra original n. No caso das séries temporais usamos apenas
blocos de observagdes consecutivas, de tamanho b, como subamostras vélidas sendo a

primeira {X,,Xz,...,Xb} e & Gitima {X. . XK, }. Note-se que existem g=n—b+1
blocos destes, sendo, obviamente g =n—b+1<<"C,, o nimero de subamostras a considerar

no caso de dados independentes.

Seja 0,, =0,(X,,..X,,,,) o estimador de 6(P) baseado na subamostra
{X,,...,XM_,} (note-se que, de acordo com esta notagdo 9,,=0?M,). Seja J,,(P) a

distribui¢do amostral de 7, (é,w 4 —0(P)), onde 7, ¢ uma constante de normalizagdo apropriada.

Defina-se também a correspondente  fungdo  distribuigdo acumulada como
J,,(x,P)=Prob, ¥, ,,, -0(P))< x}.
Por conveniéncia, notemos por J,(P)=J, (P) a distribui¢do amostral de , @" —6(P))

e notemos a fung¢do distribui¢io acumulada correspondente por J (-, P).
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Essencialmente, a tnica hipétese que precisamos colocar para estimar J,(P) de forma
consistente € a seguinte:

Hipotese A:

Existe uma lei limite J(P) tal que J (P) converge fracamente para J(P) quando
N=—>o0,

Isto significa que o estimador, devidamente centrado e normalizado, possui uma

distribuigdo limite. E dificil desenvolver uma teoria assimptética sem tal exigéncia.

As tnicas condigoes a impor a b € que % —0 e b— e quando n —oo.

A aproximagao subamostragem a J (x,P) € entdo definida por:

I n=b+l

Ln,b(x)= e g El{lb(énm —é" )Sx}

=1

onde I{E} ¢ a fungdo indicatriz do evento E = {t,,( én 2k —én )< x}.

Para cada , {X,,...,X,,,_, } € uma subamostra de tamanho b do verdadeiro modelo P.
Logo, a distribuicdo exacta de t,,(éw —H(P)) é J,(P). A estacionariedade implica que a
distribui¢do empirica dos n-b+1 valores de 7, (é,, 5 —B(P)) constitui uma boa aproximacdo a

J,(P). Assim, sendo 6(P) desconhecido, podemos substituir 6(P) por 9,, uma vez que
Ty @,, —O(P)) ¢é de ordem % em probabilidade e assumiremos que % =0.

Politis e Romano (1994) demonstram um resultado que estabelece as condigoes sob as
quais o método de subamostragem conduz a resultados assimptoticamente vélidos para
estatisticas gerais, funcionando sob condi¢gdes minimas. Nenhum teorema equivalente é
considerado nos métodos de reamostragem como o bootstrap em blocos méveis. Pelo

contrdrio, tais métodos exigem uma anélise de cada caso muito mais complexa.
Teorema A [Politis e Romano (1994)]:
Notemos a sequéncia a —mixing correspondente a {X ,} por a,(-).
Assumamos a Hipdtese A e que % -0, %—)0 e b— e quando n— oo.

Assumamos também que a.,(m)— 0 quando m — .



26

i) Se x é um ponto de continuidade de J(-,P), entio L, (x)— J(x,P) em
probabilidade.

ii) Se J(-,P) é continua, entdo sup,|L,,(x)— J(x,PA — 0 em probabilidade.
iii)  Para a€[0,1] seja c,,(1-a)=inf{x: L,,(x)>1-a)}.

Correspondentemente, definamos c(1-a, P)= inf {x s SR} —a}

Se J(-,P) é continua em c(l-aP), entao
Prob, T, B, -0(P) )< c,, (1)} 1-a quando n— o

Entdo, a probabilidade de cobertura assimptética sob P do intervalo

L=P,-cc (1-a)] 6 1-a.
A demonstragido do Teorema A encontra-se no Anexo I.

Note-se que, além da condigdo de mistura, a principal dificuldade em aplicar o
teorema € verificar quando é que o estimador, devidamente normalizado, possui uma
distribuigio limite ndo degenerada, cuja forma, contudo, nio precisa ser conhecida. Muito
mais trabalho € geralmente necessdrio para demonstrar a validade dos métodos bootstrap. Por
outro lado, o facto de néo ser necessirio que conhegamos J(x,P) para que a subamostragem

funcione, faz desta uma metodologia muito geral.

Um intervalo de confianga bilateral de caudas iguais pode ser obtido através da

intersecgdo de dois intervalos unilaterais. Assim, o intervalo bilateral andlogo a I; é

~Séla - s} onsiadineg a
i =[0n —t,,'cnj,(l—}) e -t,,'cu[E)].

Igr diz-se um intervalo de caudas iguais por ter probabilidade aproximadamente igual

Prob, 0<é"—t;'cn 125 = Prob, 0>én—t;'cn | R
2 2 2

Como aproximagio alternativa, também podem ser construidos intervalos de confianga

em cada cauda:

simétricos bilaterais. Para isso estimamos a fungdo distribui¢@o bilateral

7,4(x.P)= Prob, |6, ~0(P) < x}
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A aproximagdo por subamostragem a J 4( x, P ) é entdo definida por

4]

n-b+1

1 4 A
Luy®=——p7 21 %algw =6,

t=1

Denotando um quantil (I-a) de LM,H por c"“,l(l—a), o intervalo subamostragem
simétrico é entao dado por

I,=B, -7l (1- . 6, e (=)

Intervalos de confianga simétricos ndo constituem necessariamente uma escolha
superior pois a assimetria de um intervalo de caudas iguais pode conter informagao atil acerca
da localizagdo do verdadeiro pardmetro e da assimetria da distribui¢iio amostral do estimador.

Num estudo de simulag@io que apresentamos no capitulo seguinte verificimos que, a0
aplicarmos a metodologia da subamostragem a0 parmetro autoregressivo () de um modelo
AR(1), intervalos de confianga de caudas iguais (construidos a partir de /gr) apresentam uma
cobertura superior a dos intervalos de confianga simétricos (construidos a partir de L) no

caso em que a>0.

2.2. Comparacio entre a Subamostragem e 0 Bootstrap em Blocos Méveis

Seja ¥, o bloco de tamanho b dos dados {X,,...X “H} e seja P, a distribuigdo
empirica dos blocos Y,,Y;,...Y, ;- Seja X;,...X " a pseudo-série que € gerada reamostrando
I blocos ¥,",...,Y, iid. de P, e ligando-os. Sendo 6’ =6,(X;,...X,) o estimador de 6(P)
calculado nas pseudo-séries, 0 bootstrap em blocos méveis aproxima a distribui¢do amostral
de' 7, @" —G(P)) através da distribuicio de 7, (é; —é") sob P, ou seja, por
K,,(x)= Prob,,; {rn (é,, —é,, )S x}. Note-se que, 0 bootstrap em blocos méveis é vilido apenas
em situagdes regulares onde a natureza da constante de normalizagio 7, é bem conhecida.

(Desde que as constantes de normalizagdo sejam iguais na verdadeira distribui¢do amostral e

na aproximag@o bootstrap, ndo € necessério incluir 7,. Contudo, fazé-mo-lo de modo a

facilitar a comparag@o com o método de subamostragem).
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Apesar de a distribuigio de 7, (é,l —é,,) sob P, , acima notada por K, ,(-), estar bem
definida, em geral, ndo pode ser obtida analiticamente e por isso temos que recorrer as
aproximagdes de Monte Carlo. Assim, um elevado nimero B de pseudo-séries X ..., X, é
gerado por reamostragem a partir dos blocos da série original com reposi¢do, sendo a

estatistica de interesse é,, calculada em cada série. Este processo origina B pseudo-estatisticas

~ ~

0),...0,,. A aproximagdo Monte Carlo da distribuigio K,,(x) é entdo dada por

kw(x)=%§;1{rn (é;h -6, )s x}.

Dada a aproximagio K ., da distribui¢do amostral de 7, (én —B(P)), a inferéncia sobre
0(P) pode ser obtida de modo andlogo pelo método de subamostragem. Por exemplo, os
intervalos de confianga para pardmetros univariados 6(P) baseiam-se em quantis apropriados
de K,,.

Os métodos de subamostragem e bootstrap em blocos méveis tém em comum o facto
de utilizarem blocos de dados Y, de tamanho b. A diferenca é a seguinte: enquanto na

subamostragem encaramos estes blocos como sub-séries ou “mini séries temporais”, no
bootstrap em blocos temos que encard-los como pecas que permitem construir novas pseudo-
séries. Note-se que, na subamostragem, cada subconjunto de tamanho b (tomado sem
reposi¢do a partir do conjunto de dados original) é, na verdade, uma amostra de tamanho & do
verdadeiro modelo. Logo, € intuitivo que podemos aproximar a distribuicdo amostral da
estatistica normalizada com base em tais amostras. Por sua vez, o bootstrap baseia-se no
célculo da estatistica de interesse em amostras de tamanho n a partir do modelo estimado o
qual apenas supomos estar préximo do verdadeiro modelo. Isto leva a que o método de

subamostragem funcione sob hipéteses fracas pois, para além das condi¢cdes de mistura, a
tnica condic@o a impor € que o estimador é" possua uma distribui¢@o limite ndo degenerada.

Pelo contririo, em geral, o bootstrap em blocos méveis s6 € vilido para estatisticas
assimptoticamente lineares e parametros de uma distribui¢do marginal m-dimensional, com m
fixo, como a média ou a autocorrelagdo. Assim, para que o bootstrap em blocos méveis seja
vilido, é, geralmente necessario impor condig¢oes fortes a série subjacente, de forma a garantir
a existéncia de uma distribuigao limite.

Assim, Sherman (1997) refere que os métodos baseados no uso de subséries
permanecem vilidos em muitas situagcdes em que o bootstrap falha, como € o caso das séries

que satisfazem condig¢Ges de mistura fortes.
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2.3. Subamostragem com constante de normalizacdo desconhecida

Como vimos na sec¢@o anterior, para construir um intervalo de confianga para um

determinado parimetro desconhecido o(p), precisamos de uma aproximagdo da distribui¢do
amostral de uma estatistica normalizada 9" =é,,(X X, ), consistente com 6(P) para

alguma constante de normalizagdo conhecida 7,. Note-se que, em geral, 7, depende de P,

ainda que tal dependéncia ndo seja explicitamente referida. Apesar de ser condi¢@o necessdria

a existéncia de uma distribui¢@o assimptética para podermos aproximar a distribui¢do de uma
estatistica én, a constante de normalizagdo 7, pode ser desconhecida porque desconhecemos
P e pode ndo ser possivel assumir que P pertence a uma classe particular de medidas que
partilham uma determinada constante de normalizag@o 7, . Neste caso, a subamostragem pode

dar-nos alguma informagéo acerca da forma de J(x,P) - enquanto fungéio de x - o que pode
constituir uma ferramenta de diagnéstico util. Assim, é possivel utilizar a metodologia de

subamostragem para encontrar um estimador consistente para 7, , usando depois a constante

de normalizagdo estimada para construir intervalos de confianga assimptoticamente correctos.

A ideia subjacente assenta no facto de ser possivel construir a distribuigdo subamostragem de
é" (em vez de r,,é,, ). Construindo diversas distribui¢des subamostragem para diversas
escolhas de b, obtemos informagéo acerca da forma de 7, como fungéo de n.

Assim, Bertail et al (1999), demonstram que a subamostragem pode conduzir a
resultados consistentes sob condigdes minimas ainda que a distribuigdo amostral da estatistica
em causa seja desconhecida, isto €, ndo é necessario conhecer a priori a forma da constante de
normalizagdo 7, para aplicar a subamostragem. Na verdade, a metodologia da subamostragem

pode constituir a tnica forma de construir regides de confianga exactas.
A titulo de exemplo, Politis et al (1999), consideram o problema da construgdo de um

intervalo de confianga para o parametro autoregressivo (a) num modelo AR(1)
X, =u+aX,  +g,

onde {¢,} é uma sequéncia de inovagdes de ruido branco estritamente estacionéria e
ae }-1,1]. Como vimos no capitulo 1, o estimador de minimos quadrados converge segundo

a constante n” se |a|< 1, para a=1 e u=0 a velocidade de convergéncia é n e para a=1I e

u#0 é n’%. Assim, a velocidade de convergéncia depende de parametros desconhecidos.
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Bertail et al (1999) apresentam um procedimento simples para estimar a velocidade de

convergéncia, o qual passamos a apresentar de forma sucinta:

Suponhamos, por simplicidade, que é,, e O(P) sao valores reais e que J(x,P) é
continua em x em toda a recta real. Seja ¥, a subsequéncia {X,,X_,,,..., X, } para
a=1,...,q e g=n-b+1. Note-se que Y, consiste em b observagdes consecutivas da série original
{X,,...X,} e a ordem das observagdes é preservada. Seja 9,,,,," o valor da estatistica é,,
aplicada 2 amostra Y,. A aproximagdo subamostragem da distribui¢io amostral de

T (én —0(P)), baseada em blocos de tamanho b, é definida por

L txlt )Eéil{fl,(@np,ﬂ -0, )5"}

a=l
Note-se que estd explicita a dependéncia da aproximagdo subamostragem da constante 7, .

Por outro lado, Politis e Romano (1992, 1994) demonstram que as condigdes

J,.(x,P)= Prob, {z,, (é,, —G(P))s x}—) J(x,P), b—o e % —0 quando n — o asseguram

que sup|L,,(x|z, )—J(x,Pj=o,,(I) quando n —> oo,

Notemos por L, ,(x|/) a aproximagdo subamostragem da distribuicdo amostral de
6. -om).
Dada uma distribuicdo G na recta real e um nimero a€ ]0,1[, denotaremos por
G™'( @) atransformagio quantil, isto é,
G'(a)=inf{x:G(x)>a}
0o que se reduz a inversa da funcdo G se G for invertivel. Note-se que temos
L, (xt,'|1)=L,,(x|t,) e logo é facil ver que L (a|t,)=1,L}(a|l).

O lema seguinte serd necessario:

Lema A [Bertail, Politis e Romano (1999)] :

Seja k,=sup{x:J(x,P)=0} e k, = sup{x: J(x,P)=1}. Assumamos que J(x,P) é
continua e estritamente crescente em ]ko,k 7 [ como fungdo de x.

Se sup

L,,(x

T, )= J(x,P|=0,(1) quando n—>eo entdo L,,(a|t,)=J"(t,P)+0,(1)

para qualquer a€ ]0,1 [
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Como consequéncia do lema temos
Li(a|l)=7;'T"(a,P)+ou(z;' ).
Uma vez que L;j,(t|1 ) é aproximadamente proporcional a 7,', se construirmos

diversas distribui¢des subamostragem para diferentes dimensdes b, conseguimos estimar a
constante de normalizag@o.

Mais precisamente, para cada ponto & > J( 0,P), temos
log (L (a| 1))=log (/" (@, P))-log(t, )+ 0p(1).
Consequentemente, se escolhermos b, # b, , temos

log (I, (a] 1))-log (L}, (| D)= log(;'l}+ 0u(1).

b,
Dagqui decorre que, com duas distribuigdes subamostragem, € possivel estimar a forma

da fungdo t,. Se 7, é daforma 7, = n” onde f é uma constante desconhecida, entdo

=1 A
log(i—') (08 (1, (al 1)) tog L3}, (a | D))= +""(1"g(:—l) ]
5 2

A média sobre vérios pontos a,, j=1I,...J do membro esquerdo da Gltima equagio

constitui um estimador consistente de /3, tendo em conta que escolhemos b, e b, tal que

b

Iog(;‘-]—)oo quando n —»ee (tomamos, por exemplo, b, = n? , onde 1>p,>p,>0 sio
2

constantes). De forma mais geral, podemos construir / distribui¢des subamostragem com base

em subamostras de tamanho b, i=l..,[; entdo, calculando a equagdo

log(L;S,(a |1))= log(J"(a,P))—log(t,, )+o0,(1) em alguns pontos a;> J(0.P); =Lt
asseguramos que
v, =log(L(a, |1))=a, - Blog(b, )+u,,

onde a,=log(U7(a,.P) e w,=0p(1), izl € j=l.

A equagio acima pode ser interpretada como uma andlise da covariancia e assim, 0

préprio estimador de /3 surge naturalmente como:
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! —
(v, — ¥)logh, —log )

)
B = 7 onde

X.(logb, ~log

i=l

) s

J J N 1
Yo=Yy, =" Yogh(a, 1) . F=(W)'X Xy, e log=1"Ylogh,.
=

j=1 i=1 j=1 i=]

Por exemplo, se /=2 e J=1, o estimador sugerido serd

-1
B o ) s a1 )t a1 ).
2

Bertail et al (1999) demonstram a consisténcia e validade assimptética de ,3,',,

enquanto estimador de /.

Vimos que € possivel estimar de forma consistente a constante de normalizag@o 7, em
situagdes gerais. Numa situacdo em que tenha sido estimada a constante z,, falta depois
construir um intervalo de confianga para o pardmetro desconhecido em causa - 6(P). Neste
contexto, os autores enunciam e demonstram um teorema que estabelece a validade

assimptética da subamostragem, para valores reais de 6, e 6, com a constante de

normalizagdo estimada:

Teorema B [Bertail, Politis e Romano (1999)]:
Assumamos que J (x,P)= Prob, {rn (é,, = 0(P))S x}—) J(x,P) quando n— e para
t,=n’, para um determinado >0 e uma determinada J(x,P) continua em x. Assumamos

também que b — oo e %—)0 quando n— oo,

Seja B=ﬂ+o,,¢logn)") e t,=n’. Entdo, sup|L,,(x|%, )= J(x,P)=0,(1).
Seja ae ]0,1 [ e seja c,( a)=L;2(a|f, ) o a-ésimo quantil da distribui¢do

1, ). Logo, Prob, {f" (é,, - 6(P))S c(a )}——) a quando n— e,

subamostragem L, ,(x

Entdo, a probabilidade de cobertura assimptética do intervalo P,, -tle(a ),oolé a.
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2.4. Escolha do tamanho das subamostras

No contexto das séries temporais, o maior problema prético que surge na aplicagiio do
método de subamostragem a uma estatistica 0(P) reside na escolha do tamanho b dos blocos
de observagdes consecutivas. Este problema ndo é exclusivo do método de subamostragem

pois existe também no bootstrap em blocos méveis e outros métodos de blocos. Como vimos,

as condi¢es assimptéticas necessdrias sdo usualmente b —s oo e % —0 quando n — o,

Apesar de qualquer b que satisfaga estas condigdes assegurar a consisténcia pretendida para o
método de subamostragem, tais condi¢des ddo-nos muito pouca orientag@o acerca da escolha
de b numa amostra finita. De qualquer forma, é importante notar que a escolha de um
“tamanho 6ptimo” para b depende do objectivo com que estamos a usar a subamostragem.

Suponhamos que o nosso objectivo é construir um intervalo de confianga para um
parametro desconhecido 6(P), sendo é,, 0 estimador de 6(P) calculado a partir de n
observagées {X ,,...,X,,} de uma série temporal. Neste caso, a distribui¢do amostral do

estimador devidamente normalizado, tem que ser estimada.
Hall et al (1995) mostraram que, para o bootstrap em blocos méveis, no contexto de

observagdes estaciondrias, a constante de normalizagiio para b depende da aplicagdo em
o Y G :
causa. Segundo estes autores, a constante de normalizagdo, é n’? para a estimacgdo do viés ou

variancia, n% para a estimag@o de uma fungdo distribuigdo unilateral e n% para a estimagéo
de uma fungio distribuigio bilateral. Por esta razdo, a condigio imposta por Lahiri (1992) ao
tamanho dos blocos para o bootstrap em blocos méveis - b=o(n% ) - parece demasiado
restritiva.

Contudo, mesmo sendo conhecidas as constantes de proporcionalidade atrés referidas,
surgem diversos problemas praticos. Neste contexto, Hall et al (1995) apresentaram uma regra
prética para seleccionar o tamanho dos blocos. O primeiro passo é encontrar um tamanho de
bloco 6ptimo para sub-séries de tamanho m menores que a série original, isto € m<n. Para tal,
€ necessdrio aplicar 0 método dos blocos méveis a todas as n-m+1 sub-séries de tamanho m
bem como & série completa de tamanho #, seleccionando depois o tamanho de bloco para o

qual o EQM € minimizado, conforme vimos na subsecg¢do 1.3.2.. Assim, notamos por b, o

tamanho de bloco 6ptimo para uma série de tamanho m, sendo depois o tamanho 6ptimo para

1
a série original estimado por b, = ("C,,,)" b,,, onde k=3, 4 ou 5, dependendo do contexto em

causa.
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Como demonstram Politis et al (1997) esta regra ndo conduz a resultados satisfatérios
quando aplicada a diversos estudos de simulagio e, como tal, necessitamos de um método que
nos permita ultrapassar esta dificuldade. Assim, estes autores desenvolveram dois
procedimentos que permitem escolher o tamanho dos blocos nos métodos de subamostragem:
o método de calibracdo e o método da varidncia minima, os quais passamos a descrever de

forma sucinta.

2.4.1. Método de Calibracao

Podemos pensar na exactiddo de uma aproximag@o ou procedimento de confianga
assimptético (tal como os métodos de reamostragem e subamostragem) em termos da sua
calibrag@o, ideia sugerida por Loh (1987).

Suponhamos que usamos este procedimento para construir um intervalo de confian¢a
com nivel de significancia /—a . Podemos notar tal nivel de significancia por 7—2 pois a €
conhecido enquanto A geralmente ndo €. Os métodos assimptéticos apenas asseguram que
1-/ tende para /—a quando o tamanho da amostra tende para infinito. Para um tamanho
finito da amostra, estes dois niveis sdo geralmente diferentes. Se conhecermos a fungdo de
calibragio h:I—a— I—/, podemos construir uma regido de confianga exactamente com a
cobertura desejada. Primeiro obrigamos a que /-1 seja o nivel pretendido e depois
construfmos um intervalo com nivel de significancia /—a tal que h(I-a)=I1-A. Por
exemplo, se h(0.98)=0.95 entdao um intervalo de confianga com nivel de significéncia 98%
seria um intervalo de confianga actual de 95%.

Felizmente, a fung@o calibrag@o A(-) pode ser estimada. Uma forma de fazer isso seria

assumir um modelo paramétrico aproximado com um parimetro conhecido 6,. Assim,

usando uma aproximag@o Monte Carlo, seria fécil encontrar um estimador h(-): irfamos gerar
vérias pseudo-sequéncias, depois calcular um intervalo /—a para cada sequéncia, e registar a

propor¢do de intervalos que continham 6,. Mas, em vez disso, é mais fécil optar por uma

aproximagdo nio paramétrica usando a distribuigdo bootstrap P, como mecanismo gerador

de pseudo-dados. Para observagdes independentes, podemos usar o bootstrap de Efron. Num
contexto de dados dependentes, é necessério recorrer, por exemplo, ao bootstrap em blocos
méveis.

A aplicagido do método de calibragdo a subamostragem pode condicionar o tamanho de
bloco razodvel. Isto significa que o tamanho dos blocos b fixado vai calibrar os intervalos

subamostragem ao usarmos esse tamanho de bloco particular. Entdo, o problema de encontrar



35

o tamanho de bloco éptimo é eliminado. O algoritmo seguinte descreve, de modo mais

formal, o método de calibragao:

** e acordo com uma distribui¢ido

n

1) Geramos K pseudo-sequéncias X I 4
bootstrap P, . Para cada sequéncia, k=1,...,K calculamos um intervalo de confianga

com um nivel de significincia I-a - CI}, - para alguns valores de a na

#{0,.& CI}‘_,,}

K

vizinhanga de 4.

2) Paracada a calculamos h(i-a)=

3) Interpolamos ﬁ() entre os valores de a.

4) Encontramos o valor de & que satisfaz };(I -a)=1-1.

5) Construimos um intervalo de confianca com nivel de significincia l-a.

No passo 1 deste algoritmo podemos recorrer ao bootstrap em blocos méveis usando

um determinado bloco by,, . Desta forma, limitamos 0s valores de a a a=A. Repetindo este
algoritmo para diversos valores de by, , podemos seleccionar 0 valor de by, que assegura

uma cobertura estimada préxima de 1—4.

Em situagdes nas quais nao temos uma ideia prévia acerca do tamanho de bloco a usar,
podemos fixar o nivel de significancia no nivel desejado, isto é, escolher a=4 e depois

estimar a fungdo calibrago de bloco g:b— 1—-7. Neste caso, a segunda parte do passo 1 ¢
substituida pelo célculo de um intervalo de confianga com nivel de significancia 1-4 - CI £
para seleccionarmos 0s tamanhos de bloco b. Por sua vez, no passo 2 do algoritmo, para cada

#{On € Cl,f}

K

_ Um tamanho de bloco razodvel deve entdo satisfazer

b calculamos g(b)=

gb)=1-4.
Obviamente que, se ji temos a partida um tamanho de bloco b que satisfaz
g(b)=1—A, ndo € necessiria qualquer calibragdo. Assim, usando esse b particular,

construfmos depois um intervalo de confianga com nivel de significincia I-a=1-4.
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Uma vez que o método de calibragio é baseado na fungio calibragio estimada ﬁ() 0s

intervalos calibrados néo sio exactos. O grande inconveniente do método de calibragio reside

no facto de a estimagfio de () se basear na distribuigio bootstrap de P, . Assim, serio

obtidos bons resultados se P, for uma boa aproximagio do mecanismo de probabilidade

subjacente, isto €, se o bootstrap conduzir a intervalos de confianga assimptoticamente
correctos. Torna-se assim necessrio um método alternativo a técnica de calibragdo o qual
possa ser usado nos casos em que o bootstrap de Efron ou em blocos méveis sejam
inconsistentes, pelo que, Politis et al (1999) sugerem o método da varifincia minima, um

método mais geral que passamos a apresentar sucintamente.

2.4.2. Método da Variancia Minima
Esta técnica baseia-se no facto de ser necessério, para assegurar a consisténcia do

método de subamostragem, que a dimenséo dos blocos b tenda para infinito com o tamanho n

da amostra satisfazendo % —0. Na realidade, para valores de b préximos de n, as

estatisticas ém serdo quase iguais a é,,, sendo, portanto, dificil obter a distribuigiio

subamostragem. Por outro lado, se b é muito pequeno, os intervalos podem conduzir a uma
subestimagdo ou sobrestimagdo dependendo da estatistica em causa. Assim, surge a ideia de
calcular intervalos subamostragem para um niimero largo de tamanhos de bloco b e depois
procurar uma regido onde os intervalos ndo mudem muito. Dentro dessa regido, escolhe-se

entdo um intervalo, de acordo com um determinado critério arbitrério.

Embora este método possa assentar numa “inspecgdo visual” é necessdrio dispor de
um procedimento de selec¢iio automdtico. O procedimento proposto por Politis et al (1999)
baseia-se na minimizagio de um desvio padrdo mével. Assumamos que calculamos intervalos

subamostragem para um tamanho de bloco b que varia entre b,,, € by, . Os pontos extremos

dos intervalos de confianga devem mudar de forma diferencidvel, quando b muda. Isto pode,
em parte, ser violado se utilizarmos uma aproximagao estocdstica, para amostras de tamanho
moderado ou grande. Nesse caso convém imprimir alguma diferenciabilidade aplicando uma
média mével aos pontos extremos dos intervalos. Finalmente, um desvio padrdo mével
aplicado aos pontos extremos determina a varidncia em torno de um valor de b especifico,
sendo escolhido o valor de b associado com menor varidncia. Apresentamos a seguir uma

descri¢@ao mais formal do algoritmo:
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1) Para b=b,, at b=b,, calculamos um intervalo de confianga para 6(P) com o
nivel de confianga pretendido, resultando daf os pontos extremos I, ;,, € 1,,,-
2) Se tivermos usado uma aproximagdo estocdstica no passo 1, diferenciamos os pontos

extremos “lower” e “upper” separadamente, usando uma média mével de distancia m.

Isto significa substituir 7,,, pela média dos valores {I TSNS, Aatgmw ey e JW} eo
mesmo para [, .

3) Para cada b, calculamos o fndice de variancia VI, como o desvio padrio do intervalo

entre 0s pontos extremos numa vizinhanga de b. Mais especificamente, para um inteiro

pequeno k, seja VI, igual ao desvio padrdo dos pontos extremos {I ey b M}
mais o desvio padrio dos pontos extremos {I Sh s Leitm }

4) Seleccionamos o valor b* correspondente ao menor indice de varidncia e

apresentamos I.I,,' ot L b.wJ como o intervalo de confianga final.

Este algoritmo contém dois parimetros: m e k. Politis et al (1999) referem que estudos de
simulag@io evidenciam que O algoritmo € pouco sensfvel & escolha dos referidos parametros €

por isso empregam-se geralmente m=2 ou m=3 ¢ k=2 ou k=3.

Na estimativa de uma fungio distribuigdo tanto podemos usar o Método de Calibrag@o
como o Método da Varidncia Minima. Note-se que a ideia do Método de Calibragdo €
comegar com um tamanho de bloco razodvel e depois ajustar o nivel de significancia
estimando a fungdo calibragiio. Esta estimativa é feita gerando pseudo-dados através de um
mecanismo apropriado, tal como o bootstrap. O inconveniente desta técnica € que nem
sempre € possivel encontrar tal mecanismo e por isso € por vezes necessério recorrer ao

Método da Varidncia Minima, o qual, em geral, se mostra mais robusto.
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3. APLICACAO DA SUBAMOSTRAGEM A MODELOS AUTOREGRESSIVOS

Este capitulo resultou da aplicagdo da teoria apresentada a séries geradas por modelos
autoregressivos de 1* ordem - AR(l). Para tal, foram levados a efeito alguns estudos de
simulagdo em MatLab, cujos resultados aqui apresentamos. Apresentamos também uma breve
reviso acerca da distribuig@io assimptética dos estimadores de minimos quadrados / mixima

verosimilhanga dos parfimetros autoregressivos - a,,a,,...,a, - de um modelo AR(p).

Uma abordagem mais detalhada acerca dos modelos AR(p) e da estimagdo dos

parimetros nestes modelos encontra-se nos Anexos II e III, respectivamente.

3.1. Distribui¢io assimptética dos estimadores Ayl

Seja {X ,} um processo autoregressivo de ordem p - AR(p) - satisfazendo a
seguinte equagao:
X -aX [Fa—apki, =¢
onde a,, a,, ...,a, sdo constantes satisfazendo as condig¢des de estacionariedade e {e,} é uma

sucessio de varidveis aleatérias i.i.d. com distribuigao N(@,0?}).

Sob a hipétese de que os {¢, } sdo i.i.d. (mas ndo necessariamente normais), com
momentos até i 4* ordem finitos, Mann e Wald (1943) demonstraram que 0s estimadores de

minimos quadrados {s/ﬁ(&, -a, ),Jﬁ(&z -a, ),...,\/ﬁ(ép ~d )} possuem uma distribuigao

normal multivariada assimptética com média zero e matriz de variancias-covariancias O'?R;l

Yo 0 R
onde R, = B ot )
Voed: s Xpatinitsaly 10

Sob a hipétese de ruido branco Gaussiano N(0,07), também Brockwell e Davis
(1987) provam o seguinte resultado assimptotico:

JN(@-0)~N,(0,V(©) onde 0=(a,a;..a,) ¢ VO)=0.R,
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i % ne 2 A2
Como aproximagdo podemos substituir o; por &, e os elementos de R, pelas

correspondentes autocovariancias amostrais.

No caso particular de termos p=I, o resultado apresentado vem

2 2
# £ o
Nvar(a)~o*{y, ' = =% Mas, como num modelo AR(l) temos o7 55 £, entdo

2 3
oy -a

1-4°

var(a) ~

. Portanto, para um processo AR(1) temos a ~ N(a,%( 1-a’ )).

Brockwell e Davis (1987) referem que os estimadores de minimos quadrados possuem
as mesmas propriedades assimptéticas que os de maxima verosimilhanga, sendo
consequentemente validos para aqueles estimadores os resultados anteriormente
estabelecidos.

Segundo Murteira et al (1993), tendo em conta a distribuicdo assimptética dos

estimadores 4,,d,,...,@, num modelo AR(p) e designando por v;(@) o i-ésimo elemento da

diagonal principal da matriz V(6), pode concluir-se que

‘\/[V(é, _ai) =
v, (6)

N-p

onde 7,_, denota a distribui¢do de Student com N-p graus de liberdade.

Priestley (1981) descreve um método geral, desenvolvido por Box e Jenkins, que
permite a obtencio de intervalos de confianga para os parametros de um modelo AR(p) o qual

apresentamos no Anexo IV.

3.2. Estudo de Simulacio

O objectivo desta secgdo € apresentar os resultados de dois estudos de simulagio
levados a efeito em MatLab. No primeiro estudo aplicimos a metodologia da subamostragem
a amostras geradas por modelos AR(1) com o objectivo de construir intervalos de confianca
por subamostragem e intervalos de confianga cldssicos para o parametro autoregressivo,
comparando as respectivas probabilidades de cobertura estimadas. Por sua vez, o objectivo do
segundo estudo € caracterizar a distribui¢do dos estimadores de méaxima verosimilhanga

calculados nas subamostras.
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3.2.1. Intervalos de Confianca para o Parmetro Autoregressivo

O objectivo deste estudo € analisar o comportamento da metodologia da
subamostragem em pequenas amostras.

Comegémos por gerar amostras de 256 observagdes de um processo AR(1) onde a
sequéncia de inovagoes {6,} tem distribuigiio N(0,1), e o pardmetro autoregressivo (a) toma
sucessivamente os valores 0.2, 0.5, 0.8, 0.95, 0.2, -0.5, -0.8 e -0.95. Aplicimos a
subamostragem a cada uma das oito amostras geradas usando diversos tamanhos de bloco
(b=4, b=8, b=16, b=32 ¢ b=64). Para cada situagdo construfmos, para O parametro
autoregressivo, um intervalo de confianga a 95% de caudas iguais (Igr) € um intervalo de
confianga a 95% simétrico Tsym)- Repetimos este procedimento 500 vezes, registando o
nimero de intervalos de confianga que, em cada simulagdo, continham o verdadeiro
pariimetro e estimamos a probabilidade de cobertura para cada caso. Além dos intervalos de
confianga por subamostragem, construimos, a partir de cada uma das oito amostras
inicialmente geradas, um intervalo de confianga classico (Icass)- Este intervalo de confianga
foi construido com base no resultado assimptético de Murteira et al (1993) apresentado na
secgio 3.1 o qual, para o caso particular de um processo AR(1), vem

JN(a-a) 5

@ ty., onde N éonimero de observagoes de que dispomos e
v, (a

ay _ faz2a-l __ [a2 1_&;5, —‘\FTA—
Vi(@)=+0: Yo =,[0:- 7 e 1-ap,

Com base neste resultado, um intervalo de confianga bilateral com nivel de

significancia / —a para a seré dado por

2 a)ll-ap . a) |l-ap
L. =la=t 1-— Jatty | 1-—
class [ N—I( 2 N Nl( 2 N ]

Na tabela 3.1 apresentamos a probabilidade de cobertura estimada para cada um dos

intervalos de confianca construidos. Da andlise da referida tabela verificamos que, para a>0,
intervalos de confianga de caudas iguais apresentam uma probabilidade de cobertura superior
2 dos intervalos de confianga simétricos. Por sua vez, para a<0, sdo 0s intervalos de confianga
simétricos que apresentam, uma probabilidade de cobertura superior. Da andlise dos valores
apresentados conclui-se ainda que, tamanhos de bloco pequenos conduzem a intervalos de

confianga para o parimetro autoregressivo com melhor cobertura.
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b=4 b=8 | b=16 | b=32 | b=64 | luas

a=02 | Lo | 098 0.91 0.88 0.86 0.82 0.97
Iyw | 094 0.85 0.83 0.78 0.77

a=05 | Lo | 0.99 0.91 0.88 0.86 0.80 0.94
I | 093 0.78 0.77 0.76 0.69

a=08 | Ier | 0.99 0.93 0.88 0.85 0.79 0.97
fw | 11054 0.74 0.67 0.67 0.63

a=095 | Ier | 1.00 0.99 0.95 0.90 0.83 0.92
L |08 0.85 0.72 0.68 0.56

a=-02 | I | 098 0.91 0.92 0.85 0.79 0.95
ILm | 096 0.91 0.91 0.88 0.78

a=-05 | Ie | 097 0.92 0.90 0.86 0.79 0.94
RN 0.98 0.95 0.91 0.81

a=-08 | Igr | 098 0.95 0.88 0.86 0.81 0.95
L |50 0.99 0.98 0.93 0.87

a=-0.95 | Igr | 1.00 1.00 0.94 0.95 0.81 0.94
T e £, 1.00 0.99 0.98 0.87

Tabela 3.1. Probabilidade de cobertura estimada para intervalos de confianga a 95% por subamostragem -
de caudas iguais (Ig7) e simétricos (1) - € cldssicos (/s), para o pardmetro autoregressivo (a). Todos os
intervalos foram construidos com base em amostras de 256 observagdes de processos AR(1). Para os
intervalos de confianga por subamostragem, foram usados diversos tamanhos de bloco (b). As estimativas

apresentadas sdo baseadas em 500 réplicas de cada cendrio.

Para uma andlise mais pormenorizada destes resultados foram elaborados os gréficos

relativos aos limites inferiores e superiores dos 500 intervalos de confianga construidos para

cada situagfio. Nos gréficos 3.1, 3.2 e 3.3 apresentamos, para a=0.2, os limites dos intervalos

de confianga a 95% por subamostragem com b=4 (de caudas iguais e simétricos) e cldssicos.

Nos gréficos 3.4, 3.5, e 3.6 apresentamos as situagdes andlogas para a=-0.95. Os gréficos

relativos a restantes situagdes encontram-se no Anexo V. Da andlise da tabela 3.1 e dos

gréficos do Anexo V podemos retirar as seguintes conclusoes:

Os intervalos de confianga cldssicos apresentam uma probabilidade de cobertura

compardvel a dos intervalos de confianga por subamostragem. Note-se porém que, &

medida que |a| aumenta, os intervalos de confianga construidos por subamostragem

tém tendéncia a apresentar amplitudes menores mas probabilidades de cobertura
superiores enquanto, para a mesma situagdo, intervalos de confianga cléssicos
apresentam amplitudes menores e probabilidades de cobertura inferiores.

Para a>0 e para um determinado valor de b, intervalos de confianga de caudas iguais
apresentam, em geral, maiores amplitudes que intervalos de confianga simétricos
enquanto que, para a<0, esta situagio tende a inverter-se.

Nos intervalos de confianga por subamostragem, fixando o valor de a e aumentando b,

a amplitude dos intervalos diminui, sendo esta situagdo mais evidente quando a>0.
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Note-se também que, neste caso, a probabilidade de cobertura dos intervalos tende a

diminuir.

R A T A

Grifico 3.1. Limites inferiores e superiores dos
500 intervalos de confianga a 95% de caudas
iguais (Igr) para a=0.2 e b=4.

.2}

R R A R A R e A e
Grifico 3.2. Limites inferiores e superiores dos
500 intervalos de confianga a 95% simétricos
(I;ym) para a=0.2 e b=4.
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Gréfico 3.3. Limites inferiores e superiores dos
500 intervalos de confianga a 95% cléssicos
(Letass) para a=0.2.
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Gréfico 3.4. Limites inferiores e superiores dos
500 intervalos de confianga a 95% de caudas
iguais (Ig7) para a=-0.95 e b=4.
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Griéfico 3.5. Limites inferiores e superiores dos
500 intervalos de confianga a 95% simétricos
(I;ym) para a=-0.95 e b=4.

R AR A A R A
Gréfico 3.6. Limites inferiores e superiores dos
500 intervalos de confianga a 95% cldssicos
(Ljass) para a=-0.95.



43

3.2.2. Distribuiciio dos Estimadores

Como vimos na secgio 3.1, a distribuigdo dos estimadores a,,a,,...,a, num processo

AR(p) é assimptoticamente normal.

Com o objectivo de caracterizar a distribui¢do dos estimadores de maxima
verosimilhanga do parametro autoregressivo (a) resultantes da subamostragem, foram geradas
vArias amostras de diversos tamanhos (n) para diversos valores de a, as quais foi aplicada esta
metodologia usando diferentes tamanhos de bloco (b).

Comegdmos por gerar amostras de 256 e 768 observagdes de um processo AR(1)

onde a sequéncia de inovagdes {e, } tem distribuigdo N(0,1) e o pardmetro autoregressivo

toma os valores 0.2, 0.5, 0.8, 0.95, 0.2, -0.5, -0.8 e -0.95. A cada uma das 16 amostras
geradas foi aplicada a subamostragem usando blocos de tamanho 4, 8, 16, 32 e 64. 6}
estimador de maxima verosimilhanga do parametro autoregressivo (@) foi calculado em cada
subamostra. A partir dos valores resultantes do cdlculo de @ nas subamostras construiu-se 0
respectivo histograma ao qual foi ajustada a curva normal. Com o objectivo de comparar a
distribui¢do de probabilidade empirica com a distribuigio normal, construiram-se ainda os
grificos de probabilidade normal PP-Plot. Nos grificos 3.7 a 3.14 apresentamos OS
histogramas e 0s resultados dos PP-Plot relativos aos estimadores de méxima verosimilhanga
do parametro autoregressivo para alguns casos. Os grificos relativos as restantes situagdes

encontram-se no Anexo V1.

Da anilise dos gréficos do Anexo VI podemos retirar as seguintes conclusdes:

- De um modo geral, & medida que |a| aumenta, a distribuigdo dos a vai apresentando

maiores desvios da normalidade.

. Para n fixo e para um determinado tamanho de bloco b, os resultados ndo diferem
substancialmente para valores de a positivos e para valores de a negativos.

- Aumentando o tamanho da amostra, 0s desvios A normalidade tendem a diminuir.

. Para n=256 a distribuigdo dos a aproxima-se mais da normalidade quando usamos
b=4 ou b=8 enquanto para n=768, b=8 e b=16 conduzem a distribui¢des mais
préximas da normal.

. Fixando um determinado valor de a, A medida que b aumenta, O desvio padrio dos

estimadores diminui.
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Griéfico 3.7. Histograma dos 253 4 para
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Grifico 3.9. Histograma dos 193 a4 para
n=256, a=-0.95 e b=64
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Grafico 3.11. Histograma dos 761 & para
n=768, a=0.2 e b=8
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Grifico 3.13. Histograma dos 705 a4 para
n=768, a=-0.95 e b=64
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Griéfico 3.14. PP-Plot dos 705 a para n=768,
a=-0.95 e b=64
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Conclusdes e Trabalho Futuro

Neste trabalho procedemos a uma revisio das metodologias de reamostragem €
subamostragem em séries temporais, constatando que esta Gltima se aplica sob condigdes
mais gerais que a primeira.

Aplicdmos a técnica de subamostragem a séries temporais geradas por modelos
autoregressivos de primeira ordem com 0O objectivo de construir intervalos de confianga para
0 parametro autoregressivo e também de estudar a distribuigio dos estimadores de méxima
verosimilhanga calculados em subconjuntos da amostra de dados inicial.

Ao compararmos intervalos de confianga construidos por subamostragem com
intervalos de confianga cldssicos, verificdmos que apresentam uma probabilidade de cobertura
aproximada. Verificimos também que, nos intervalos de confianga por subamostragem, a
probabilidade de cobertura estimada aumenta com o valor absoluto do verdadeiro pardmetro
autoregressivo, enquanto nos intervalos de confianga cldssicos esta situagio tende a inverter-
se. Relativamente aos intervalos de confianga construidos por subamostragem concluimos
que, quando o pardmetro autoregressivo toma valores positivos, intervalos de confianca de
caudas iguais apresentam uma cobertura superior  dos intervalos de confianga simétricos
enquanto que, quando o parametro autoregressivo toma valores negativos, se constata o
contrério. Concluimos ainda que, na situagiio em estudo, sdo as subamostras de pequena
dimensdo que conduzem a intervalos de confianga com melhor cobertura.

Ao estudarmos a distribuigdo dos estimadores de méxima verosimilhanga resultantes
da subamostragem, verificimos que, quando o pardmetro autoregressivo aumenta em valor
absoluto, os desvios a normalidade tornam-se mais acentuados. Constatdmos que, aumentando
o tamanho da amostra, os desvios & normalidade tendem a diminuir. Concluimos ainda que
fixando o valor do pardmetro autoregressivo e fazendo aumentar 0 tamanho das subamostras,
a distribuig@io dos estimadores apresenta desvios A normalidade mais acentuados.

Em virtude do curto perfodo de tempo disponivel para a elaboragao deste trabalho, ndo
nos foi possivel aplicar a metodologia de subamostragem estudada a outro tipo de situagoes
além de processos autoregressivos de primeira ordem. Dado que a subamostragem funciona
sob condigdes muito gerais, seria interessante, num trabalho futuro, aplicar esta metodologia a
processos autoregressivos de valores inteiros (INAR) com o objectivo de construir regides de
confianga para pardmetros estimados através do critério de Whittle. Outra aplicagao
interessante seria estudar o comportamento da subamostragem no contexto das séries

financeiras.
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ANEXO I — Demonstrac¢iao do Teorema A [Politis e Romano (1994)]

Teorema A [Politis e Romano (1994)] :

Notemos a sequéncia a —mixing correspondente a {X, } por a (e
Assumamos a Hipotese A e que % —0, bn—)O e b— e quando n— .
n

Assumamos também que a,(m)— 0 quando m —» o,
i) Se x é um ponto de continuidade de J(-,P), entdo L,,(x)— J(x,P) em
probabilidade.

ii) Se J(-,P) é continua, entdo sup,

L,,(x)=J(x,P)—0 em probabilidade.
iii)  Para a€0,1] seja c,,(1-a)=inf{x: L,,(x)>1-a)}.

Correspondentemente, definamos c(1-a, P)= inf {x TN P)=1~ a}

Se J(-,P) é continua em c(1-a,P), entao
Prob, {t,, b" —G(P)JS cLll= a)}—) I-a quando n — oo,

Entdo, a probabilidade de cobertura assimptética sob P do intervalo

L=P,-1c (1-a)]é I-a.

Sem perda de generalidade, podemos encarar b como fungdo de n. Neste caso,

podemos omitir na notagdo utilizada os indices b. Por exemplo, L, ()=L,,(),

¢,(@)=c,,(a), etc. Para simplificar a notagdo, seja ainda g =g, =n—b+1. Seja

U,(x)= éiz{zb B, -o))< <),
=1

Para provar i), € suficiente mostrar que U, (x) converge em probabilidade para J(x,P)

para todo o ponto de continuidade x de J(:,P). Para isso basta notar que

S4B, -0} oo -6, )< )

A
q =]

Logo, para todo £ >0,

U, (x-¢gHE,} < L(x)HE,} < U, (x+¢),
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onde I{E,} é a fungdo indicatriz do evento E, = %blG(P) -é"l < s}. Mas, a
probabilidade do evento E, tende para um. Entdo, com probabilidade a tender para um

U,(x—¢) < L(x) < U,(x+¢).

Se x+é& e x—¢& sio pontos de continuidade de J(-,P), entdo U,(x*eg) converge em

probabilidade para J(x+te, P), implicando
J(x—¢P)—e < L(x) £ J(x+¢&P)+e

com probabilidade tendendo para um. Seja agora &—0 tal que x*e sdo pontos de
continuidade de J(-,P) pelo que L (x)— J(x,P) em probabilidade. Entdo, podemos restringir
anossa atengdo a U (x).

Como E! (U ,,(x))= J,(x,P), a demonstrac@o de i) reduz-se, pela Hip6tese A, a mostrar
que Var(U ,(x))— 0 quando n — e . Definamos

1, = 1%, B, -0P)|< x}, 1.0,
—h

1
=—) Cov(l,, .1, ).
q =1

Sq.h

Entdo

Var(U"(x))=—( q0+22 qh)=—[ q0+22sqh+22sq',,]=A*+A

b=l -]
onde A*= 2 Seot ZZSM e A =£23q,;.
q h=l q h=b
- b
E ficil ver que |A¥= O(—]
q

O lema seguinte serd necessario:

Lema B:

Seja {X,} uma sequéncia aleatéria com sequéncia mixing correspondente Gy ().
Sejam as varidveis A e B " e ¥, mensurdveis, respectivamente, com |Al<C, e |B<C,.

Entdo |Cow(A, B} <4C,C,a, (k).
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Aplicando o Lema B,
para h2b,
|Cov(l,, s | S 4ax(h=b+1)

e logo,

~b
|A| s%iax(h).

Pela monotonia dos coeficientes mixing, Oy(m)—0 quando m— € logo

M
M Ea x(m)—0 quando M — e, 0 que implica que A converge para Zero. Entiio, tanto A

m=l

como A* convergem para zero, o que completa a demonstragao de i).

Para demonstrar ii), dada uma subsequéncia n, }, podemos extrair uma subsequéncia

’pk/} tal que L,,kl (x)— J(x,P) para todo o x em algum conjunto denso numerével da recta
real. Daqui decorre que, num conjunto de probabilidade um, L,,‘I(x) tende fracamente para

J(x,P). Pela continuidade de J(-,P), esta convergéncia € uniforme pelo Teorema de Polya.

A demonstragao de iii) € muito similar & demonstragio do Teorema 1 de Beran (1984).
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ANEXO II - Processos Autoregressivos de Ordem p— AR(p)

Definigdo: {X ,} diz-se um processo autoregressivo de ordem p — AR(p) - se satisfaz
a seguinte equagao:
X, ~a, X, ,~--a,4.,=¢

onde a,,a,,...,a, sdo constantes e {s,} ¢é um processo puramente aleatdrio.

Escrevendo a equagio anterior na forma X, =, X, +..+a,X,_, +¢,, vemos que X
depende, em parte de X, .., X, , e, em parte, do “distdrbio aleatério”. De facto, X, tem
regressdo linear em X, ..., X, , com g fazendo o papel de “erro”. O facto de X, ter

regressdo linear no seu préprio passado dd origem A terminologia “processo autoregressivo”.

Um processo AR(p) pode também ser escrito na forma a(B)X,=¢, onde B € o
operador “backward” definido por B'X, =X, ; e a(B)=1-a,B-a,B’ —..—a,B". Se
R,.R,....R, forem as inversas das raizes do polinémio afx)=1-a,x-a,x’ -..—a,x", ou
seja, as raizes do polinémio w(x)=x" —-ax"’ —a,x"? -..—a, (que admitimos serem
distintas por uma questio de simplicidade), podemos escrever:

a(B) = ﬁ(] -R,B)
i=l

A solugio desta equagdo vem X, = f(7) + a”' (B)g, onde f(r) é asolugdo da equagdo
homogénea associada a(B)X, =0 e é da forma fit)=AR; + A,R; +..+ A R,. Para que
X, =f@®+ a”' (B)€, represente um processo assimptoticamente estaciondrio (isto é, para t

suficientemente grande, o processo assume um comportamento estaciondrio), f(z) tem que

tender para zero quando 7 tende para infinito. A solugé@o geral da equag@o toma a forma:
oo
X, =AR + AR +..+ AR, + Y (RIA +RJA, +..+R)A, Je,_;
j=0

Como é necessério que E(X,) seja constante, temos A;=A;=...=A,=0. Por outro lado,
para que a soma da série seja convergente em média quadritica, € necessdrio que IR j| < IONT,

isto &, todas as rafzes de y(x) tém que pertencer ao interior do circulo unitdrio, ou seja, as

raizes de a(x) terdo que se encontrar no exterior do circulo unitdrio pois s6 assim
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lim f{t)=0. Portanto, o estado de equilibrio de {X, } é descrito unicamente pelo 2° termo do
1—>too

membro direito da ltima equagéo, sendo esta expressdo chamada a solugiio estaciondria de

X, -a,X, ,-..—a,X,,6 =¢ (asolugio complementar também se chama parte transit6ria por

causa do seu decaimento para zero).

Para determinar a FAC do processo AR(p) multiplicamos ambos os membros da

equagdo que definem o processo por X, , k=0 e tomamos valores esperados. Obtemos

entao:
EX X )=aEX_X_ )+.+ta EX, X 6 )+EeX,,)
Assim, para k=0 oix(I-ap,—..—a,p, )=0}
para k=1 Py =81Pg—-—8yP, =0
para k=2 Pr=ap;—..—a,p, , =0
para k=p Pp =GPy == 8,Py =0
Em geral, para k 2 p: Pr=@ Py = -—8yPy, =0

As equagdes obtidas fazendo k=I,...,p estabelecem pois a correspondéncia entre

(p,,pz,...,pp) e (a,,a2 ,...,ap) e sao conhecidas por equacdes de Yule-Walker.

Continuando a supor que as p raizes de y(x) sdo distintas, a soluc@o da dltima equagdo vem
py=BR} +B,R; +..+B,R}
podendo os coeficientes B;, B, ..., B, ser determinados a partir das equagdes para k=0,
1 apells

Vemos que a FAC tem um decaimento exponencial (se as raizes forem reais) ou
sinusoidal para zero (se existir um par de raizes complexas conjugadas) a medida que k

aumenta.

Por sua vez, a FACP vem:

1 p
P =P 1=a, D2 7 pz 2

p, 1
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ANEXO III - Estimacio dos Parametros em Modelos AR(p)

Consideremos o modelo AR(p) com média x4 ndo nula:

X,—pu=a(X, ,~pt.+a, (X, _,—w+te,
onde & €é um processo de ruido branco e os coeficientes (a;,a;,...a, ) satisfazem as
condigdes de estacionariedade. Assim, dadas N observagdes X, X,,... Xy, pretendemos
estimar u, (a,,a,,...,a,) € o . Observando a equagio acima, reparamos na sua semelhanca
com o modelo de regressio linear mdltipla cldssico uma vez que se expressa X, como funcdo
linear de (X,_, —p),...(X,., — @) com pa,;a,,..a, actuando como coeficientes de regressao
e & como residuo embora, neste caso, X, desempenhe simultaneamente o papel de varidvel
dependente e independente. Assim, visto que X, ,X,,,..X, , sdo valores observados,

podemos utilizar o Método dos Minimos Quadrados, isto €, vamos procurar estimadores de

1,a,;,a,,...,a, que minimizem

N N
o(u,a,,....a,)= 28,2 = Z{X, —p—a X, —W-..—a,X,, _#)}z

t=p+l t=p+l

Note-se que ndo podemos incluir os termos ¢,,...,&, uma vez que estes dependem de
varidveis aleatérias que nio foram observadas. Porém, para N grande comparado com p (o

que sucede quase sempre na prética) o efeito de ignorar os p primeiros &,’s serd pequeno e
N

portanto a expressdo acima constitui uma boa aproximagao a soma dos quadrados Z e} .(De
=1

facto, esta aproximagdo é equivalente a ter ¢, =¢, =...=¢, =0.)

Se assumirmos que os residuos &,’s sdo Gaussianos, sendo ndo correlacionados sdo

também independentes. Nestas circunstincias, os estimadores obtidos pelo Método dos
Minimos Quadrados sdo também estimadores de méxima verosimilhanga pois a densidade
conjunta de ¢,,,,....€ serd dada por

N-p

L(e 2 )= 1 _z—ex Gt iez
PRIV N 2”05 P 20_3 I=p+l‘ y
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Fazendo a transformag@o de (¢ ,,;,...€y ) para (X s Xy )2
X, - w-a(X,.,—@~——8,X., —n)=¢g,, ptIStsN

vem que o jacobiano desta transformagdo € igual a unidade e

N-p

S T 1 &
BX iaXn F[ZE?) exp[—-z7 Y&, -u-aX, - w--—a,X,, - ,u)}z].

& e t=p+l
De facto, em rigor, esta densidade ndo representa a densidade conjuntade X ;... Xy
mas sim a densidade condicional de X ,,,,..., X, dado que as observagdes iniciais X ,..., X,

estiio fixas nos seus valores observados x,,...,x, . Contudo, como N é grande em comparagao

com p, esta modificag@o provoca apenas uma pequena alteragiio na fungdo verosimilhanga que
podemos considerar bem aproximada pela expressdo acima indicada.
Assim, o logaritmo da verosimilhanga vem dado por
1 N
L(4,a,,..na,) =N - p)iny|2n07 - = Y&, -pu-a,(X, -w--—a, X, -w¥.

& 1=p+l

Se conhecermos o, os estimadores de i,4,....a, a0 obtidos minimizando a soma

dos quadrados

N
Q(.uvaj v"'rap) = E{XI —#—al(Xl-l _”)_'"_ap(xr-p —ﬂ)}

t=p+l

o que corresponde exactamente a obter os estimadores de minimos quadrados. Para

encontrar 0 minimo de Q derivamos respectivamente em ordem a 4 € @;,...d,, obtendo

N
E{X: —p=a (X - R)-may X, —ﬁ)} s

t=p+l

N
Y&, -a-ax, ,-p--d,X,, ~phX, ,-8)=0, j=l..p.

t=p+l
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% . . A~ )?0—&l l_"'—ap P
Entdo, da primeira igualdade obtemos x= - - onde
I=a,~-:—a,
i ey
X; =N_—p ’)j(,, j=0,...,p-1. Considerando ainda p pequeno em comparagdo com N,
1=p+l-

podemos aproximar X,, X ;s X, (que representam as médias dos diferentes conjuntos de
o =2
N-p observagdes) por X =_ﬁ2 X,, obtendo a expressdo acima simplificada: A=X.
=1
Substituindo /& por X na segunda igualdade temos

N — — — o
Y, - X -a,X, —X)=m @Koy = )%, -X)=0, j=l..p.

t=p+l

N — pa—
Se fizermos agora a aproximagao E(X,_,. -X)X, ;—-X)= Np(j—i),com 0<Sisp

t=p+l

e 1< p<j,emque j, €afungio autocovariincia amostral, as equagdes acima transformam-

seem §, =4,y +d,9,., +ota,d s j=Lewp

Em linguagem matricial, podemos escrever 7 =R,.a,onde

Yo T P
D I O e T e S N A 1 TG TS
i=(aa,..a,), F=(9,9-7,) € R = - 4 s
?p-l )‘;p—Z Sed ?0

Assim, podemos obter boas aproximagOes para O0S estimadores de mdxima

verosimilhanga (ou de minimos quadrados) a oy calculando as p+1 primeiras
autocovariincias amostrais 7p.7,,.7, © resolvendo o sistema de equagdes lineares
7,=a;9. +d,5,,+ vt @,y j=1eop- Note-se que este sistema de equagdes é idéntico as
equagdes de Yule-Walker, as quais expressam os valores teéricos dos parametros a,,d,,...4,

em termos da fung@io autocorrelagdo tedrica p, ou da fung@o autocovariincia y, . Assim, estes

estimadores calculam-se pelo Método dos Momentos, isto &, substituindo nas equagdes de
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Yule-Walker as autocorrelagdes tedricas p, pelas estimadas p, e resolvendo o sistema de

equagdes resultante
pi=a;+aprt.Fa,p,,

py=a,p,ta+..+a,p,;

P,=ap, +tap,,t..ta,

em ordem aos parimetros a,,d,,...d,. Os estimadores assim obtidos sdo chamados

estimadores de Yule-Walker. Prova-se que, para N suficientemente grande, estes

estimadores nio diferem substancialmente dos obtidos pelo método dos minimos quadrados.

Porém, se algum dos parimetros estiver préximo de um, os estimadores de Yule-Walker

podem ser bastante pobres.

Quanto ao estimador para o}, podemos utilizar o resultado da Teoria da Regressdao

que nos dé o estimador centrado

£ 1 S A N=p [ = R
0'2 . ElE ysinsylhs ) ram —-a e ]
& N_ZP_IQ(# ! p) N_Zp_l(yo lyl l’yP)

onde o denominador é obtido a partir da expressdo geral “nimero de observagdes utilizadas

(N-p) menos o nimero de parametros estimados”.

O estimador de maxima verosimilhanga viria

&

= 1 o <
G2 =N——pQ(ﬂ'al'""aP e
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ANEXO IV - Intervalos de Confianga para os Parametros

Priestley (1981) descreve um método geral desenvolvido por Box € Jenkins (1970) que
permite a obteng@o de intervalos de confianga para os parimetros dos modelos AR, MA ¢
ARMA baseando-se quer na Teoria das Hipéteses Lineares (usando o Método dos Minimos
Quadrados), quer na Teoria da Méxima Verosimilhanga. Passamos a apresentar sucintamente
o segundo.

Para todos os modelos gaussianos de séries temporais (isto é, admitindo que os {e,}

formam uma sucessio de varidveis aleatérias i.i.d. N(0,67 )), podemos exprimir a

aproximagdo ao logaritmo da fungéo verosimilhanga na forma
1
L(0)= const ——0(0).
20,

onde @ denota o conjunto de parametros desconhecidos (por exemplo, num modelo AR(p)
0=(ua,..a,))e 0(0)= 28,2 onde os limites do somatério sobre 7 dependem dos valores
3

iniciais apropriados ao modelo.

Seja # o estimador de méxima verosimilhanga (ou de minimos quadrados) de 6.

Entdo, podemos escrever

’L(H)
36,00,

ue)=L{é+(9—é)}= ué)+i(0; -4, )aué)

- 20
i=1 ag,

1 A i
+=¥'36,-6,%6,-6;)
2% 51

Assumindo que I( @) é localmente quadrtica (logo, podemos ignorar as derivadas de

~

=0, para todo o i (sendo 6 o

L(@) de ordem superior & segunda) e notando que 3;(00)

; iy b 3*L(0)
estimador de méxima verosimilhanga de @) e escrevendo L; = 30.00
ey

, temos

uw:uépéii(e,. -6,)6,-6,)L, .

i=1 j=1I
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9°L(0)
30,00,

Demonstra-se que para N grande podemos substituir L; por E\: } sendo, neste

caso, —{L‘.,. }" uma aproximagdo da matriz de varidncias-covariincias de {9,. } (a notagdo

{Lv }' significa o inverso da matriz cujo elemento (i,j) € Ly Com esta aproximagdo, a forma

quadritica {— Z 2 L 0, = é, )0, - 0 ; )} possui uma distribuicdo )(: 5
Y

Usando as igualdades anteriores, temos
A 1
for0)-0d)}-202 Zxi=0lx;

1

e L

Quando o nio € conhecido, estimamo-lo previamente por ol =

Entio, se o modelo € linear temos (N-q)o! =0 Xy Sendo independente de
JQ( 0)-0( 0 )}. Assim, neste caso,

00)-00)__4 g
N-gor  N-g >

onde F,, , denota uma distribuigdo F com g,N-g graus de liberdade.

Consequentemente pode ser obtida uma regido de confianca a (100-a)% para 0

através de

Q(o)—Q(o)s q -F,y.,(@) ou Q(O)SQ(é){“‘

b ~N-q g (a)} '

N-q

Box e Jenkins (1970) sugerem ainda que, para N grande, podemos encarar ol como

uma constante e aproximar a regido anterior por

o
00)<0(0 ){H ""If,a)} .



61

ente nao s6 aos modelos AR como também

Esta equagdo pode ser aplicada directam
drados” Q(0) seja calculada

MA e ARMA, desde que, em cada caso, a fungdo “soma dos qua

directamente dos residuos £, € dos valores do parametro €.

Se L(@) é localmente quadrdtica, Q(0) também 0O é. Assim, podemos escrever

0(0)=0®) = -Iz-ﬁ‘,)ﬁ(o, —6,0,-0,)0, onde Q;= %'%Z—) =-20°L,.
] et

i=l j=

Entdo, a expressio obtida acima para a regiao de confianga, pode ser escrita na

seguinte forma:

ii(eu —ét )(oj "'é_,' )Q.j == qO': Fq,N.q(a) .

i=1 j=I

Consequentemente, pode ser obtida uma regido de confianga a (100-0)% para 0
¢

através de
ii(&, —6,)0,-0,)0, 240 F @)

i=l j=1

Na prética podemos aproximar Q; usando as segundas diferencas de Q(é), isto €,

De forma alternativa, em alguns casos, podemos

podemos estimar Oy numericamente.
erosimilhanca.

calcular O analiticamente a partir da expressdo da fungdo v
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ANEXO V - Limites dos Intervalos de Confianca para 0 Parametro Autoregressivo

Foram geradas amostras de 256 observagdes de processos AR(1) onde 0 verdadeiro
parametro autoregressivo ( a ) toma sucessivamente os valores 0.2, 0.5, 0.8, 0.95, -0.2, -0.5,
-0.8 ¢ -0.95. Em cada gréfico apresentamos 08 limites superiores € inferiores de 500 intervalos
de confianga a 95% para 0 parametro autoregressivo. Para cada uma das oito amostras geradas
construimos 500 intervalos de confianca classicos (Leiass) © intervalos de confianga por
subamostragem - 500 intervalos de caudas iguais (Igr) © 500 intervalos simétricos (Isym)- onde
foram tomadas subamostras de tamanho b=4, b=8, b=16, b=32 e b=64.
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ANEXO VI - Histogramas e PP-Plot dos Estimadores de Maxima

Verosimilhanca do Parametro Autoregressivo

Foram geradas amostras de observagdes de processos AR(1) de tamanho n=256 e
n=768 onde o verdadeiro parimetro autoregressivo (a) toma sucessivamente os valores 0.2,
0.5, 0.8, 0.95, -0.2, -0.5, -0.8 e -0.95. A cada uma destas 16 amostras foi aplicada a
subamostragem. Nos gréficos abaixo apresentamos os histogramas dos estimadores de
méxima verosimilhanga do parAmetro autoregressivo calculados em subamostras de tamanho
b=4, b=8, b=16, b=32 e b=64, aos quais foi ajustada a curva normal. A cada distribui¢ao
obtida foi aplicado o teste de normalidade PP-Plot.
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