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INTERVALOS DE CONFIANGCA BOOTSTRAP
E SUBAMOSTRAGEM

Jodo Renato Sebastido e Sara Morgado Nunes”

RESUMO

Neste trabalho consideram-se as metodologias de reamostragem e subamostragem.
Estas metodologias, computacionalmente intensivas, sao hoje amplamente utilizadas
na Inferéncia Estatistica no cdlculo de intervalos de confianga para um determinado
parimetro de interesse. Num estudo de simulag@o aplica-se o bootstrap ¢ a
subamostragem a conjuntos de observagoes provenientes de populagdes normais com
0 objectivo de determinar intervalos de confianga para o valor médio.

1.INTRODUGCAO

A questio da estimacio de um pardmetro desconhecido 8 constitui um problema que
surge habitualmente em Estatistica. Neste contexto, ocorrem duas questdes importantes:

* Que estimador 9 deve ser usado?
* Tendo-se optado por um estimador particular 6 como avaliar a precisdo 0 de en-
quanto estimador de 67

Para dar resposta a esta segunda questdo, suponhamos que se pretende construir um
intervalo de confianga de caudas iguais com nivel de significincia 200 para 6. Notando os

quantisde/é -0 por a , temos P(é—g < a(a))=a = P(é—ﬁ > a(] -a)).Daquiresul-

ta que o intervalo JG = a(] a) 6 = a a)l tem probabilidade de cobertura 1-20. Note-

se porém que esta solu¢@o raramente se aplica uma vez que a distribuicdo de 6 6 ¢, em geral,
desconhecida. Nesse caso, pode aproximar-se 0 - 0 através de uma distribui¢ao N(0,1),
sendo para tal necessdrio que a amostra em causa seja suficientemente grande (em geral,
n>30). Assim, notando por z() o quantil de probabilidade /-o da distribui¢do N(0,1) e por
v, avaridncia estimada com base na amostra Y, resulta um intervalo de confianca “classico”
com probabilidade de cobertura /-2 o :

—z(2) %;éy +2(2) % (1

Se além de ndo se conhecer a distribuicao de 0 - 6 a amostra em causa for de pequena
dimens&o ou a expressdo para a variancia for dificil de obter, os métodos analiticos mostram-
se ineficazes na resolugio do problema apresentado.

Foi inicialmente numa tentativa de estimar o erro padrdo de determinada estatistica
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que surgiram os métodos de reamostragem como o bootstrap [Efron (1979)] ou de
subamostragem como o jackknife [Tukey (1958)] cujo principio basico ¢ a utilizagdo repetida
da amostra original de modo a obter vdrias estimativas de 6 que serdo usadas para estimar ou
aproximar a distribuicdo de B ¢ as suas caracterfsticas. E também de referir que, desde a
década de 90, se tem vindo a assistir a um desenvolvimento extraordindrio das metodologias
estatisticas de base computacional. Foi neste contexto que, Politis e Romano (1994) propu-
seram uma metodologia mais geral: a subamostragem, a qual constitui um método robusto
que se aplica sob condigdes mais gerais que as técnicas de reamostragem. Actualmente,
estas técnicas constituem uma ferramenta (til na Inferéncia Estatistica permitindo a determi-
nagao de intervalos de confianga para parimetros populacionais sem recorrer a célculos
matemadticos complexos, sendo portanto amplamente utilizadas nio apenas por estatisticos
mas em muitas outras dreas como na Econometria, Ciéncias Sociais, Ciéncias Médicas, entre
outras.

A primeira parte deste trabalho consiste numa revisdo muito breve acerca das
metodologias de reamostragem e subamostragem, aplicadas a determinagdo de intervalos de
confianga para pardmetros populacionais. Na segunda parte apresentam-se os resultados de
um estudo de simulagao levado a efeito no software estatistico R-Project, que consistiu na
determinagéo de intervalos de confianga para o valor médio de conjuntos de dados proveni-
entes de populagdes normais através das metodologias estudadas.

2. REAMOSTRAGEM

O bootstrap faz parte da grande familia dos métodos de reamostragem e foi original-
mente proposto por Efron em 1979, tendo revolucionado a Estatistica. Embora as ideias
subjacentes ao bootstrap sejam antigas, o interesse da comunidade cientifica pelo método
surgiu essencialmente apds os trabalhos de Efron (1979) e Efron e Tibshirani (1986) onde o
bootstrap ¢ apresentado como um método de base computacional adequado a vérios proble-
mas de estimagdo. Desde entdo, o bootstrap tem vindo a ser aperfeicoado, constituindo
actualmente um método computacionalmente intensivo eficaz e amplamente usado na
inferéncia estatistica.

Efron e Tibshirani (1993) apresentam de forma muito clara o funcionamento deste
método:

Suponha-se que se dispde de uma amostra aleatéria ¥ = (X ,,...,.X, ) pertencente

auma determinada distribuigéo de probabilidade desconhecida F ¢ que se pretende estimar
um parametro de interesse 6-6 (F)com base em Y, notado aqui por 9 . Através deste metodo
€ possivel, por exemplo, construir de modo simples estimadores para a distribuicao de 9 eas

suas caracteristicas com base na amostra Y, como refere Brito (2000). i
Comega-se por construir a distribui¢io empirica , estimador de F , definida como

ﬁ(x)z#{Xi Sx}

- A fungdo distribui¢ao empirica obtém-se atribuindo peso 1/rl a cada

A
um dos valores observados X i»i=1,...,n.Com F fixo, defina-se uma amostra bootstrap
* * * - . A
Y =(X,,..,X, ) como sendo uma amostra aleatéria de tamanho n obtida de 8 , com

reposi¢do, a partir da populagio dos n individuos (X ,,..., X, ): iy (X;,.... X; )A
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notacdo * indica que Y* ndo € o conjunto de dados original ¥ mas sim uma versido reamostrada
deY.
Seleccionam-se entdo B amostras bootstrap independentes de dimensao n,

Y™, Y, obtidas com reposigio a partir de ¥ (para estimar o erro padrdo, geralmente
50<B<200). Associada a cada conjunto de dados bootstrap Y* estd uma réplica bootstrap

A ~
de 6 notada por " (b), b=1....,B, aqual resulta da aplicagio da mesma fungdo a ¥* que foi

aplicadaa Y.
A ”
Finalmente, estima-se o erro padrdo de 8 - se¢ - (0} - pelo desvio padrdo das B
réplicas:
B 2%
o Sle-ae)] 5
sep =442 >0
B-1 onde 6 (-)=+L

Verifica-se que o desvio padrdo empirico aproxima o desvio padrdo da populacido
; e . : ) O*
quando o nimero de réplicas aumenta pois é Im sep = se. = Seg (6 ).
—oo
Davison & Hinkley (1997) apresentam alguns intervalos de confianca que
podem ser construidos com base na metodologia bootstrap:
Notando por bB e Vv, , respectivamente, as estimativas do viés e da variéncia com

base nas B réplicas bootstrap, obtém-se um intervalo bootstrap normal para 6:

J@Y —b,— v, zZ(I-a);0, =b, + /v, Z(J—a)l @
Porém, em situagdes nas quais a variancia € dificil de calcular, € possivel estimar os

quantis a (@ ) e a ( I-0r ) através dos quantis correspondentes de 0 -éy obtendo-se um

intervalo bootstrap basic para 0 :

|26, -0 (B +1)(1-0);26, 0" @B+1w)|  ®
0

Considere-se agora uma aproximagdo bootstrap a Z= \/7 ,onde V€ o estimador

>

da variancia. Cada amostra simulada ¢ usada para calcular ) *, a variancia estimada " e a

2
.0 -0,
versdo bootstrap £ = \/——* de Z. Os B valores simulados de 7" sdo ordenados ¢ o
v

quantil p de Z é estimado pelo (B+1)-ésimo quantil. Assim, um intervalo bootstrap studentized
¢ dado por

16, -z B +ixi-ap:b, - (B+h)| @
Os limites deste intervalo de confianga sdo também conhecidos por limites bootstrap-t,
por analogia com os limites de confianca Student-t para a média de uma distribui¢do normal.
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3. SUBAMOSTRAGEM

A ideia subjacente a0 método de subamostragem introduzido por Politis ¢ Romano
(1994) € aproximar a distribuigio amostral de uma estatistica com base no calculo da mesma
em subconjuntos do conjunto de dados original. Assim, sdo geradas subamostras de tama-
nho b<n amostrando, sem reposi¢do, b observagdes a partir da sequéncia de dados original
de tamanho n sendo, depois, a estatistica de interesse calculada no conjunto inteiro de
dados e em todos os Cy, subconjuntos de dados de tamanho b. Os valores resultantes do
cdlculo da estatistica em cada subamostra sio convenientemente normalizados de forma a
aproximarem a verdadeira distribui¢do amostral em causa. A subamostragem constitui assim
um método muito geral para a constru¢do de intervalos de confianca de 1* ordem
assimptoticamente vélidos pois, sob certas hipéteses em b (de forma a que h e

5 — 0 quando 17— oo ), 0 método ¢ vlido sempre que a estatistica original, conveni-
entemente normalizada, apresenta uma distribuicio limite sob o verdadeiro modelo. Outros
métodos como o bootstrap, impdem que a distribuigdo da estatistica seja de alguma forma
estdvel enquanto tal condicio ndo ¢ necessdria no método de subamostragem, funcionando
este sob condig¢des muito fracas.

Na verdade, o uso da subamostragem para aproximar a varidncia de uma estatistica
no constitui uma ideia nova. Os estimadores jackknife do viés e da variincia baseados no
cédlculo da estatistica em todas as subamostras de tamanho n-/ foram estudados por
Quenouille-Tukey e aproximam-se da média e varidncia da distribuicio amostral estimada
estudada por Politis ¢ Romano (1992) com b=n-1. Também Hartigan (1969) havia introduzido
o que Efron (1982) apelidou de método de subamostragem aleatéria, o qual se baseava no
célculo da estatistica de interesse em todos os 2/ subconjuntos de dados, produzindo
assim limites de confianga exactos. Mais tarde, Hartigan (1975) adaptou estes resultados a
um contexto mais geral de estimadores com distribui¢io assimptdtica normal. O jackknife e a
subamostragem aleatéria sio métodos similares no sentido em que ambos usam subconjuntos
de dados para aproximarem o erro padriio de uma estatistica ou a sua distribui¢do amostral.

Apesar de partilhar algumas propriedades com os métodos atrds referidos, o bootstrap
de Efron (1979) veio corrigir algumas deficiéncias no jackknife, permitindo concretizar um
objectivo mais ambicioso: aproximar uma distribui¢do amostral completa. Shao e Wu (1989)
mostraram que, baseando o estimador jackknife da varidncia na estatistica calculada em
subamostras com d observagdes apagadas, muitas deficiéncias do estimador da variancia
Jjackknife usual (com d=1) podem ser ultrapassadas. Mais tarde, Wu (1990) usou estes
resultados para aproximar uma distribuicio amostral através do que chamou um histograma
Jackknife, mas apenas em dados independentes e identicamente distribuidos, onde a norma-
lidade assimptética estd assegurada. Posteriormente, Politis ¢ Romano (1992) mostraram
como os valores resultantes da subamostragem podem servir para estimar com exactidio
uma distribui¢do amostral sem qualquer pressuposto de normalidade assimptética, assumin-
do apenas a existéncia de uma distribuigo limite e, desde entdo, esta técnica tem vindo a ser
aperfeigoada [Politis et al (1997, 1999)].

Veja-se, de forma muito sucinta, como funciona a metodologia da subamostragem:

varidvel aleatdria que toma valores num espago amogtral S e seja P uma medida de probabi-
lidade. Suponha-se que se optou por uma estatistica 6=6 (X X ) paraestimar um determi-
nado pardmetro 6 = 6(P)e R . O objectivo & construir um intervalo de confianca para um
determinado parametro 0(P)e R, com base nas observagdes X ..., X . Assim, seja
0=6(X,,...X,) umestimador do pardmetro de interesse 6 (P). Pretende-se estimara
verdadeira distribui¢fio amostral de (9" de modo a fazer inferéncias sobre 0. Nada é assumido
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acerca da forma do estimador.

Seja J,(P) adistribuigio amostral de T, (0,‘ -0 P)) , onde T, € uma constante de
normalizagio apropriada. Defina-se também a correspondente fungéo distribui¢io acumula-
dacomo J (x,P)= Prob, {rb (49”(){'1,...,)(,1 )—Q(P))S x}.

Essencialmente, a tnica hipétese que ¢ necessario colocar para estimar de forma
consistente € a seguinte:

Hipétese A:

Existe uma lei limite J(P) tal que J,(P) converge fracamente para J(P) quando 77 — 0.
Isto significa que T, € tal que J(P) possui uma distribui¢do limite ndo degenerada.

Note-se por ¥},....Y, os N, ="C, subconjuntos de tamanho b de {X,....X, e

por @ , .o valor da estatistica @, calculada no conjunto de dados Y.

As tinicas condigdes a impor a b € que % —>0 e ph — o0 quando 1 —> 0.

A aproximag@o subamostragem a J,(x, P) ¢ entdo definida por:

Ny - &
L,,(x) :]\,L’Z]{[b(anb.i —0,)< x}
n t=1

~

onde I{E} ¢ a fungio indicatriz do evento F = %{h(ﬁ —(;n) < x}.

Para cada i, Y, ¢ uma subamostra de tamanho » do verdadeiro modelo P. Logo, a

nbi

distribuigdo exactade 7, (én ¥ )) ¢ J,(P) . Adistribuico empirica dos IV, valores de

(M (é"’b‘,. - H(P)) constitui uma boa aproximagio a J, (P). Assim, sendo 8 (P) desconhe-

it A T
cido, € possivel substituir 6 (P) por ¢, uma vezque 7, (9,1 — H(P)) é de ordem /Tn em

T
probabilidade ¢ assume-se que % =D
n

O facto de N, = "C), constituir, na maior parte dos casos, um valor muito elevado,
dificulta o cdlculo da aproximag@o subamostragem Ln’h( X ). Nesse caso, pode ser usado um
niimero menor de subamostras seleccionadas aleatoriamente sem reposigao.

Politis e Romano (1994) demonstram um resultado que estabelece as condi¢oes sob
as quais 0 método de subamostragem conduz a resultados assimptoticamente validos para
estatisticas gerais, funcionando sob condigdes minimas. Nenhum teorema equivalente €
considerado nos métodos de reamostragem como o bootstrap em blocos méveis. Pelo con-
trério, tais métodos exigem uma andlise de cada caso muito mais complexa.

Teorema A [Politis ¢ Romano (1994)]:

T
Assuma-se a Hipotese A e que % >0 bn —0 e p—» o0 quando 7 —> 0.
hn
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i Se x ¢ um ponto de continuidade de J(-,P), entdo L, ,(x) = J(x,P) em
probabilidade.

ii. Se J(-,P) é continua, entdo sup |L,, (x) —J(x, P)’ —> 0 em probabilidade.

ii.  Para a0, 1], seja Cop(1—a) =inf{x ol [X) B 1—(1}.

Correspondentemente, defina-se ¢(1—a, P) = inf {x SJEP)=1- a}
Se J(-,P) é continua em ¢(1-a,P), entdo

Prob, {rn lén - G(P)JS (1~ a)}—) I—a quando p— .

Entdo, a probabilidade de cobertura assimptética sob P do intervalo

I, = |.0” ~1,%¢,,(1 —a),ocl él-a.

Note-se que, além da condigiio de mistura, a principal dificuldade em aplicar o teorema
¢ verificar quando € que o estimador, devidamente normalizado, possui uma distribuicio
limite ndo degenerada, cuja forma, contudo, ndo precisa ser conhecida. Muito mais trabalho
€ geralmente necessdrio para demonstrar a validade dos métodos bootstrap. Por outro lado,
o facto de ndo ser necessério que se conhega J(x, P) para que a subamostragem funcione, faz
desta uma metodologia muito geral.

Um intervalo de confianga bilateral de caudas iguais pode ser obtido através da
interseccdo de dois intervalos unilaterais. Assim, o intervalo bilateral andlogo al €

A _ a n _ a
[

1, diz-se um intervalo de caudas iguais por ter probabilidade aproximadamente igual
em cada cauda:

Prob, {6< én —r;%{]—%)}z Prob, {6 B én - r;jcn[gj} z—g

Como aproximagdo alternativa, também podem ser construidos intervalos de confian-
ca simétricos bilaterais. Para isso estima-se a fun¢io distribuicio bilateral

J,.(6P) = Prob, , b, ~om)

ol

A aproximagio por subamostragem a J | ( = g ) € entdo definida por

] n-b+1
L, (x)=———— I{t
¥ n—b+1; s

Denotando um quantil (7 - ¢) de L,,,b‘|A| por €1 (1-a) , o intervalo subamostragem

0, —0; < x}

simétrico ¢ entdo dado por

b ™ lén Ty ]cn,b,|~|(‘l —-a), én T T;jcn,b,[~{ (1- a)J (6).

Intervalos de confianga simétricos ndo constituem necessariamente uma escolha
superior pois a assimetria de um intervalo de caudas iguais pode conter informagao ttil
acerca da localizagao do verdadeiro parAmetro e da assimetria da distribuigio amostral do
estimador.
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4. ESTUDO DE SIMULAGAO

Nesta sec¢@o apresentam-se os resultados de dois estudos de simulagdo levados a
efeito no software estatistico R-Project. O referido software contém o package “boot”, ao
qual se recorreu para a aplica¢do da metodologia bootstrap. Por sua vez, para a aplicacdo da
metodologia de subamostragem, foi necessario proceder a sua implementacao total uma vez
que ndo existe, até ao momento, qualquer médulo especifico para o efeito.

No primeiro estudo aplicou-se o bootstrap e a subamostragem a amostras provenien-
tes de populagdes normais com o objectivo de construir intervalos de confianga para o valor
médio, comparando-se as probabilidades de cobertura estimadas dos intervalos de confian-
¢a obtidos através das referidas metodologias. Por sua vez, o objectivo do segundo estudo
¢ caracterizar a distribui¢do dos estimadores do valor médio resultantes da aplicagdo do
bootstrap e da subamostragem. Em ambos os estudos, a estatistica utilizada na estimagao do
valor médio foi a média aritmética.

4.1 INTERVALOS DE CONFIANGA PARA O VALOR MEDIO

O objectivo deste estudo € analisar o comportamento das metodologias bootstrap e
subamostragem em pequenas amostras. Comegou-se por gerar amostras de 70, 20 e 30
observacdes de uma distribui¢do N(0, /). Relativamente a cada uma das trés amostras gera-
das, procedeu-se da seguinte forma:

- calculou-se um intervalo de confianga “cldssico” (1) a 95%;

- aplicou-se a metodologia bootstrap gerando-se 999 réplicas bootstrap e calcularam-
se intervalos de confianca a 95% normal (2), basic (3) e studentized (4);

- aplicou-se a metodologia de subamostragem usando diferentes tamanhos de bloco
(b=4, b=8 e b=16) e calculou-se, para cada situacdo, um intervalo de confianca a
95% de caudas iguais (5) e um intervalo de confiancga a 95% simétrico (6).

Este procedimento foi repetido 1000 vezes registando-se o nimero de intervalos de
confianga que, em cada simulagio, continham o verdadeiro pardmetro, com o objectivo de se
estimar a probabilidade de cobertura para cada caso.

Bootstrap Subamostragem

&

“Classico”

sym ET sym ET sym

n=10. 30772 0543 0517

0946 0

n=20 0923 0913 0945 0881 0827 083 0778 0,598 0,537 0,926

0.894

937 0,949

0938 0;

Tabela 1: Probabilidade de cobertura estimada para intervalos de confianga a 95% bootstrap
(normal (norm), basic e studentized (stud)), subamostragem (de caudas iguais (ET) e simétri-
cos (sym) usando diversos tamanhos de bloco b) ¢ “cldssicos”.

Na Tabela | apresentam-se as probabilidades de cobertura estimadas para os diferentes
intervalos de confianga calculados. Da andlise da Tabela 1 retiram-se as seguintes conclusoes:
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- Dos intervalos de confianca obtidos através do bootstrap € o studentized aquele
que apresenta melhor cobertura.

- De um modo geral, na metodologia subamostragem, intervalos de caudas iguais
(ET) apresentam probabilidades de cobertura superiores aos simétricos (sym).
Para n=10, sdo os blocos de dimensfo 4 que conduzem a melhores resultados,
enquanto para n=30 € b=16, o que evidencia que o tamanho de bloco éptimo
aumenta com a dimensdo da amostra.

- Tanto nos intervalos bootstrap, subamostragem ou “cldssicos” se registam probabilida-
des de cobertura mais proximas da probabilidade nominal para n=30 do que para
n=10, isto €, a probabilidade de cobertura aproxima-se dos 95% a medida que n
aumenta.

NaFig. 1, apresentam-se os limites dos 1000 intervalos de confianga bootstrap studentized
paran=30 e naFig. 2 apresentam-se os limites dos 1000 intervalos de confianga subamostragem
de caudas iguais para n=30 ¢ b=8. Para as restantes situacdes foram construidos graficos
andlogos (aqui ndo apresentados), destacando-se apenas o facto de, tanto os intervalos bootstrap,
subamostragem como “cldssicos” apresentarem amplitudes menores 2 medida que » aumenta.

4.2 DISTRIBUICAO DOS ESTIMADORES

Com o objectivo de caracterizar a distribuigio dos estimadores do valor médio resul-
tantes do bootstrap e subamostragem, foram geradas amostras de dimensio n=10, n=20 e
n=30, as quais foram aplicadas as referidas metodologias.

A partir dos valores resultantes do cdlculo do valor médio nos 999 conjuntos de
dados reamostrados, no caso do bootstrap, e em cada uma das 1000 subamostras, no caso da
subamostragem, construiu-se o respectivo histograma ao qual foi ajustada a curva normal. A
subamostragem foi aplicada usando-se blocos de tamanho b=4, b=8 e b=16.

Nas Figs. 3 e 4 apresentam-se os histogramas das estimativas do valor médio resul-
tantes do bootstrap para n=/0 ¢ da subamostragem para n=30 e b=4. Para as restantes
situagdes foram construidos grdficos andlogos (aqui nio apresentados), sendo no entanto
de referir que as distribuigdes de probabilidade empirica dos estimadores bootstrap e
subamostragem ndo se afastam significativamente da distribui¢io normal, embora se verifi-
que que, a medida que n aumenta, o viés dos estimadores tende a diminuir.

5. CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho procedeu-se a uma revisdo das metodologias de reamostragem e
subamostragem, constatando-se que esta tltima se aplica sob condigdes mais gerais que a
primeira. Estas técnicas const/i\tuem meios de resposta eficazes na avaliag@o da precisio de
, uma determinada estatistica 6 enquanto estimador de .
As metodologias bootstrap e subamostragem foram aplicadas a conjuntos de dados
independentes e identicamente distribuidos com o objectivo de calcular intervalos de confi-
‘ anga para o valor médio e de caracterizar a distribuigfo assimptética dos estimadores resul-
‘ tantes da aplicagdo das referidas metodologias. Concluiu-se que, de um modo geral, nos
conjuntos de dados estudados, o bootstrap conduziu a intervalos de confianga com proba-
bilidades de cobertura estimadas superiores 2 dos intervalos produzidos por subamostragem.
1 Verificou-se ainda que as distribuigdes de probabilidade empirica dos estimadores bootstrap
e subamostragem nao diferem significativamente e aproximam-se da distribui¢io normal.
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{stud) (=30 { Caudas iguals } (n=30 ) (b=8)

Figura 1 - Limites inferiores e superiores dos 1000 Figura 2: Limites inferiores e superiores dos 1000
intervalos de confianca bootstrap studentized a  intervalos de confianga subamostragem de caudas
95% para n=30 iguais a 95% para n=30¢ b=8

7 A

-

T T T T 1 = T T T 1
-1.0 4.5 04 DS 14 -2 -1 o | 2

Fig. 3: Histograma das 999 estimativas do  Fig. 4: Histograma das 1000 estimativas do
valor médio resultantes do bootstrap para  valor médio resultantes da subamostragem
n=10 para n=30¢ b=4
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