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Resumo: O modelo AutoRegressivo de valor INteiro, INAR, foi proposto na literatura
para modelar séries de contagem. Vérios métodos de estimagdo para os parametros do
modelo tém sido propostos. No entanto, as propriedades assimptéticas dos estimadores
dos parametros, nomeadamente a variancia, siao dificeis de obter, impossibilitando a
construgao de intervalos de confianca. Neste trabalho, estuda-se a técnica de suba-
mostragem, aplicando-a & construgdo de intervalos de confianca para os parametros
do modelo INAR(1).
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Abstract: The INteger-valued AutoRegressive models, INAR, have been proposed in
the literature to model count series. The estimation of the parameters of this model
can be acomplished using several approaches. However, the properties of the estima-
tors, namely the variance, are difficult to obtain, thus impairing the construction of
confidence intervals for the parameters. Here, subsampling is used to obtain confidence
intervals for the parameter of a INAR(1) model.
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1 Introducao

Tem-se registado recentemente um interesse crescente da comunidade cientifica
pelos modelos INAR pois muitas das séries que se observam sio séries de valores
inteiros nao negativos e, em particular, séries de contagem.

Neste caso, os modelos a que habitualmente se recorre na modelacéo de séries
temporais, tanto lineares como néo lineares, revelam-se inadequados, uma vez
que do produto de uma constante real por uma varigvel aleatéria de valor inteiro
resulta uma varidvel aleatéria real. Com o objectivo de solucionar este problema,
McKenzie (1986,1988) e Al-Osh e Alzaid (1987) recorreram  operagao thinning
binomial definida por Steutel e Van Harn (1979), substituindo a operagio de
multiplicacéo usual e propondo os modelos INAR(1), que passamos a definir.
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Seja {X:} um processo estocdstico de valores inteiros niao negativos, a €
[0,1] e * a operagao thinning binomial assim definida [Steutel e Van Harn
(1979)]:

X
axX=3) Y )

onde {Yi}, dita série de contagem, é uma sequéncia de varidveis aleatérias in-
dependentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), independentes de X, tais que
P(Yx = 1) =1— P(Yx = 0) = a. Entao {X,}, diz-se um processo INAR(1) se
satisfaz a seguinte equagao

Xi=axX;_1+e (2)

onde a € ]0,1[, t € {0,£1,%2,...} e {e;} € Ng é uma sequéncia de varidveis
aleatérias i.i.d., com média p. e variancia o2,

Se a sequéncia de varidveis i.i.d., {e; }, tem distribui¢ao de Poisson, o processo
é dito INAR de Poisson, sendo os processos INAR(1) assim definidos sempre
estaciondrios.

Mostra-se (Alzaid e Al-Osh (1987); Silva e Oliveira (2000)) que a estrutura de
correlagao dos processos INAR(p) é semelhante & dos processos AR(p), podendo,
a sua funcao de densidade espectral, f(w), escrever-se como

22 1 = —twk __ pe(l + a)
f(w)—ﬂzh_wR(k)e k_21r(1—2acosw+a2)’ —rT<w<m (3)

O problema da estimacao dos parametros a, p. ¢ a2 do modelo tem sido con-
siderada por diversos autores. Al-Osh e Alzaid (1987) propuseram a estimagao
de Yule-Walker, maxima verosimilhan¢a e o método dos minimos quadrados
condicionais. No dominio da frequéncia, Silva e Oliveira (2000) propuseram um
método de estimacgao baseado na minimizagao do critério de Whittle.

No entanto, apesar da distribuicdo assimptética dos estimadores de Yule-
Walker, minimos quadrados condicionais e de méxima verosimilhanga ser nor-
mal, expressdes para a variancia assimptética sio dificeis de obter. Relativa-
mente aos estimadores obtidos pela minimizagao do critério de Whittle, a sua
variancia assimptética depende dos cumulantes de 4a ordem do processo. As-
sim, ndo é possivel a construcao de intervalos de confianca para o parametro a,
pelo que a inferéncia estatistica sobre o modelo estimado fica, de certo modo,
comprometida. B

Foi, precisamente, numa tentativa de medir a precisdo de uma estatistica ¢
enquanto estimador de @ e de estimar o seu erro padrao que surgiram os méto-
dos de reamostragem como o bootstrap [Efron (1979)] e de subamostragem
como o jackknife [Tukey (1958)]. Estes métodos foram primeiramente propos-
tos para observagoes de varidveis i.i.d., tendo sido desenvolvidas, posteriormente,
metodologias que permitem a sua extensao a séries temporais. E neste contexto
que Politis e Romano (1992, 1994) propoem a construgao de intervalos de confi-
anca para um parametro f com base no método de subamostragem cujo principio
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bésico é o cdleulo da estatistica de interesse em subconjuntos da amostra ori-
ginal, de modo a obter uma aproximagao da distribui¢io amostral de 6 e fazer
depois inferéncias sobre 6.

Neste trabalho aplica-se a metodologia da subamostragem a séries geradas
por modelos INAR(1). Como atrés ficou dito, o calculo da variancia associada
a um determinado conjunto de estimativas do parametro do modelo (a) é ex-
tremamente complicado, o que faz com que nao se disponham de critérios para
verificar se o parametro estimado é ou nao significativo. Foi justamente a ex-
isténcia desta dificuldade que motivou a aplicagao da metodologia da subamos-
tragem a estes modelos. Assim, na seccao 2 sao tecidas algumas consideragoes
acerca da metodologia da subamostragem e, na seccao 3, sao apresentados os re-
sultados de um estudo de simulagao levado a efeito com o objectivo de construir
intervalos de confianga para o parametro de processos INAR(1).

2 Subamostragem em Séries Temporais

Sejam { X, X3,...,X,} n observagoes de uma série temporal estaciondria e que
satisfaz uma condi¢do de dependéncia fraca, com valores num espago amostral
S e seja P uma medida de probabilidade. Suponha-se que se opta por uma
estatistica f para estimar um determinado parametro # = 6(P) € R. O objectivo
do método de subamostragem introduzido por Politis e Romano (1992, 1994) é a
construgao de intervalos ou regioes de confianga para @ através da aproximagao
da distribuicao amostral de (8,, — 6(P)) pela distribuigdo empirica dos valores
da estatistica calculada em subamostras formadas por blocos de observagoes
consecutivas de dimensdo b < n, sendo a primeira {X;, X,..., X} e a tltima
{Xn-b+1,Xn—b+2,--.,Xn}. Note-se que existem ¢ = n — b+ 1 blocos destes.

Os valores resultantes do calculo da estatistica em cada subamostra sao con-
venientemente normalizados de forma a aproximarem a verdadeira distribuigao
amostral em causa. Deste modo, a subamostragem constitui um método muito
geral para a construgao de intervalos de confianga de primeira ordem assimp-
toticamente vélidos pois, se b for tal que b/n — 0 e b — oo quando n — oo,
o método é vélido sempre que a estatistica original, convenientemente normali-
zada, apresenta uma distribui¢ao limite sob o verdadeiro modelo.

Seja O ¢ = Op(Xy, . .., Xesp-1) 0 estimador de 6(P) baseado na subamostra
{Xt, ..., Xt4p-1} (note-se que, de acordo com esta notagao, 6, = é,,,,,,l). Seja
Jpt(P) a distribuigdo amostral de (0t — O(P)), onde 7, é uma constante
de normalizacdo apropriada. Defina-se também a correspondente fungio dis-
tribuicdo acumulada como Jy (2, P) = Probp {n(0n 5 — 6(P)) < z}.

Por conveniéncia, denote-se por J,,(P) = J,, 1(P) a distribuicdo amostral de
Tn(0n — B(P)) € por Jn(-,P) a fungao distribui¢io acumulada correspondente.
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A aproximagao subamostragem a J,,(z,P) é entdo definida por:

n—b+1
1 = w
= —_— — =
Ly p(z) n—b+1 z§=1: I{1y(Onpe — 6n) < z} (4)

onde I{E} é a funcdo indicatriz do evento E = {n(f, 4, — 0,,) < z}.

Para cada ¢, {X;,...,X;4p-1} é uma subamostra de tamanho b do ver-
dadeiro modelo P. Logo, a distribui¢io exacta de 7,(8,,: — 8(P)) é J,(P).
A estacionaridade implica que a distribui¢io empirica dos n — b + 1 valores de
5(On bt — #(P)) constitui uma boa aproximagio a J,(P). Assim, sendo 0(P)
desconhecido, podemos substituir §(P) por 6, uma vez que (6 — B(P)) é de
ordem 7,/7,, em probabilidade, assumindo-se que 7, /7, — 0.

As condigdes sob as quais 0 método de subamostragem conduz a resultados
assimptoticamente vélidos para estatisticas gerais, funcionando sob condigoes
minimas, foram obtidas por Politis ¢ Romano (1994) e estdo estabelecidas no
seguinte teorema:

Teorema 1 (Politis e Romano (1994)). Notemos a sequéncia o — mizing

correspondente a { X} por ax ().
Assumamos a Hipétese A e que 1)1, — 0, b/n — 0 e b — o0 quando
n — 0o0. Assumamos também que ax(m) — 0 quando m — oo.

1. Se x € um ponto de continuidade de J(-,P), entdo Ly p(z) — J(z,P) em
probabilidade.

2. Se J(-,P) € continua, entdo supy|Ly y(z)—J(z,P)| — 0 em probabilidade.

3. Para a € [0, 1]_, seja cnp(l —a) = inf{z: Lyp(z) > 1 —a}.

Correspondentemente, definamos ¢(1 — a,P) = inf{z : J(z,P) > 1 — a}. Se
J(-,P) € continua em c(1 -, P), entio Probp{7, [0, — 0(P)] < cnp(1— )} —
1 —a quando n — oo . Entdo, a probabilidade de cobertura assimptética sob P
do intervalo I) = [0, — 77 cn (1 — @), oo €1—a.

Um intervalo de confianga bilateral de caudas iguais pode ser obtido através
da intersecgéo de dois intervalos unilaterais. Assim, o intervalo bilateral analogo
a I 1 é

Ier = [0 =7 eup(1 = 5),60 = T tens(5)] (5)

Igr diz-se um intervalo de caudas iguais por ter probabilidade aproximada-
mente igual em cada cauda:

Probp {o <bp—77lca(l - %)} ~ Probp {o > b, — r,:lc,.(g)} ~ %
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Como aproximacao alternativa, também podem ser construidos intervalos
de confianca simétricos bilaterais. Para isso estimamos a funcao distribuicao
bilateral

Jn1-|(z, P) = Probp{7|0, — 6(P)| < z}.
A aproximacéo por subamostragem a J,, |.|(z,P) é entao definida por

n—b+1

1 € :
Ly, (x) = e > Hnlbnpe —0al < z}. (6)
=1

Denotando um quantil (1 — a) de L, 3 |.| por ¢ 4,1.|(1 — @), o intervalo suba-
mostragem simétrico é entao dado por

Iaym = [én = Tfrlcn.b,H(l == a)v én + Tn—lcn,b,l-l(l e a)] (7)

Intervalos de confianca simétricos nao constituem necessariamente uma es-
colha superior pois a assimetria de um intervalo de caudas iguais pode conter
informacao 1itil acerca da localizagao do verdadeiro parametro e sobre a assime-
tria da distribuigao amostral do estimador.

3 Estudo de Simulagao

Neste estudo de simulacao geraram-se amostras de 256 observagoes do processo
INAR(1), definido em (2), onde a sequéncia de inovagoes tem distribui¢ao Po(1)
e o parametro a do modelo é o parametro de interesse. Como possiveis critérios
de estimacao do parametro em causa dispoe-se dos estimadores de Yule-Walker,
méxima verosimilhanca, minimos quadrados condicionais e critério de Whittle,
tendo-se recorrido, neste estudo, ao primeiro e ao ultimo. Assim, nas amostras
geradas, o parametro a tomou sucessivamente os valores 0.2, 0.5, 0.8, 0.95 e
0.99 e a variancia das inovages o2 = 1,3, 5. As amostras geradas aplicou-se
a subamostragem usando diferentes tamanhos de bloco (b =4, b = 8, b = 16,
b= 32, b= 64 e b= 128). Para cada situagdo construiu-se, para o parametro do
modelo, um intervalo de confianga a 95%, de caudas iguais g7, (5), € um inter-
valo de confianca a 95% simétrico I,ym, (7). Repetiu-se este procedimento 500
vezes e registou-se, em cada simulagao, o nimero de intervalos de confianca que
continham o verdadeiro parametro com o objectivo de estimar a probabilidade
de cobertura.

As probabilidades de cobertura estimadas para intervalos de confianca a
95% por subamostragem de caudas iguais - Igr - e simétricos - Igym - para
o parametro do modelo - a, usando diversos tamanhos de bloco - b - recor-
rendo aos estimadores de Yule-Walker e de Whittle, apresentam-se na tabela 1.
Na subamostragem com estimacao pelo critério de Whittle nao foram usadas
amostras de tamanho menor que 16, por nao ser vidvel a aplicacao deste critério
em amostras de dimensao tdo pequena. Apresenta-se somente o resultado das
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4 8 16 32 64 128

a YW YW|YW W |YW W [YW W |YW W

0 Igr | 0.62 [ 0.85 | 0.86 0.91 | 0.87 0.90 | 0.78 0.81 | 0.58 0.62
Isym | 040 | 0.71 [ 0.76 091 [ 0.78 0.86 | 0.70 0.77 | 0.50 0.58
02 | Ipr | 0.57 [ 0.78 [ 0.86 0.93 | 0.86 0.87 | 0.80 0.81 | 0.60 0.59
Toym | 0.10 | 054 | 0.68 0.86 | 0.72 0.81 | 0.13 0.74 | 052 0.56
05 | Ier | 042 | 0.67 | 0.81 0.96 | 0.84 0.90 | 0.78 0.81 | 0.60 0.62
Lsym 0 0.16 | 046 0091 | 0.59 0.77 [ 0.62 0.70 | 0.48 0.52
08 | Igr | 0.16 | 046 | 0.63 0.91 [ 0.80 0.97 | 0.80 0.88 | 0.60 0.62
Tsym 0 0 0.03 0.82 | 033 0.86 | 042 0.70 | 0.35 0.47
095 | ITer | 0.03 025|049 068 | 066 0.76 | 0.78 0.76 | 0.67 0.62
Lsym 0 0 0 0.37 0 0.54 | 0.06 0.73 | 0.17 0.66
099 [ Igr | 0.01 [ 012 | 0.31 0.61 | 0.59 0.67 | 0.76 0.84 | 0.76  0.67
Loym 0 0 0 0.15 0 034 0 0.78 0 0.75

Tabela 1: Probabilidade de cobertura estimada para intervalos de confianga a
95% por subamostragem de caudas iguais - Ipr - e simétricos - Iy, - para o
parametro do modelo - a, usando diversos tamanhos de bloco - b - e recorrendo
aos estimadores de Yule-Walker - YW - e de Whittle - W.

simulagoes feitas com o2 = 3 por nio ter sido detectada a existéncia de uma
relagdo directa entre o2 e a probabilidade de cobertura estimada.
Da andlise das tabela retiram-se as seguintes conclusoes:

e os estimadores obtidos pelo critério de Whittle produzem intervalos de
confianga para o pardmetro com uma maior probabilidade de cobertura;

e os intervalos de confianga de caudas iguais apresentam, neste caso, uma
probabilidade de cobertura superior & dos intervalos de confianga simétri-
COoS;

e para valores do parametro do modelo préximos de 1 (@ = 0.8, a = 0.95 e
a = 0.99), os intervalos de confianca tém tendéncia a apresentar probabi-
lidades de cobertura inferiores;

¢ o tamanho de bloco (b) que conduz a melhores resultados aumenta & me-
dida que o valor do parametro do modelo aumenta. Por exemplo para
a = 0.2 parece ser b = 16 que conduz a intervalos de confian¢a com me-
lhor cobertura, enquanto que para a = 0.8 é b = 64. Assim, o tamanho
de bloco 6ptimo depende, claramente, do valor do parametro pois, tama-
nhos de blocos maiores permitem captar melhor estruturas de dependéncia
fortes.

Para a = 0, caso em que as observagoes sdo i.i.d., as conclusoes nio diferem
significativamente do que atrés ficou dito.
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Na figura 1 apresentam-se, para a = 0.5 e 02 = 3, 0s limites dos 500 interva-
los de confianga de caudas iguais usando: (a) o método usado na estimagao do
parametro foi o critério de Whittle com subamostras de tamanho 16, tendo sido
a probabilidade de cobertura estimada 0.96 e (b) os estimadores de Yule-Walker,
com subamostras de tamanho 32, tendo sido a probabilidade de cobertura esti-
mada 0.84.

(t}) e (b) ;

Figura 1: Limites inferiores e superiores dos 500 intervalos de confianca de
caudas iguais (Ipr) a 95% para a = 0.5, 02 = 3, usando estimadores de: (a)
Whittle, com b = 16 e (b) Yule-Walker, com b = 32.

4 Comentarios Finais

Constata-se que a metodologia da subamostragem se aplica sob condigoes muito
gerais, constituindo um instrumento na construgao de intervalos de confianga
para parametros cuja expressao para a variancia é dificil de obter. Neste tra-
balho aplica-se a subamostragem a séries temporais geradas por processos INAR(1),
com o objectivo de construir intervalos de confianga para o parametro do mod-
elo. Este estudo pretende ser um primeiro passo no desenvolvimento de uma
metodologia para a avaliacao da qualidade de ajuste de modelos INAR.
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